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第 一 章 ” 非 线性 介质 中 的 波 


光学 中 的 非 线 性 相互 作用 ,主要 表现 为 波 波 相互 作用 或 波 粒 相互 作用 . 作为 描述 光 
学 非 线 性 相互 作用 的 准备 与 基础 ， 本 章 将 一 般 性 地 讨论 非 线性 介质 中 的 波 日, 包括 波 的 
传播 、 波 追赶 ,线性 波 、 非 线性 波 、 耗 散 波 , 激 波 与 色散 波 、 波 的 自 之 与 非 线性 Schrödinger 
方程 、 自 感 透 明 现 象 与 sine-Gordon 方程 、 三 波 相互 作用 、 非 线性 相互 作用 中 的 孤立 波 
理论 . 


1. 波 的 传播 与 波 妃 赶 


波动 现象 的 直观 描述 ， 即 一 特定 波形 w 随时 间 t 的 推移 沿 空间 r 方向 的 传播 ， 波形 
半数 也 为 
w = wr -—-vt) (1.1.1) 


波 的 传播 方程 为 


dw ð ð E 

di 一 (x tog )v=0 (1.1.2) 
RP, v 为 传播 速度 ， 如 果 一 个 观察 者 以 v 的 速度 向 前 运动 ， 则 他 观察 到 的 波幅 将 是 不 
变 的 ， 这 就 是 (LL) 和 (LLY 式 的 含义 ， 引 进 路 径 参量 &: | 

€ — xz — vt, 了 一 CE 十 了 (1.1.3) 


则 《 确定 了 v 上 每 一 点 的 运动 路 径 . 参见 图 11, x 
¢ 即 t+=0 时 的 xz 值 . 注意 到 将 波 的 传播 表述 为 
(1.1.1)~(1.1.3) 式 是 有 条 件 的 ， 即 波 的 传播 速度 


NN 


是 一 与 > 和 上 无 关 的 常数 . 如果 不 是 这 样 ， 则 路 径 x: 
参量 应 写 为 。 
E= Elz, t), Ln v(£,t) (1.1.4) 一 一 | 
波及 波 的 传播 方程 为 | TET 
TE 2 0 18) 
du soups Em. 1.1.6 
^ - (Xu : 9e 


d l 
(1.5) 5 (1.1.6) 式 表明 波 上 菜园 定点 的 波幅 是 不 随时 间 而 变 的 ， 因 0, 这 就 要 求 
D onus c 1.1.7 


Ho 的 请 数 形式 v= olé, t) 可 见 ， 不同 点 的 速度 2 可 能 是 不 一 样 的 图 11 所 示 的 各 
和 路径 相互 平行 的 情况 已 不 复 存在 了 . 不 平行 就 可 能 相交 ， 如 图 1.2 FOR GE e, W 
H ioni 各 点 的 速度 是 不 一 样 的 ， 这 就 导致 0 = 0 的 连续 波 在 妇 时 为 间断 波 ,在 如 


DE 


时 已 为 波 破裂 了 . 这 是 因为 在 波 局 耐 的 点 6o 35 zr C3 EC TRU EI A 61. 62 快 而 发 生 了 波 追 赶 
MZ. 波 破 型 的 情形 很 复杂 ， 我们 主要 讨论 前 面 丙 种 情况 ， 故 实际 上 可 假定 外 Er 的 单 
值 函数 . 由 于 耗 散 的 存在 ， 间 断 波 的 陡峭 部 分 会 被 抹 平 ， 


X 
$2 
$1 
$o 
ws, 
f 


1 
lo i l =0 
(a) 路 径 参量 (b) 波 连续 (c) 波 间 断 (d) 波 破裂 


图 1.2 
12 k 性 波 


上 面 讨 论 的 波 是 沿 z 方 向 传播 的 行 波 . 一 般 来 说 ， 波 可 同时 沿 士 z 方向 传播 ， 这 时 
UA w 及 传播 方程 (1.1.1) 和 (1.1.2) 可 推广 为 l 


w= g(z — v't) + h(z + v't) l (1.2.1) 
8 ,0N(8 Ə) [P Ëj — 
Ẹ Bin a) (s Tu 5) m (3 Ed ou an 


这 就 是 常见 的 线性 波 . 路 径 方程 (1.1.3) 也 称 为 特征 线 方程 ， 在 目前 情形 下 可 推广 为 


£—zr—vt, mn-r4vt (1.2.3) 


波动 方程 (1.2.2) 为 二 阶 的 ， 但 可 化 为 两 个 一 阶 方程 . 事实 上 ， 令 


Ow 10w 
u -— t , VSV E" | (1.2.4) 
"m Lio MUT 
将 (1.2.4) RRA (1.2.2) 式 ， 并 将 v 8i 记 为 or 则 得 


BE eu uos 


| (1.2.5) 
(5 2) xx ge T 
其 通 解 可 写 为 
v — u = r(£) = vo(£) — uo(£) (1.2.6) 
v +u = s(n) = voln) + uo(m) 
u = ECE) - sim) = -po ~ wo(£) = voln) 一 
(1.2.7) 


v = Lp + st) = + leolE) ~ uo(€) + voln) uo) 


(1.2.6) AP r(£), s(n) 称 为 Riemaan 不 变量 , 因 在 特 
dE En E. rE sm 均 不 变 。(1.2.7) ILU 
X (WE 1.3), BI (x,t) 点 的 函数 值 uso 可 通过 特征 
线 &,7 与 z 轴 的 交点 的 初 值 volé), uo(£), voln), uc() 
KER- 注意 到 (1.2.5) 式 是 方程 


ðU aU 
y 十 Aa =0 (1.2.8) 


TIL 


(1.2.9) 


代入 (1.2.8) 式 便 得 (1.2.5) 式 . 设 4 的 特征 根 为 和, 所 对 应 的 特征 矢量 为 R, BD 


AR — AR 


易 证 


U 的 解 可 表示 为 
U = oR 


将 (1.2.12) 式 代 入 (1.2.8) 式 ， 并 注意 到 (1.2.10) 式 ， 便 得 


Op Op — 
prp car 


由 此 得 (1.2.9) 式 二 分 量 波 U 的 通 解 为 


U = p4 (x - t) R4. t e-(z +t)R- 


一 般 情 形 U 具有 ?个 分 量 ， 即 


A 的 特征 根 和 ,Xz2,-…,Mn 为 实 的 ， 且 相 蜡 ; 特征 矢量 R, 


(1.2.8) 称 为 双 曲 线 方程 组 ， 有 


AR; = A;Ri, i= 1,2, 


U 的 通 解 为 


US » Pil cem Ait) Ri 


i=1 


(1.2.10) 


(1.2.11) 


(1.2.12) 


(1.2.13) 


(1.2.14) 


(1.2.15) 


， 这 时 方程 


(1.2.16) 


很 明显 ， 任 意 函 数 w HUM U(z10) WE — E. (引进 特征 参量 6; = m Ait, 则 由 (1.2.17) 
式 得 | | 
U =Y ei(&)R; (1.2.18) 
1-1 
参照 (1.2.7) 式 的 几何 意义 ，(z, 国 点 的 函数 值 U (m, t) 由 通过 (zx,t) A BS FERES £1, 8n, ,én 
tj z 轴 的 交点 的 初 值 Uot)……Do(ea) 来 确定 . 


13 非 线 性 波 


对 于 非 线性 波 ， RÍE agnam. 相应 的 本 征 值 也 不 再 是 常数 . 对 于 一 维 
气体 的 等 炳 运动 ， 其 连续 与 运动 方程 可 通过 密度 p 及 速度 v 表示 为 


(1.3.1) 


a zr Jj (1.3.2) 


则 方程 (1.3.1) 可 改写 为 


8U ðU 
A 的 特征 根 A+ 为 
人 + 一 & 士 @ (1.3.4) 
对 应 的 本 征 矢 量 Li 为 
[m C 3D. EAE (1.3.5) 


(区 ee 人 


ll 


ot Oz 
à .0 2a 
= la 4 (uc 7a (2 a +u) = (1.3.6) 
(1.3.6) RA H RER E= £(z,t) EJ Riemann REE r(£) 为 
2 
r(£) = EET tu 000 (13.7) 
KERES Elet) di Euta 积分 得 出 .同样 沿 特 征 线 n= nlet) 上 的 Riemann RE 
B s(n) X ! 
s(n) = 7 = —u (1.3.8) 


特征 线 0 — nle, t) 由 z =u—a 给 出 由 (1.3.7) 和 (1.3.8) 式 易 于 解 出 a, u, 用 Riemann 
不 变量 7(&), s(m) 表示 为 


a= 7 ; Lele) + s(n) (1.3.9) 
1 


u = 


zfr(6) - s(m) (1.3.10) 


WRAT Riemann 不 变量 中 一 个 为 常数 ， 例 如 s(7) = so, 这 样 的 波 称 为 简单 波 . 
(1.1.1) 式 给 出 的 沿 z 方 向 传播 的 行 波 wz 一 芒 即 为 简单 波 的 一 例 . 对 于 s(7) = so 的 简 
单 波 情形 ， 由 (1.3.9) RE, aua URRE € BERE, 与? 无关. 利用 这 一 点 ， 可 讨 
i£ (1.3.3) 式 的 一 般 问 题 ， 即 


ui ð 0 
s.n ) gU ^ AU) = ($ + A(U 3E: 一 0 (1.3.11) 
53 —JW, TEN GE E= Elt) E 
dé Ə drög 8€ ot 


u ott ts Ot "8s TO (1.3.12) 


比较 (1.3.11) $0 (1.3.12) 式 ， 便 得 知 U 的 解 应 满足 常 微分 方程 


dU — 
一 cc Rgp Rp— ri (ui, us) ) (1.3.13) 


AP, Re 为 对 应 于 本 征 值 Xe BLDORGRECR AER ES 即 
| AR, = XR; — (13.14) 
这 就 证 明了 特征 线 的 (1.3.12) 式 的 解 也 是 (1.3.11) 式 的 解 。 当 然 ， 要 求 出 U, 还 要 解 常 微 


分 方程 (1.3.13) 式 ， 即 
du; 


dé 三 T1 (13, uz) 
(1.3.15) 
dus u 
dE = T2(u3, u2) 
这 可 写 为 以 u 为 自 变 量 的 常 微分 方程 
dua _ ratun, uo) (1.3.16) 


du, Ti (a 3 ua) 


由 此 解 出 uS = ua, CC 为 积分 常数 ， 代 入 (1.3.15) 式 的 第 一 式 ， 得 出 u DLE OE BUE 
量 的 微分 方程 F 
r3 = ri[ui, ux(u1, C)] (1.3.17) 


将 这 个 简单 波 解 记 为 UC, 因为 它 是 对 应 于 本 征 值 Ae. 同样 对 于 本 征 值 ”, 也 可 得 到 简单 
Ul 


EUD 这 种 求解 方法 可 推广 到 多 分 量 U= | : | 情形， 当然 也 是 求 简单 波 ， 否 则 是 


不 适用 的 . 图 1.4 给 出 两 分 量 波 的 时 间 空 间 分 布 图 ， 初始 上 = 0 时 扰动 限制 在 |z| < zo 的 
直线 上 ， 传 播 速度 "= £L, 于 是 有 |e- t| — [El > zo, |z - t| — |n| > zo 的 扰动 无 法 到 达 的 
O, ©, 9I; |z-t| — l£| S zo, — |z-ttl = |n| > zo 5 |z-t| = |El] > zo. |æ+t| = |n} S zo 
HIRR, ©; |z— t= |E] < zo,|z +t] = in] < zo 的 两 分 波 区 @. 简单 波 解 仅 适 用 于 


Q5 OIX. 
SS | : e 


& RK m 


— Xo E 


图 1.4 两 分 量 波 的 区 域 划分 


作为 一 个 例子 ， 我 们 用 特征 线 方法 求 两 分 波 区 @@ 方 程 (1.3.9) 的 解 . 注意 在 特征 线 


(€) E. Futari 为 常数 ， 但 sn) 是 变 的 ， 故 有 
3 | 
EX = (u+ 42 
即 
= (u + a)ts (1.3.18) 
同样 在 特征 线 (四 上 ， Z —u-ar(£) 是 变 的 ， 即 有 
Tr = (u — a)ty . (1.3.19) 
由 (1.3.18) 和 (1.3.19) 式 消 去 z, 得 
B 2at,., + (u + a)rts — (u — a)str = 0 (1.3.20) 


由 (1.3.9) AW ELAH H ua, 得 


trs — (t$) =0 
r+s 


(1.3.21) 
.irtl 
| 254-1 
— I a. 3.21) 33 PED(Poisson-Euler-Darboux) 方程 . 44 y= (2N -1)/(GN—1,N = 
0,1,2,--- 代入 u KERR u= N, 这 时 (1321) 式 有 解析 解 . 4 p= N = 0 时， 
(1.3.21) 式 的 解 为 
t= f(r) + g(s) (1.3.22) 
Wu-N-IW. (1.3.21) 式 的 解 为 
t(r,s) = zs + g(s)] (1.3.23) 


AE (13.23) RRE =N = 1 的 .PED 方程 : 在 一 般 情 况 ， j= N,PED 方程 为 


N 
ted "i t t») = 0 (1.3.24) 
令 N-1 
_ f(r) 
= i Ims (1.3.25) 


代入 (1.3.24) 式 ， 得 (1.3.24) 式 的 左 端 为 


ƏN f(r N [9" f(r) 9"! f(r) : 
一 IUe rts 区 (ras) NN Brn | (1.3.26) 
A f(r) f(r) | 
T T 
(r+ s)N p (rest t» 
所 以 


3 | fen) ]-e* 92s mom fi) | e" les | (1.3.27) 


OrN |(r X s)N (r4 s)NT! OrN-1 |(r + s) NH 
AK (1.3.26) 式 为 0, 证 明了 由 (1.3.25) 式 给 出 的 t+ 是 (1.3.24) 式 的 解 . (1.3.24) 式 的 通 解 为 
aN- | f(r) | aN- | g(s) | 


OrN-1 OrN-1 | (r+ sS)N 


t(r,s) - k - CETS 


(1.3.28) 


式 中 ， 习 为 常数 . 
14 耗 散 波 、 激 波 与 色散 波 


在 一 维 非 线性 波 中 ， 一 个 很 有 代表 性 的 含 耗 散 项 的 耗 散 波 方程 为 Burgers 方程 

Du Ou 0?u 

Oi "3s "gui | 

其 前 两 项 为 非 线 性 波 ， 第 三 项 为 耗 散 项 ， 为 耗 散 系数 . 这 个 方程 有 一 个 形状 不 变 的 稳 
态 解 


=0 (1.4.1) 


(Uoo — v)(z — vt) 
——ÀÓÀà 
(1.4.2) 式 所 描写 的 是 一 以 速度 v 运动 的 波 . E uw 一 < 0, 则 当 z— vt — oo ff, 
u — Uv; 4 r—vwt-— -oo if, uv- (uov) >v; 在 z 一 中 =0 处 uv. 
有 一 个 由 高 速 2 一 uo 向 低速 uo 的 过 渡 区 ， 其 宽度 为 E, MERR /很 小 时 ， 
几乎 是 很 陡 的 ， 其 极限 便 是 激 波 {( 见 图 1.5). 车 将 Burgers 方程 (1.4.1) 的 耗 散 项 换 成 色散 
项 ， 便 得 熟知 的 KdV(Korteweg-de Vries) 方程 ' 


u — v + (us, — v) tanh (1.4.2) 


X — uf 


图 1.5 défi E db iE 


8t |" 8r "dr 


将 上 式 在 常数 速度 uo 附近 线性 化 ， 并 求 其 色散 关系 ， 便 得 


=0 (1.4.3) 


w = ugok — uk? i E (1.4.4) 
相 速 度 w/k 为 » 
pow uk? (1.4.5) 


这 关系 表明 ， 对 长 波 来 说 ， 色 散 一 HR 是 弱 的 ， 但 对 短波 来 说 ， 色 散 项 -uk 就 显得 很 重 
ZT. f$ Burgers 方程 一 样 ， KdV 方程 也 存在 一 个 以 常 速度 向 前 运动 的 稳 态 解 


u = üw +E sech? { Ps — ust) — un ) (1.4.6) 


1 
(124)1/2 [e 人 
这 就 是 熟知 的 sech? 孤立 波 . 当 z toou — uo 时， 波峰 向 前 运动 的 速度 为 too 十 Ee/3. 
现 从 波 的 非 线 性 与 色散 进一步 讨论 KdV 方程 (1.4.3) RERE (1.4.6) 式 的 物理 意 
X. 在 1.1 节 我 们 介绍 了 波 追 赶 ， 那 里 由 于 wv 是 z KpE EKAN, E v — v(£), 又 设 波 
的 初始 形状 为 
' w = wu(£) (1.4.7) 


不 同 的 初 值 位 置 £ 具有 不 同 的 幅度 u(£), 故 波 的 传播 速度 v 依赖 于 初 值 &. 从 物理 意义 来 


说 便 是 波 的 传播 速度 v 依赖 于 波 的 幅度 u(£). 最 简单 的 情形 ， 即 波 的 相 速 v 线性 地 依赖 
Fu 


v = vo + ôu (1.4.8) 
& (11.2) A8 du ðu 8 
d 5" (vo 十 ôu)" =0 . (1.4.9) 
作 变 换 vo + 6u — u, 上 式 变 为 Ju du 
Di + uL 0 (1.4.10) 


(4.10) 式 即 KAV 方程 的 前 两 项 , 其 中 非 线性 项 导致 图 12 所 示 的 间断 与 波 裂 . 但 由 于 波 
IF RR v= w/k 的 色散 关系 (1.4.5) R, 存在 色散 项 pk?, 即 波 数 上 很 大 ,相当 于 在 波 破裂 
之 前 , 空间 变化 剧烈 ， 相 速度 也 随 之 减 慢 . 这 在 方程 (1.4.10) PEET - ue > p2 


Dr 923" 
项 ， 便 得 KdV 方程 . 正 是 由 于 色散 项 的 存在 ， 使 得 波 弥散 了 ， 抵消 了 非 线 性 项 ue 的 
变 陡 ， 最 后 会 到 达 一 种 由 孤立 波 体现 的 波 弥 散 与 非 线 性 变 陡 间 的 平衡 ， 即 (1.4.6) 式 . 


1.5 波 的 自 聚 与 非 线 性 Schrödinger 方程 


波 在 均匀 介质 中 的 传播 可 用 推广 的 三 维 线性 或 非 线性 波 来 描述 . 参照 (1.2.2) st, % 
f AF E 满足 方程 | 


18 18 2 ea 
-($&-v) (5&*v)g-(v -$sa)F-9 (1.5.1) 


AP, e= 1? = nono AHRR, ERR XX BUSINESS w BUE dE. MES 
实际 情况 相符 . 但 对 于 强 振幅 的 传播 ， 就 需要 仔 组 研究 ， 通常 的 现象 是 ， 趣 始 时 是 一 理 
想 的 平面 波 ， 但 经 过 传播 后 ， 表 现 为 有 一 定 程 度 白 案 或 发 散 的 球面 波 . 究 其 原因 ， 可 归 
结 为 波 在 介质 中 传播 速度 与 折射 率 n 椒 再 是 与 光 强 度 无 关 的 常数 , 而 是 除了 依赖 于 介质 
性 质 的 no 外 , 还 要 附加 一 小 量 n2E?/2no.* 这 -一 项 称 之 为 非 线 性 折射 率 ， 因 它 依赖 于 E, 
而 na 依赖 于 介质 的 性 质 . 这 样 ， 介 质 常数 6 可 表示 为 


2 . 
€ 一 (v 十 zy) ~ €o 十 naj E|? (1.5.2) 
2no 


将 其 代入 (1.5.1) 式 ， 便 得 波 在 介质 传播 的 非 线 性 方程 


eo nolppY 8? 
Iv - (84 p ) 525-9 (1.5.3) 
一 个 很 重要 的 情形 ， 即 E 波 可 表示 为 沿 z 方向 振幅 缓慢 变化 的 波 
E = (xz, d (kæst) - (1.5.4) 


式 中 ， RR k SAR o 满足 关系 R -nr ”一 0. BERE oo yz) 沿 着 传播 方向 2 是 慢 
变 的 ， 以 致 有 


(3p le | 0?p del d 
Oz? lay? azti lazil S öz | 
将 (1.5.4) 式 代入 (1.5.3) 式 ， 得 | 
Op 1/0) 8 k n2, "n 
AM 033) 
这 就 是 二 维 非 线性 Schrödinger 方程 . 车 yp 仅 依赖 于 y, 则 得 一 维 非 线 性 Schródinger 方程 
.0 18 kn 
LN + p=0 (1.5.6) 
p= p(z) 
方程 (1.5.6) 也 存在 如 下 的 稳 态 解 
p = posech (2) eia (1.5.7) 
yo 
将 (1.5.7) RRA (1.5.6) st, 18 
1 . k ng 2 i 


K= (1.5.8) 


Ti Pu^7 di 


1.6 自 感 透明 现象 与 sine-Gordon 方程 


光 在 无 损 介 质 中 传输 ， 条 件 适 合 时 会 产生 一 种 自 感 透明 的 稳 态 脉冲 传输 现象 .以 二 
能 级 原子 介质 为 例 ， 当 光 脉 冲 前 沿 经 过 时 ， 光 被 吸收 ， 原子 由 基态 跃迁 到 激发 态 ， 能 量 
被 存储 起 来 . 等 到 光 脉 溃 的 后 沿 经 过 时 ， 由 于 受 激 辐射 ， 原子 又 由 激发 态 跃迁 到 基态 ， 


辐射 出 能 量 ， 增 强 了 后 沿 ， 这 样 光 脉冲 能 量 就 等 效 地 由 前 沿 移 至 后 沿 . 如 图 1.6 虚线 所 
示 ， 光 脉冲 波形 未 发 生变 化 ， 好 像 经 过 透明 介质 一 样 . 可 以 证 明光 在 含 二 能 级 原子 介质 
中 的 传输 ， 其 电场 。、 极 化 强度 P. BOUNCE A 满足 如 下 的 非 线性 传输 方程 中 : 


2 _ GP 
Pain" Oz 
N ƏP , 
> N 一 =EA， P—z-cd (1.6.1) 
p ~ OT | 
ð 
- 9^ . £p 
E L6 光 脉 冲 的 自 感 透明 示意 图 üT 


设 初始 条 件 为 已 =0A=] WH PLA 的 解 表示 为 
P = sin(€) ,A = cos(£) (1.6.2) 
代入 (16.1) 式 ， 得 


一 一 8 . (1.6.3) 


(1.6.3) 式 的 第 三 个 方程 ， 即 为 sine-Gordon 方程 . 同样 ， sine-Gordon 方程 也 存在 稳 态 传 
输 脉 冲 解 . 替换 变量 ， 则 方程 (1.6.3) 可 化 为 


d? G , 1 . 
P = 二 sin(£) = Ti sin(£) (164) 
C rd ur = (1+ uje — cut 

REUS € = 4tan ! (exp[t(z + v7)/(1 — u2)/2)) (1.6.5) 


HIPH” SOT zo oo, é 2 03 x oo, 2 27, 意 味 着 当 z HE -00 9 too, € JH 
当 于 摆 的 幅 角 沿 顺 时 针 方向 转 了 一 周 ; 同样 , 括号 中 的 “一 ”号 意味 着 当 z 由 -o 9 十 co， 
B Hi fax EE PET — 8. 将 (1.6.5) RARA (1.6.3) 式 ， 得 


cur | 


e- ü una 


sech | (1.6.6) 


— ol 
e 一 u2)1/2 


这 就 是 自 感 透明 介质 的 光 脉 冲 孤 立波 解 . 
17 三 波 相 互 作用 


波 波 耦 合 在 非 线性 相互 作用 中 是 常见 的 ， 在 非 线性 光学 中 也 是 一 种 常见 的 相互 作用 
JÉ X. EX L-3 E304 £ LR € Sup 且 有 代表 性 的 一 种 . 设 有 频率 为 woww, 波 
AO ko, ki ka 的 三 个 波 ， 它 们 满足 共振 与 相位 匹配 条 件 


wo =w + wa 


Ta (17.1) 
ko = kı + kz 
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这 些 条 件 也 是 由 三 个 波 中 的 两 个 波 拍 频 相互 作用 产生 第 三 个 波 所 必需 遵从 的 能 量 、 动 
量 守恒 关系 . 三 波 相互 作用 方程 ， 就 是 在 线性 波 传播 方程 的 基础 上 加 上 波 的 耦合 项 得 到 
的 ， 例 如 


aa， -6 

ET Ugo 8r vo 0192 

8 ð * 
E + m pı = —Biov? (1.7.2) 


ð 8 . 
E" 十 Vg p2 = —2vovi 


AH, vy 为 传播 速率 ， 8; > 0 为 耦合 常数 ， 一 般 来 说 它们 是 不 一 致 的 ， 可 以 证 明 ， 形 
如 (1.7.2) 式 的 三 波 耦 合 方程 也 存在 以 上 = 一 站 为 宗 量 的 孤立 波 解 . 令 


Bj = 2, B e Kf p? (1.3) 
Ugo 一 
HERK | 
Us > ej (1.7.4) 
j 
则 (1.7.2) 式 可 化 为 
d > 
"E = Bp1P2 
d ~ 
ri = top; (1.7.5) 
de - 
"E = tei 


当 入 > max(v,;), 取 (一 ,十 ,十 ) 8: 04 A < min(v), 取 (十 ,一 ,一 ) 号 . Wi oi pa 为 实数 ， 
nj = e, 积分 (1.7.5) 式 ， 得 
mj; = no + ni — AM 
m2 = no bna WE (1.7.6) 
M3 = nı — nm = TÉ ANC 
X X 
m >m , no(fo)- 0 , m — (m/m 


将 (1.7.6) 式 代 入 (1.7.5) 式 ， 得 


d 
"E = FÜVno(m, — no)(ma — no) (1.7.7) 
no 的 解 可 用 Jacobi 椭圆 函数 来 表示 ， 通 解 为 
no(£) = masno? [F 8m]? (E — £o), m] | (1.7.8) 


XE m — 1, m, =m = no, v; 的 通 解 为 
| Po = ao tanh[y(z — At)] | 
pı = aj1sech[y(z — A£)] ` (1.7.9) 


92 = assech[y(z — At)) 


Po: 1:72 满足 关系 


"REC RD 
(vao — A) = (vg 95. = (vga 6, 
_ Qao Alva Nv -A) (1.7.10) 
—7 BoBr Bs Mi 
or 与 的 变化 曲线 如 图 1.7 所 示 回 . 有 意义 的 是 ， 当 e| = |z Atl 稍 大 时 ， es (0) plé) 
均 趋 于 0, 而 泵 浦 波 jpo| ao, 对 p1, pa 未 提供 能 量 . 只 有 当 长 | = jz 一 | 趋 于 很 小 时 ， 
S ME yol 下 降 到 0, 能 量 被 转换 到 py: 波 ， 使 之 具有 孤立 波形 . 


图 1.7 三 波 相互 作用 的 能 量 转换 曲线 示意 图 (参照 Nogaki 等 [3]) 


上 面 的 解 适用 于 入 > r mau iE) < min(vy) WE, READE (—, +, +) R iH =, -). 
通过 变换 pi 一 -9i 这 后 一 种 情 议 (十 ,一 ~) 变 为 前 一 种 情况 (一 ;十 ,十 ), 故 只 需 讨论 前 一 
MERAMA T “一 " exi gU. RAA tanh 型 , 34 [0| 2 o0 BH, i 一 ci |; 
“十 ”号 对 应 于 孤立 波 ， 是 被 泵 浦 波 激发 起 来 的 ， 为 sech 型 ， 当 [6| 一 ce 时 ， v2, 一 0. 
M 入 不 满足 ERR PE 例如 vg > 和 > (vg vg) 则 原来 的 耦合 符号 (7, +) ESIEUL 
因子 sgn(- 一 ,一 一 ,一 一 ) (oes) 而 变 为 0-4), 这 时 pl ROS SOR S 
V90 Vgl Ug2 


pı x tanh[y(z — 2)], 而 po, p2 变 为 孤立 波 ， p1: p2 X sechy(z 一 入)]. 其 它 情形 类 推 . 
L8 非 线性 相互 作用 中 的 孤立 波 理论 


1.8.1 关于 孤立 波 的 记载 

1834 £, John Scott Russelll4.5] 以 其 亲身 经 历 描述 了 孤立 波 现象 : “.… 水 浪 呈 现 
出 一 个 深 贺 而 平滑 、 轮 廓 分 明 的 孤立 波峰 ， 以 巨大 速度 向 前 滚动 ， 在 行进 中 形状 和 速度 
没有 明显 的 改变 …”. 1895 Æ, Korteweg 与 de Vries 从 数学 上 得 出 孤立 波 方程 及 其 
sech” 的 解析 解 l. 到 1955 年 ， Fermi-Pasta-Ulam 进行 了 一 维 N 个 分 子 链 非 简 谐 运动 的 
数值 模拟 UI, 原意 在 于 研究 “初始 存在 于 最 低 模式 振动 ， 是 否 会 由 于 分 了 间 的 非 线性 相 
互 作用 传递 到 其 它 模式 ， 最 后 达到 能 量 均 分 的 统计 平衡 状态 ”这 一 问题 (FPU 问题 ). 但 
模拟 结果 完全 出 人 意料 ， 初始 存在 于 最 低 模式 的 振动 能 ， 总 是 在 较 少 的 几 个 模式 间 来 回 
地 传递 着 ， 最 后 又 几乎 完全 回 到 最 低 模式 ， 并 疫 能 观察 到 在 各 个 模式 间 的 均 分 或 热 化 现 
$$. 1965 年 ， Kruska 与 Zabusky 又 重新 研究 了 FPU 问题 5/3, 主要 是 将 FPU 的 N 个 
分 子 非 简 谐 运动 方程 


TU = 大 (1 — 2y: + Ya)l + a(yitl ~ vi-1)] 
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采用 Taylor 级 数 展 开 ， 使 之 连续 化 ， 3.0 


最 后 得 出 
qe + 6qqe + ogeee =0 (1.8.1) 
s 
其 解 为 


q = 212sech2[(e — vr)] (1.8.2) 


对 应 于 Russell 所 观察 到 的 孤立 波 . 
ZK 还 研究 了 如 下 KdV 方程 随时 间 的 
演化 问题 : 


-93 
“Z Lu -—u.-—0 (1.8.3) 
T 


AP, ERAY u= 0.0227, 解 的 初 值 
为 u(z,0) = cos(z). 又 设 边界 为 周期 
的 , L—2. 图 1.8 给 出 解 的 振幅 分 布 随 
时 间 的 演化 以 及 孤立 波峰 的 运动 轨迹 
O. 因 色 散 系 数 几 很 小 . 对 应 于 初始 分 


ə’ ð 
布 的 IE) = 
0.005,， 故 初始 时 色散 项 可 略 去 . 这 样 


(1.8.3) 式 的 隐 式 解 u-cosr(rz 一 ul). 这 
个 解 对 应 的 曲线 , 随时 间 的 推移 会 变 得 
您 来 愈 陡 . 在 z=1/2 点 , 4t=tg8= 
1l/7 时 , 解 会 变 得 不 连续 ., 但 是 当 到 达 
或 超过 这 点 时 , 色散 项 增 大 , 再 也 不 能 
被 略 去 . 这 就 起 到 抹 平 变 陡 的 作用 ( 见 
图 1.8(a) 曲线 B). 当 t= 3.6tg 时 ， 有 


BTACOD 的 振幅 


8 个 孤立 波 出 现 ( 见 图 1.8(b)). 8 — 9X : . . . 2.00 3.4 
立波 均 以 各 自 的 速度 向 前 运动 ， 非 常 


重要 而 有 趣 的 现象 是 孤立 波 的 碰撞 ， à) w akna 

3 ` 图 1.8 (a) 孤立 波 随 时 间 的 £ 
MEERE, HRHRES, 仍 以 碰 (A: t=0; B:t- 1m; C: t=3.6/7); 
撞 前 的 速度 向 前 运动 ， 且 性 立波 不 破 (b) 孤立 波峰 的 运动 轨迹 (Tg = 304tp, tg = 1/7) 


此 ， ZK 称 之 为 孤子 . 
1.8.2 道 散射 方法 
KdV 方程 与 Burgers 方程 有 某 种 相似 . Burgers 方程 可 通过 Cole-Hopf 变换 
__240w1 
u-— TAY (1.8.4) 


线性 化 为 扩散 方程 


.13. 


Oy o? 
BH "gg? 
AGCUSS A8 dé d dz 6E DIE DE BI AE 38, 使 KdV 方程 线性 化 呢 ? 虽然 这 些 猜想 并 未 实现 ， 
但 是 1967 年 Gardner 等 找到 了 KdV 方程 的 解 与 线性 的 Schrödinger 方程 本 征 值 问题 间 
的 关联 1, 并 导致 用 着 散射 方法 解 孤立 波 方程 的 方法 的 提出 . 这 是 孤子 理论 的 重要 突 
w. l 
. 逆 散 射 方法 的 要 点 是 不 去 直接 解 KdV 方程 中 的 函数 u, mE Ed "Ep FE 
Schrödinger 方程 


(1.8.5) 


e? 

(- 部 + p = M (1.8.6) 

的 谱 和 (本 征 值 )-w = u(x,t) 3E t Wy p T, WA di (1.8.6) 式 方程 确定 的 谱 入 是 否 也 是 t 的 
应 数 呢 ?这 是 很 关键 的 .由 (1.8.6) 式 得 


Ver 


uA 
V 


(1.8.7) 


应 用 (1.8.7) 式 对 上 进行 偏 微分 | | 
uu? = Ap? (Gui — Yr) (1.8.8) 
应 用 (1.8.7) AR r 进行 多 次 偏 微 分 ， 并 经 计算 可 得 
(~6uus + uzzs)V^ = {prss — 3(u AU] — Warez — 3(u + A) palo}s (1.8.9) 
(1.8.8) 式 与 (1.8.9) $MM, HH u 满足 KdV 方程 t 一 6uus + Uzer = 0, 则 得 
(0 Anl? + (HRe — Rls =0 (1.8.10) 
R= Yi + usu — IU A. (1.8.11) 


3 ES ufE|z| 一 oo 时 , u — 0, 故 Schrödinger 方程 的 谱 有 负 能 的 束缚 态 和 = Kn — 
1.2,-, N) 及 正 能 的 连续 态 入 = K? 解 . 对 于 负 能 束缚 态 ， 当 |z| 9 oo, v M 9s 一 0, 故 由 
(1.8.10) 式 ， 得 | 

TH pdr =0 (1.8.12) 


由 规 一 化 条 件 f Yde = 1, (1812) 式 成 立 就 证 明了 A = 0, RIDE = -K3 是 不 随时 
间 而 变 的 . r$ ul 0) ERA, BEATES u(z, t). $ A. — 0 FX (1.8.10) 式 ， 得 
| Rs — Vu R OEC (1.8.13) 


R 的 通 解 为 . 
R = y + heaz — B+ Aa =cvtpy | P (1.8.14) 
0 


考虑 到 jz| 一 co 处 ， 纪 一 0, 第 二 项 发 散 ， 改 应 取 刀 =0. 又 将 (1.8.14) XP u FI (1.8.7) 
式 消去 ， 便 得 » 
(5) 十 (Vas = 3A? 一 22). = Cy? (1.8.15) 
i 
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将 上 式 对 z 由 -o oo 积分 ， 并 应 用 规 一 化 条 件 [75 uy? dz = 1, 得 C = 0. 于 是 随时 间 
的 演化 方程 为 
在 jz| 一 oo 点 ，2 一 0, 应 用 (1.8.6) 式 ， 得 


代入 (1.8.16) 式 ， 得 
KD 十 A az c0 


Pn = CS(t)e E = cu(Q)eiFst- Kem (1.8.17) 
对 于 连续 谱 入 = KE", ARE M = 0, 仍 令 YVR: -pR = 常数,D = 0, 故 演 化 方程 为 
连续 谱 的 边界 条 件 取 为 4 
$e trike . 2> o0 (1.8.19) 
V — ar(k, t)e ?** ， T 一 一 co 


上 式 的 物理 意义 为 ， 在 z= oo 处 入 射 的 振幅 为 1 的 平面 波 ， 经 过 势 盆 勾 反 射 后 的 反射 
ELE r= Ab. KARKA r(k t), 与 入 射 波 相反 的 方向 传播 XE SS S SA XE 
射 波 ， 到 达 z —oo 处 ， 透 射 系 数 为 arlk, t), H r?(k, t) -- a2.(k, t) — 1. 将 (1.8.19) RA 
A (1.818) 式 ， 并 注意 到 当 z 一 士 oo,4 一 0, 便 得 


8 
a 二 4iksar = Cap , 当 z 一 一 oo 


x4 r> oo 时 ， 由 于 


Aike i 十 (s - air) cikz = Clerikm + ret?) 


2, — 4ikîr = Cr, | 4i —-C (1.8.20) 


— ik? 
r(k, t) = r(k, 0)e9** * (1.8.21) 
ar(k,t) = ar(k,0) 
(1.8.17) 式 和 (1.8.21) 式 给 出 了 散射 数据 S(0)[ 指 C4 (0), Kas r(k, 0), ap (k,0)] 随时 间 的 演 
化 规律 S(t)[ 38 (Cs (2), r( t) ap(k, £)] ,在 此 基础 上 可 构造 出 散射 函数 


N 
Ad (7 ik(z--y) 2 (45 Ka (24) 
B(z +y,t) = J. r(k,£)e dk + LaO i (1.8.22) 
并 解 GLM 方程 
^ K(z,yt)+ B(z 4 yit) f B(y + z;t)K(z, y; t)dz = 0 o (1.8.23) 
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PE RE TE CHOICE S AHR A). 可 以 
证 明 ， 我 们 所 要 求 的 势 函 数 ule t) 就 是 通过 核 
"aog 5) 函数 确定 的 ， 即 


演化 x= Xo 
u(z,t) = -2 所 天 (zh t) (1.8.24) 


X t fci — 2 JE 3 338 SUM. 75 155 ( 见 图 1.9), 即 由 散 
射 数据 S(t) 一 势 函数 ulz t). 


uix, d) e 5U) 


对 于 单个 孤子 的 情形 ， N = 1,r(k,0) = 0, 
图 1.9 i5 x HLEA A — —K? 与 C(0), 可 直接 写 出 GLM 


方程 


K(x,y;t) + C2(0)esK it- KG) 十 C2(0)esK / e Kt» K(z y; t)dz «0 (1.8.25) 


这 个 积分 方程 的 核 是 退化 的 ， 可 将 Ko, yi t) 08 
K(z,y;t) =e h(x, t) (1.8.26) 


代入 (18.25) 式 ， 易 于 解 出 


C? (0)e8K*1- KG) 


14 Cq0)2K)-1e8K5I-2Kz (1.8.27) 


K(zr,y;t)— 


u(z,t) = —2K?sech? [K (z — 4K?t) — 6] 
6 = 27! log E 


对 于 六 个 孤子 情形 ，XNi = K2, i= 1,2,--, N, r(k,0) = 0, C2(0) = mi, GLM 方程 为 


(1.8.28) 


oo 


K(m,y;t) »» mies Kit- Kit) 十 Yes f e KC K(z, y; t) 20 (1.8.29) 


z 


K(z,yit) PASARE 
K (2, y; f) = 9 e P h(z,t) (1.8.30) 


代入 (1.8.29) 式 ， 得 


T 8K;t-2Kix h. Mi 8K t- UG EK;)om h, 一 m;e Rit-Kiz 
(ve ze ) 2 ET 3 i 


i-212,-,N (1.8.31) 


很 明显 ， (1.8.31) 式 是 关于 h 的 联 立 方程 组 ， 求 解 并 无 任何 困难 . 这 两 个 例子 均 只 有 分 
立 谱 ， 如 果 同 时 有 连续 谱 7(k,0) 去 0, 求解 就 困难 多 了 . 
183 二 分 量 孤 立波 方程 

首 散 射 方法 的 应 用 ， 不 仅 限 于 KdV 方程 ， 其 它 如 非 线 性 Schrödinger 方程 ， sine- 
Gordon 方程 均 可 按 此 法 求解 . 不 同 的 非 线 性 方程 ， 主 要 体现 在 不 同 的 演化 式 (1.8.17) 和 
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(1.8.21) 式 上 . 当然 也 不 是 所 有 的 非 线性 方程 均 能 用 逆 散 射 方法 求解 . 注意 到 Schrödinger 
方程 为 二 阶 的 ， 故 谱 方程 及 其 演化 方程 一 般 地 可 用 二 分 量 一 阶 方程 表示 Bo~13] 为 


Bz 一 Q ; t 一 Bv 
(x e(t 1). 5-( m) (1.8.32 
12 r 2 —ic +ia 
由 (18.32) t, 48 o o 
v 
3; = gz 09 (1.8.33) 
ôQ ƏB Ov Ov u 
(2-7) Ba, p 7 P-B 
Rp 
oQ 0B — 
D x = BQ -QB (1.8.34) 


将 B 的 定义 式 代 入 上 式 ， 便 得 谱 方 阵 咏 与 演化 方 阵 B AEEA: 


üz = cq — br 
b, + 24(b = iq; — 2aq (1.8.35) 


cz — 2iCc = ir, + 2ar 


包括 在 (1.88.35) 式 中 的 非 线性 方程 ， 均 能 用 逆 散 射 方 法 求解 . 下面 列 出 熟知 的 各 种 可 用 
逆 散 射 方法 求解 的 非 线性 方程 . 


(1) 取 方 程 
a = AQ? + 20rq + irqz — igre (1.8.36) 
az = (26r. — irz, + 4iQ?r + 2ir?q)a 一 (一 26go — iger + Aii? q + 2irq?)r 
由 (1.8.35) 式 得 出 变形 的 KdV 方程 
gc 一 6rqq. 十 dzzz = 0 (1.8.37) 
T, 一 Órqr, 十 7zzz 一 0 
当 7 二 一 1] 时 ， (1837) 式 过 渡 到 KdV 方程 . 
(2) XH 
ES cos ó rg 1 . 
=- K ( cosh ó ' | mM z” (1.8.38) 
则 得 | 
a lY — sin ġ (5)-z —sing ($) 
" 46V sinhó 2 46 V sinhó 2 
sin ó 
Pzt = ( sinhg ) (1.8.39) 


此 即 sine(sinh)-Gordon 方程 


(3) 取 定 
a—(*-rq/2 , b=ilg~ gq/2 , c= ilr+rs/2 (1.8.40) 
便 得 i 
iq: + 2022 一 qr =0 


2 (1.8.41) 


1 
ir, 一 Pu 十 qr 一 0 


X r= tg" 时 ， (1.8.41) 式 便 过 渡 到 非 线性 Schrödinger 方程 . 
1.8.4 ”直接 解 于 立波 方程 法 | 


上 面 讨论 的 逆 散 射 方法 ， 是 一 种 间接 求解 非 线 性 方程 的 方法 . EERI H RAEM 
立波 方程 也 有 很 多 研究 ， Bicklund 变换 便 是 其 中 之 一 . 1883 年 ， 几何 学 家 Bäcklund 得 
到 了 sine-Gordon 方程 的 一 个 有 趣 的 性 质 . 设 w 是 sine-Gordon 方程 的 解 


Ugy = sin u' (1.8.42) 
则 满足 方程 , 
. u +u 
ug = ue + 2Bsin 
uu (1.8.43) 
tin 一 一 区 一 万 sm 2 


的 4 也 是 sine-Gordon 7j f (1.8.42) 的 解 . 事实 上 ， (1.843) 式 的 第 一 式 对 7 了 RRF., A 
用 第 二 式 消去 ui, un + tun 易 证 4 也 是 满足 sine-Gordon 方程 的 如果 取 定 ww 为 一 平凡 
解 u/ = 0, 则 (1.8.43) 式 化 为 


ue = 28sin(u/2), w= 5 sin(u/2) (1.8.44) 


从 而 可 以 直接 求 得 sine-Gordon 方程 的 孤立 子 解 
u = 4tan ! [exp(B€ + 81n oj] (1.8.45) 


式 中 ，a 是 一 积分 常数 . 

在 一 般 情 况 下 ， (1.8.43) 式 是 不 易 解 出 来 的 . 但 Bianchi 在 Bäcklund 变换 的 基础 上 
找到 了 -一 个 在 某 些 场合 下 可 能 有 用 的 非 线性 迭 加 公式 . 从 sine-Gordon 方程 的 解 uo 出 
发 , EDGE), 为 参量 的 Bäcklund 变换 , 得 到 解 ui , 通过 以 pa 为 参量 的 Bäcklund 变换 ， 
得 到 解 uz, 则 由 us, ua 可 得 出 新 的 解 ; 

Bi — f tan 4 

证 明 U€ 其 长 ， 这 里 不 给 出 . 值得 指出 的 是 ， Bicklund 变换 与 闪 加 公式 , 不仅 
Sine-Gordon FHA, Kav 方程 也 有 M. 


T5 u-—u 
uj 一 4tan ! ($ Pa A 2) + uo 


(1.8.46) 


1.9 非 线性 Schrödinger 方程 的 道 散射 解 


用 逆 散 射 方 法 解 非 线 性 方程 (1.8.41), 采用 二 分 量 表达 式 (1.8.32), 先 求 谱 
à Ul —ik q vı 
-一 = .9.1 
s) (aa) oM) 
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X. qq 为 道 散射 势 . 当 |zj o, 散射 势 g o 时 ， v 的 解 满足 特定 边界 条 件 00712] 


olz, k) = ( 1 ) eikz, Mg = 一 oo 


0 
y(x, k) = ( ) eiks, 当 z = co (1.9.2) 
yz, k) = ; | eihr, 当 z= oo 


p(x, k) plz, k) 分 别 为 z = —oo,oo 处 振幅 为 1 的 平面 波 . Plr, k) X ple, k) B IEE w. 
满足 (1.9.1) 式 并 以 (1.9.2) 式 为 边界 条 件 的 解 就 可 写 为 


， 1 ik f 0 ge ihe) 
= e Um d 1.9.3 
(enfe unu t )e oas 


0 ikm oe 0 ge (av) 

Y = ( 1 ) k -f a( qey) 0 Jv (1.9.4) 
参照 (1.8.19) 和 (1.9.2) st, SHE r> -co 处 入 射 的 平面 波 与 反射 波及 透射 波 的 关系 
Po ( l Je emo( 0 je g = oo 

0 1 
(1.9.5) 
p — a(k,t) i je MA zoo 


注意 到 (1.8.34) XX, 524 B Nm E fab PE C 也 是 满足 的 ， 故 (1.8.32) 式 随 时 间 的 演化 关系 
一 般 地 可 写 为 

Ov c 0 

g T Bt Cv " e (5 :) 


34 gp — coo 时 ， r,q — 0, £ lil (1.8.40) 式 ， 得 


—ia / ik? ` 
B= — 
ia ik? 
EPI. 
Ov H ik +e | 0 ) , (1.9.6) 


H v H (195) 式 的 由 代入 ， 得 


ð 


ai 0 = (ik? -cyw(k0), (~-ik?+c)e -0 


Salk, t) = (—ik? + cja(k,t) 


故 有 
c=ik?, r(k,t) = r(k,0)e?*^! , a(k,t) = a(E,0) 


对 于 束缚 态 ， 参照 (1.8.17) 式 ， 同样 有 
cn(k,1) = cnlk, 0)eiknt 


(1.9.7) 


参照 (18.22) 式 ， 便 可 构造 出 非 线性 Schrödinger 方程 的 散射 函数 QE: 为 方便 起 见 ， 下 


式 的 C, Bp c2) : 


N 
1 eo , | 
B(z «^y t) 一 元 n r(k, tjet) dk 4 > C, eis t9) 


n—1l 
C, (k,t) = C, (0)e? st 
r(k,t) = r(k,0)e'2&^t 


等 式 右 端 第 一 项 为 连续 谱 ， 第 二 项 为 分 立 谱 ， 又 将 (1.9.4) 式 写 为 


= ) e (Ren om 


则 可 证 明 Ks, y), Ko(z, y) 满足 如 下 的 GLM 方程 ARRIBE q: 


oo 
Ki(z,y)-— B'(r4 yt) «f B* (y + z, t) K5(z, z)dz 


K;(x,y) = -f B(y + z,t)Kı(x, z)dz 


q= —2K;{z, £) 
满足 方程 {1.9.9) 和 (1.9.10) RE Kiz, y), Kz(z,y) 为 


N oo 
"m 1 
Fi(z,y)- > Cina (c)e Pe? + 2z f r*(k, tji (k, ze "^" dk 


n=l 
N 
qu 1 99 ， 
K (x,y) = 一 P» — 元 f. r*(k t)i (k, x)e "Y dk 
事实 上 ， 将 (1.9.8) 式 代入 (1.9.10) 式 ， 并 注意 到 (1.9.9) 式 ， 便 得 


-f B(y + z;t)Ki(z,z)dz 


o (1 fo iky, ikz ike y iknz 
一 -f iz]. r(k,t)e Ye dk +Y Cne Ye Kı (z, z)dz 
1 oo . . 
EU J. dkr(k, t)e' 9 V (k, £) 一 » C, e p, (n) 


= Kz(z.u) 
上 式 即 (1.9.10) 式 的 第 二 式 ， 同 样 可 证 (1.9.10) 式 的 第 一 式 也 成 立 ， 
现 证 明 (1.9.11) 式 ， 先 由 (1.9.4) 式 ， 得 


pilk, x) =- f dyge 179 (k, y) 


a 
, o9 a . y ` " l 
= -emite f dyqe™” (e «f dy'e'*(v- v 6v) 
T DO 


H ikr i 
= ki q+ Ola) 


. 20> 


(1.9.8) 


(1.9.9) 


(1.9.10) 


(1.9.11) 


(1.9.12) 


(1.9.13) 


(1.9.14) 


另 一 方面 ， 由 (1.9.9) K. 得 
Vin) = -Że e*t K (T, 2o (3) (1.9.15) 


比较 (1.9.14) 和 (1.9.15) 式 ， 便 得 (1.9.11) R. 

当 散 射 数 据 给 定 后， 散射 函数 B(z 十 y;t) 也 就 定 了 ， RR Ki(z y), Kz(z, "T 的 
展开 系数 vale) Viale ) V1 (b a), (oz) 等 ， 将 (1.9.12) RIRA (1.9.10) 式 中 ， 并 比较 
einu eiku 的 系数 ， 便 得 出 vii), vialar) VT m), vi (km) 等 的 方程 组 ， 当 只 存在 分 
立 谱 时 ,方程 就 更 为 简单 , 下 面 将 vile) vile) AS A Visus. 又 令 (1.9.8) 和 (1.9.12) 
式 中 的 7(k,t) — 0, 将 得 到 的 B(z y, t), Ki(z, y), Kalz, y) 等 代入 (1.9.10) 式 ， 比较 env 
的 系数 就 得 


oo N 
Ct *2 — Cte has 十 c: f e ii 》， Cu Vue dz 
n'—l 
(1.9.16) 


工 
oo - N H 
Cn Uni 一 c f eiknz ` Crue Fut dz 
T n’=1 


即 . 
~ika t . 
Yig et d D Corne g £ Tue 
U . (1.9.17) 
up cd »E phi uet e msn 
作 变 换 N 
Viu cu, a dme t d (1.9.18) 
A 
jt4. bd = iC, e tEn — iC, (0)ei Qt 25.) » 
A2 = (Oteti 一 iCz (0)e 1G - 28s) (1.9.19) 
则 (1.9.16) 式 化 为 
N 
Vna i $5 pa 
n'=1 n n 
N y» (1.9.20) 
Vai 一 5 k M Vo 
n'—1 n 


关于 分 立 态 系数 Cu(0) 的 决定 ， 在 下 一 节 讨 论 . 
由 (1.8.32) 式 所 表示 的 两 分 量 的 孤立 波 被 推广 到 .n 分 量 即 % 阶 孤立 波及 论 ， 在 文献 
[13], [15] 中 已 经 获得 解决 


1.10 非 线 性 Schrödinger 方程 逆 散 射 解 的 初 值 问题 
在 道 散 射 解 非 线性 方程 时 ， 我 们 需要 知道 散射 数据 ret), Cn, 以 便 确 定 散 射 函 数 
B(z + y,t). 进一步 解 GLM 方程 . 但 是 如 何 得 到 这 些 散 射 数据 呢 ? 通 过 孤立 波 的 初 值 来 
确定 散射 数据 是 重要 途径 之 一 . 这 一 节 就 非 线 性 Sehródinger 方程 的 初 值 ， 来 求解 这 个 


问题 [16:17]. 
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VES PR CRUEL. u(z,t — 0) = A sech z, 代入 (1.8.32) 式 的 谱 方 程 
*- = 1.10. 
z(z) e" MIN (110.1) 


由 这 个 方程 消去 v2, 便 得 
918 a 5 10u . 
(~ “Brudr ” d TE iin (1.10.2) 


RA u= 4 sechz, 变换 变量 s — (1 — 根据 这 个 变换 ，z — 00, 一 00 分 别 对 应 于 
s 一 0,1, WE 


d 1 , d 
dz 一 一 5sech vds 
"n 1 i4 一 -led?z tanh 2-2. 一 lech's 2. 
"da u dz 2 ds 4 ds? (1.10.3) 
idw = — tanh z 
u dr 2 
sech^a = 4s(1 — s) = Sa 


FÆ (1.10.2) 式 化 为 


C2 ic — 2s) 


s(1— 95 24 - AM 4s(1 sj 


v; 一 0 (1.10.4) 


现 作 进一步 变换 = s^ (1—5)Pwi, 上 式 化 为 超 几 何方 程 ,其 解 用 超 儿 和 何 函数 下 (oa ,0 55) 
表示 为 


wl) (s) = s€/2(1 — s)-:€/2 F(— A, A, iC + 1/2; 5) 


p i (1.10.5) 
vP (s) = st/2-i€/2(1 — s)? F(1/2 it + A,1/2 if — A,3/2 i8) | 

将 其 中 5 换 为 6, 便 得 出 
of P (s) = s7i€/2(1 — s"? P(— A, A, —iC + 1/2; s) (1.10.6) 


v) (s) = sU2*€/20 — sU? F(1/2 + iC + A,1/2 4- iQ — A,3/2 + iQ; 5) 


在 (1.10.5) 和 (1.10.6) 式 的 基础 上 ， 作 满足 边界 条 件 (1.9.2) 式 的 函数 V(x, E) 及 其 共 
f dk pleg) 


AEH if2) v0 _ JQ* 
p(x, £) = ( ( qn 1 | ， MERS) = » Alé Lua 1, ^ (1.10.7) 


Rp, vU v(P* A gos (OL O itae pu oC ui 为 独立 的 ,在 v.) 的 基础 上 ， 作 
满足 边界 条 件 (1.9.2) 式 的 o (o, €): 


S(r, E) = a(£)9 + (E) (110.8) 
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RP, aE) 分 别 为 透射 、 反 射 参量 ， 并 满足 
laOF + lOP =1 (1.10.9) 


而 满足 (1.10.8) 和 (1.10.9) 式 及 边界 条 件 (1.9.2) 的 alé) b(£) 为 
a(£) — [P (—i¢ + 1/2)" 
[FC A 1/2) Ci — A173] 
"P i [T(E + 1/2)? H ;Sin(rA) 
[P(A)T (1 — A)] " cosh(v£) 
参照 (1.9.8) 式 ， iO/a(£) 即 我 们 定义 的 反射 系数 e (Ode 当 a(£) 40), R Cn = 


bln  A£) ,, Hén) - 
ato alé, + AE) A — a (5). 当 a(£5,) = 0). 前 者 为 连续 谱 ， 后 者 为 分 立 谱 ， 由 (1.10.10) 


式 ， 当 4 = 二 和 N(N AERX) alt) 的 N 个 零点 为 
& = XN ~ 172), i(N — 3/2),- --,i/2 


(1.10.10) 


又 由 于 a(£) 一 žE — o0), 故 极点 数 和 零点 数 是 一 样 的 , 且 极 点 即 零 点 (7 = 1,2,- N) 
WHM C7. XX FÉ, a(£) 可 写 为 


(6 - &) 
-I 人 (1.10.11) 


另 一 方面 , "4 A= N(N 为 正 整 数 ) 时 ， 由 (1.10.10) RÆ H b(£) = 0. 这 就 意味 着 4=N 
时 的 连续 谱 为 0, 只 存在 分 立 谱 . 当 《 = Elk = 1,2 2 N; En 为 a(é&) 的 零点 ) 代入 E) 
的 表示 式 ， 分 子 、 分 母 取 极限 ， 即 为 


bl&r) = (71) 8 


, — 1 Ek 一 Er — 1 (r — k) 
a (Ex) = &-all&-e i (GN aF Ld (2N -k—r-4 1) 
X 一 L3] Pts 2620) 
l a (6) 
-1 
k—r ; 2 
一 — e — — 一 i(26&7— £t) 
= (-1F-(2N 2k+1) n I | eO (1.10.12) 


代入 (1.9.20) R, 求解 Yiz Yni 代入 (1.9.12) 式 ， 并 应 用 关系 (1.9.11) $, BH u= 
-2Ki(zz). 应 用 这 个 方法 计算 了 N — 1» 5 的 孤立 波形 与 解析 表达 式 u(r, t). 图 1.10 
给 出 入 =1~5 的 孤立 波 波形 ， 图 中 的 参数 即 

N=1~3 的 解析 表达 式 如 下 : 


u(r,t) = etsech(z) 


u(x,t) = 4e ?S'[ch(4z) + 4ch(2z) + 3cos(4t)] ! (ch(3z) + 3e-"*'ch(z)] 
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u(r,t)- 2e '9*'[ch(9z) + 9ch(7z) + 64ch(3x) + 36ch(z) 
十 9ch(z) cos(8t) + 20ch(3z) cos(12t) + 36ch(5z) cos(4t)]-! 
x[3ch(8z) + 24e^"*'ch(6z) + 54e "*tch(Az) + 30e "!?'ch(Az) 
4-12e ^ ??'ch(2z) + 48ch(12z) + 60e i4t cos(4t) 十 15 cos(8t) 十 30e 一 58 
(1.10.13) 


110 人 =1~5 的 孤立 波 波形 
( 取 自 谭 微 思 文献 [17]) 


图 中 每 一 波形 横 坐 标 x 的 变化 范围 为 (一 4,4), 纵 坐 标 uill = 2,3,4,5). 参数 7 即时 
i] £0 <n < T/4. 由 图 看 出 ;孤立 波 的 传播 过 程 是 由 起 始 端 (7 = 0) 的 sech 波形 逐渐 分 
裂 为 一 个 类 峰 、 两 个 尖峰 …, 在 5%= 7/4 时 ， 为 入 一 1 个 尖峰 ， 然后 又 在 7 = 7/4 ~ r2, 
经 过 相反 顺序 ， 合 并 为 sech 波 ， 完 成 一 个 周期 然后 再 分 裂 ， 再 合并 . i 


1.11 周期 的 孤立 波 解 的 初期 问题 


上 节 求 得 的 非 线 性 Schrödinger 解 ， 其 边 值 在 |z| — oo 处 给 出 ， 如 用 来 描述 在 一 谐 

振 腔 内 孤立 波 的 产生 与 传播 ， 只 有 当 腔 长 开交 孤立 波 的 宽度 ， 且 孤立 波 远离 腔 面 的 情 

形 ， 上 节 结 果 才 适用 . 对 有 限 腔 长 L, 将 上 节 的 解 推 广 到 具有 空间 周期 D, 边 值 在 腔 面 给 
出 是 完全 必要 的 . 仍 从 标准 的 非 线 性 Schrödinger 方程 出 发 ， 有 

| iu = uss + ufu . (1.11.1) 


JE ume pz 代入 上 式 ， 得 
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. Paz- A) p 25) — 0 (1.11.2) 
用 20.3€ LXOE ELA, MA 


p-—-Ag.py-cco (1.11.3) 
由 些 得 p p 
s= [H =f Ludo (1.11.4) 
po VC 十 4202 — pt po (p? — a2)(b? — p) 
式 中 


2 2 
a? = 仿 — yC + (42/22, = A 十 VC + (42/2)? (1.11.5) 
作 变 换 p = bp, bz — E , a/b? — a?, i] (1.11.4) RA 


Ë dp 
= —_— 4€ 1.11.6 
c] PFA O6) 
在 得 出 上 式 时 取 定 (1.11.4) 式 的 po — b. 234 C 5 0,a 0 Bf, 4 p= sing, 积分 (1.11.6) 
式 8] 为 . 
? dó _ $ 
¿E= L, ing ln (tan £) (1.11.7) 
由 (1.11.7) R, 8 
tan($/2) = e£ 
€ 
5=sing = 于 — sech£ (1.11.8) 
Bp p = bsech(bz) 


(1.11.18) 式 即 通常 的 周期 为 x 的 孤立 波 解 ， 一 般 的 C O, 其 解 (1.11.6) 可 表示 为 
Jacobi 椭圆 函数 09. 取 a? = 1 — 1/K?, 并 将 (1.11.6) 式 写 为 


€ p 


= (1.11.9) 
CGAL 


Jii] p = cn(¢/k), p = ben(bx/k), 为 简单 起 见 , 将 ba in A z, Wil p — bcn(z/k). 35a 0, k —^ 1 
时 ， 有 


$ 


sng 一 tanhz , cnz —sechz , dng — sechg (1.11.10) 
ü- ue 2 f em ü* — ue? J c4 (11141) 
õ = mei caz， j2 = waei [ 6d Ut 
Ju] (1.10.1) 式 可 化 简 为 
iD gr dé; 0 0 (1.11.12) 
39r 2 =U, 8r? u v = i. 
于 是 有 
l atiban) - 0 (1.11.13) 
"ag ‘Hz VU2) = Bl. 


式 中 


MEE (12 
ET 1102 u(—u v1 E 5 i By (1.11.14 
= =u + lôu 2C 95 v 
E M u ðr Dr 
代入 (1.11.13) 式 ， 得 3123 a; 
—u 2.2993 2 i900 n 
uug “Y i2 Bz 0 (1.11.15) 
现 取 
u(z,0) = A cn(z/k) ， s = 3(1 — k sn(a/R)) (1.11.16) 
pU , 
1 d 
accum) (11147) 
414 1 (fjag(f) E , E, (ty sa (2) d E 
"dz u dz iu 47 (2) dn OPERE (2) ds 
将 (1.11.17) 式 代入 (11115) 式 ， 便 得 
2 1 d  . dn(z/k) d "PN 
E — 35 十 (3 — s) ds M alek) ds +A | Ui = 0 (1.11.18) 
;cn(z/k) 


由 (1.11.18) 式 明 显 看 出 ， 当 (1.10.1) RPE CRA 63 
便 具 有 非 膨 期 孤立 波 满足 的 超 几何 方程 同样 的 形式 : 


du(z ij (其 中 《 为 常数 )(1.11.18) 式 


区 一 224 E — i — JE 2 STIE =0 (1.11.19) 

与 超 儿 何方 程 

d? d 
fa- sia th- (e+e + 17s - aB) F(a, b, yis) 2 0 (1.11.20) 
比较 ， 得 

a——A, =A , y=1/2- i (1.11.21) 
i = F(-A, A, 1/2 + i£; s) (1.11.22) 
90) = sti F(A 1/2+iC, A+ 1/2 + i, 3/2 + ič; s) (1.11.23) 


将 5 取 为 5 二 ,这 表明 在 周期 孤立 波 情形 ,其 边 值 不 再 用 平面 波 (C = 常数 ) 来 描述 ， 
— — Ccn/dn, 波 矢 C 不 是 常数 ,而 是 空间 坐标 x dE RECO. SRX 


献 [20], 得 
(f) = ef (os en) 
= exp [icta (era) 一 (Lime y" (1.11.24) 


X a — 0, BD k — 1 8j, sn(z/k) — tanh(z/k). 上 式 过 渡 到 e7, Bn «MESE BLUE" 过 渡 到 “ 平 
E”, m s= jn — ksn(z/k)| — s = za — tanh z), J BP (1.10.3) 式 的 sech?z = 4s(1 — s). 
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上 面 我 们 求解 了 非 线 性 Schrödinger 方程 周期 解 的 初 值 问 题 ， 用 同样 的 方法 也 可 求 
解 KdV 方程 周期 解 的 初 值 问题 . 首先 是 非 周 期 解 ， 参 照 (1.8.32) 和 (1.8.37) RH KdV 方 


程 的 谱 方程 用 分 量 " » 
A — iqva = (vi, P — iw = (vs (1.11.25) 
à 
(Z 十 3 (z -i) U2 = QU - (1.11.26) 
$ va = de J CE, 则 上 式 可 写 为 
a? - 
(zs z+ 2i 2 -中 $9 —0 (1.11.27) 
^4 T8 9(x,0) & s 为 
q(z,0) = A?sech?z , s= =a — tanh z) (1.11.28) 
Jj 
9 0 led) 
327 sd (1.11.29) 
代入 02 满足 的 方程 ， 得 
1 Gi 1-2s-i d A?)o, —0 1.11.30 
is1—75)55 + (0-25 i5: - A2 = (1.11.30) 


解 出 52 为 
P = F(1/2 + 1/4 — A2,1/2 — Vi/4 — A2,1— its) 
2 = F(1/2 - VI — A3 + it, 1/2 V/A — A2,1 + it;s) 


现 讨 论 边 值 取 在 x 为 有 限 的 周期 的 孤立 波 解 . 参照 (1.11.18) 和 (1.11.28) 式 ， 取 定 初 
值 与 s 为 


(1.11.31) 


Ah (T) s= ju - ksn( (1.11.82) 


;0) = 
e" - -en 人 (人 S du(2) 和 
» p 2d (1.11.33) 
ag 7 žen de jdn "Ga 十 y; Pe) — k? 十 len(x) 5; 


代入 (1.11.32) 式 ， 


2 一 nic nir 
(s - 5) d ; t (0-25 2 十 人 CERIS — — AJh = 0 (1.11.34) 
? ( ? ( 
,cn(z/k)  .k*—1 sn(z/k) 
C= Cak) | 3 cn(z/k)dn(z/k) (1.11.35) 
=- B y 
E 一 355 (17 28 - iD) -4 d, —0 (1.11.36) 
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(1.11.36) R 5j (1.11.30) xt f], RAER (111.31) 式 . 但 s 是 通过 (1.11.32) 式 来 定义 的 ， 而 


且 是 由 下 式 : | 
(ee) - ofe Jae 7 farte 


1+ ksn(z/k) || In dn(z/k) ! 
l— ksn(r/k) 2  cn(z/k) 


(seg (5 t ime y 


= exp Ls in 


cn(z/k) 1— ksn(z/k) (1.11.37) 


ic/2 
ERM YER. ac oo ih, exo (if cas) o (198) MM 
1 — tanh z 


了 看 清楚 ， 当 下 一 1 时 ，cnz,snz sechz. 现 cnz,dnz,sechz 的 级 数 展开 如 下 : 
1 4k? 44k? + 16k* 
2, 1*3 4 1+44k +16k eg 


cnr =1— 3? di zr gi 
2 k? 2 k?(16 + 44k? + k* 
dng =1— Ég p KR) pa EG AMETE EU) SU (1.11.38) 
2! 4! 6! 
sech z = 1 — 12 3 fle. 


RJAR T JARI EEEE A TATA A at E o BUE E F 
了 lz| > oo,u — 0 x A f HU. 车 将 谐振 腔 的 腔 面 选择 为 cn(m/k) 的 驻 波 波 节 ， 即 
en(z/k) jz=zzs= 0, 则 由 (1.11.20) 和 (1.11.32) 式 ， 条 件 一 0 (或 9 一 0) 仍然 成 立 ， 故 
谱 不 变 及 演化 在 周期 孤立 波 解 情 形 也 成 立 . 图 1.11 X snz, enz, dng 随 z 的 变化 曲线 、 


图 1.11 椭圆 函数 snr,cnz,dnzr 曲线 (m = 1/2) 
(参照 文献 [18]) 


附录 A ”GLM 方程 的 证 明 


可 以 证 明 ， 由 下 式 定义 的 两 个 独立 解 ; 


V* (z, k) = e** 一 n sin KC — *) leyta, k)ds 
| (A1) 
V7 (z,k)-e7* -f sin KG (ow (s, k)ds 
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满足 Schrodinger 方程 


d? 
i% ou = Xh, =k (A2) 


Wonk) | f e (A3) 
V^ (z, k) e itt 
XB. ef 为 以 一 0 AFER, Vt (m k) 为 u 关 0 时 的 解 ， 也 称 之 为 Jost 解 . 一 个 很 明显 的 


问题 是 ， 能 否 将 w+ 与 etUT 用 某 种 积分 变换 关联 起 来 . 下 面 讨论 v^OW v- 的 讨论 类 似 ). 
设 


而 且 当 z 一 co 时 


V * (z, k) = e? 十 f K(x, s)e'*" ds (A4) 
或 oo 
PT (e, k) = t(x, k)e *** 二 1 十 f K(z, s)e'* 9) ds (A5) 
$s-r=2y, s>s, y>0, W 
v*(z,k) = if 2K(z,z + 2y)e ?"" dy 
0 
(A6) 
0 
D(z,y) = 2K(z,x + 2y) 
5—J i, H (A1) 式 得 
- oo 1-— ee 一 2k(z 一 3) 可 
v (rz k)-1- f = —u( sy (s, k)ds (AT) 
x 2ik 
将 (A6) RRA (AT) X, & 
oc oo ei2k(5- z) 
f B(x, y)e Je? dy = = ] -— 1 i(s)ds 
0 
eo gi2R(s-2) 1 oo . 
D i2kz 
|p NEC «yas | D(s, zYe'^* dz 


gi?* (5-2) —1 s—m i2ky 
注意 到 一 -一 一 = e“ “dy, 并 变换 积分 次 序 
0 


2ik 
J -f as f dye" u(s) = n cd u(s)ds (A9) 
zr 0 0 sty 
h = f az f 
0 z 
= f «| ay f dsu(s) D(s, z)e?*" 
0 z yTr—z 


o yj oc 
= f ea, | i f dsu(s)D(s, z) (A10) 
0 0 工 十 y 一 z 
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3 一 2 十 
8 J e? (s) D(s, z)dy 


& 


Hi Fourier 变换 的 唯一 性 ， 得 


py) = f “ou+ f a f u(s)D(s, z)ds 
zy 0 zdby-z 


Bp 
Deo = f u(s)ds 


u(x) = --Ż D(z,0) = -22 K(s,z) 


(A11) 


(A12) 


现在 的 问题 是 应 怎样 取 定 (A4) 和 (A5) 式 中 的 K(z,u), 才能 得 出 GLM 方程 ， 事 实 上 ， 按 公式 


N oo 
K(z,y)- — > Capa (zj)e "一 x J r(kjp? (x, ke" dk 


二 1 


(A13) 


取 定 K(x y) 时 ， 便 能 得 出 GLM 方程 由 Blaty, t) 的 定义 式 (1.8.22) 及 (A13),(A14) 式 ， 得 


| B(y + 2,0) K(z, z)dz 


zx 


Foe f K(z, zje dz + 去 / rpdkee f K (a, z)e "^ dz 


$5 02e F""[ol(z) 一 en] 十 F r(kje P" [wt (a, k) — e' ^ dk 


| 


—K(z,y) —- B(z 4,0), y>r 
(A14) 即 GLM 方程 ， 注 意 在 得 出 (A14) EPRA T. (A4) XX 


K(z,z)e "dz = p} (z) — e F7? 


T 


/ K(z, zje" dz = y+ (z, k) — e** 


及 (A13) X 


N ce 
5y Cie Knvapt(z) 十 E f r(k)e' 4 (x, k)dk z—K(z,y) 


n=1 


故 是 自 洽 的 - 
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(A14) 


第 二 章 ” 光 与 非 线性 介质 相互 作用 的 经 典 与 量子 理论 


光波 在 非 线性 介质 中 的 传播 、 通 过 非 线性 介质 的 波 波 相互 作用 及 非 线性 介质 极 化 率 
的 计算 ， 均 属 非 线性 光学 研究 的 重要 内 容 ~ 站, 本章， 首先 讨论 在 给 定 非 线 性 极 化 率 情 
况 下 的 波 波 耦 合 问 题 ， 着 重 讨论 三 波 耦 合 及 四 波 耦 合 ， 其 中 涉及 到 了 很 多 我 们 所 关心 的 
非 线 性 光学 现象 ， 理 论 基础 是 Maxwell 方程 ， 属 经 典 理论 ; 然后 讨论 非 线性 介质 的 极 化 
率 计 算 ， 理 论 基 础 是 Maxwell 方程 与 Schródinger 方程 ， 属 半 经 典 理 论 ; 接着 简要 讨论 粒 
子 表象 、 场 的 量子 化 规则 、 Bery 位 相 及 自 离 化 态 等 ， 为 以 后 作 理 论 准 备 . 


2.1 非 线性 相互 作用 的 经 典 理论 


2.1.1 电磁 波 在 非 线性 介质 中 的 传播 
电 币 波 传播 所 满足 的 Maxwell 方程 为 


V.D-4np 
.B-0 . 
~ 13B 
一 一- 一 2.1.1 
VxE c Bt ( ) 
yx ğ = 19P 4r y 
c Ót c 


式 中 ，p 为 自由 电荷 密度 ， 了 为 自由 电流 密度 ， 互 为 电场 强度 ， 万 为 磁场 强度 ， 电 为 
磁感应 强度 ， 万 为 电位 移 . Maxwell 方程 组 是 描述 电磁 波 在 介质 ， 包 括 非 线性 介质 中 
传播 和 相互 作用 的 基础 . 在 非 线性 光学 介质 中 通常 遇 到 的 情形 是 自由 电荷 密度 p, 自由 
电流 密度 了 均 为 0, 而 且 介 质 是 非 磁性 的 ， 毛 = H. 电位 移 妃 可 通过 电场 强度 E Seir 
矢量 互 表 示 出 来 ， 故 有 


xE =- (2.1.2) 
Vx Ë= 19D 
c Ot 

万 = E 4n P (2.1.3) 


非 线性 光学 介质 的 性 质 ， 主 要 从 (2.1.3) 式 中 的 极 化 矢量 互 体 现 出 来 . n RR S P, 
亦 即 略 去 感 生 极 化 对 电磁 波 传播 的 影响 ， 便 得 真空 中 的 传播 方程 


VxE- 18H 
c ðt (2.1.4) 
vxH 13E 
c ôt 
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E 0 1 E 
18[ 5], vxl ^ ao (2.1.5) 
coti H -1 0 H 


这 可 看 作 是 前 面 讨 论 过 的 二 分 量 线性 波 的 传播 方程 (1.2.8). 式 和 (1.2.9) 式 的 二 分 量 矢 量 
波 的 自然 推广 由 此 易于 得 出 芯 的 二 阶 波动 方程 


109 /EE -1 0 | E 
R(E- (F Aei) es 
如 果 考 虑 到 极 化 矢量 P 的 影响 ， 则 (2.15) 和 (2.1.6) 式 应 写 为 

18 [È 0 1 EY maf PY. 
TORODD 
18[E 1 9 E ræ / PY 


从 波动 方程 (2.1.8) XA. PARE EE 分 量 的 传播 (这 与 我 们 假定 介质 为 非 磁 性 的 有 


X), 仅 影响 瓦 分 量 的 传播 ， 故 只 需 考虑 瓦 分 量 的 含 非 线性 耦合 项 的 传播 方程 即 可 得 
1 02 - Ar 0? ~ 


VxVx Et smi- -ng (2.1.9) 
现 将 极 化 强度 巨 写成 线性 部 分 BWD (xc E) 与 非 线 性 部 分 BNL TR, 34 
E Ak PO — É (2.1.10) 


AP. 6E. 如 果 媒 质 为 各 向 同性 的 ， 则 “可 写 为 标量 62.1.10) 式 可 用 下 式 代替 ， 


E + 4k PO) = E (2.1.11) 

T E (2.1.9) 式 可 写 为 | 
VxVxEÉ4 SEE sma pnt | (2.1.12) 
式 子 右边 为 波动 方程 的 驱动 项 , 亦 即 介质 对 场 响 应 的 非 线 性 部 分 , 而 线性 部 分 已 包括 在 左 
LEMARA EPT, n?n n! tin”. 而 ma = 2n"w/c 分别 为 波 在 介质 中 传播 的 折射 


率 与 吸收 系数 . 最 来 说 —"——--—- E(P,t) 的 振动 频率 的 函数 . 故 (2.1.11),(2.1.12) 
式 中 的 e 应 理解 为 作用 于 振动 EF t) 的 算 子 eliz) E: 5 t) 可 表示 为 主 振动 UE 
慢 变 振幅 EFt) 之 积 ， 即 Ert) = Elir, tjet , 则 有 ca jt) = e(w) 巨 (吉明 由 于 


V x V x Ë= V(V-E) VĚ, 对 于 各 向 同性 介质 ， v.E-I V.D-0,t—ABX. 
一 项 V(V- E) 的 贡献 是 很 小 的 ， 可 以 略 去 .于 是 (2.112) 式 可 写 为 
nu 
VE- Ggf" app” (2.1.13) 


为 便于 表现 波 波 相互 作用 ， 将 波动 方程 (2.1.13) 按 波 数 k. MR wn 作 慢 变 振幅 展 
开 : 
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E = YE, "ec 
= YXLÁAQte mtn p ee (2.1.14) 
ERPI 上 的 一 搬 表 示 只 对 正 频 求 和 ; 没有 一 撤 表 示 对 正 、 负 频 求 和 .而 
NL IM P (F, te met (2.1.15) 
a ai co | (2.1.16) 


2 r” 


注意 因子 exp[-i(wst — kn P] 虽 代表 平面 波 , 但 An O 29 ( BR Re p. BF t) A 
t 的 慢 变 函数 ， 故 瓦 巨 展开 的 每 一 项 均 可 偏离 于 平面 波 . 将 (2.1.14) 和 (2.1.15) 式 代 入 


(2.1.19) 式 ， 并 注意 到 色散 关系 (2.1.16) 式 及 慢 变 近似 EAn 0, VAn 0, 2: P, ~ 0 
ð a E 4i 
af ce 0 等 ， 得 
(经 "n . vá.) e ie 一 um B B,(wn) 
ôt En ， (un) (2.117) 
Un = 
etwn) 
非 线 性 极 化 PIT 的 展开 可 写 为 
B, = BO + BO) 4... (2.1.18) 


BO, BP... 分 别 为 二 波 ， 三 波 ，… 展开 项 ， 其 分 量 (En BP, BO,- RET UT 
面 为 书写 方便 ， 不 写 出 与 7 的 依赖 关系 ) 为 

PO, = = wp + Wg) = D> xi (wp + wq wp, wg) E; (wp) E (wg) 

(3) Ík (3) (2.1.19) 

Pri (Wn = wp + wa 十 wr) = » Xizri (Wp + wa 十 wr )Ej(wp)Ek(wa) Bi(wr) 

jk 

注意 (2.1.17) 式 中 A; 也 可 以 是 其 共 思 e 项 AT, 相应 地 (e; ki) 用 (wi, - E) KRE Aj, Ak 
也 是 这 样 . (2.1.19) 式 中 的 极 化 率 张 量 G, Gu 是 瞧 象 引进 的 ， 如 何在 量子 力学 微 扰 
论 的 基础 上 计算 这 些 张 量 ， 下 一 章 要 讨论 . 


2.1.2 极 化 率 张 量 的 对 称 性 


这 节 我 们 主要 讨论 二 阶 极 化 张 量 ， 向 三 阶 或 更 高 阶 极 化 张 量 推广 是 容易 的 ， 二 阶 极 
化 张 量 与 场 的 各 分 量 间 的 关系 为 


PP (wp + wa 2 XGA op + Wq Wp, ua) Ej (up) E (oq) (2.1.20) 


二 阶 极 化 张 量 是 描述 三 波 相互 作用 的 , 包括 和 频 , 倍 频 , 差 频 及 参量 放大 等 过 程 . 当 三 个 
波 的 频率 wi ,wz , ws 给 定 后 , 通过 wi, wz ,wa 的 重 排 , 有 XH (w, wa ws), XOLG, ws, w2), 
X5i(waui,ws) … 等 六 个 分 量 ， 又 通过 Lj 的 重 排列 ， 有 33 = 27 个 分 量 ， 还 有 
Xu, -oa w) 等 ， 又 增加 一 倍 ， 故 共有 6 x 33 x 2 = 324 个 分 量 ， 但 并 非 所 


有 的 这 些 分 量 都 是 独立 的 .考虑 到 极 化 强度 P; 及 场 强 E; 均 为 实 函 数 ， 要 求 
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Pi(—wp — wg) = Pr (wp + ux) 


(2.1.21) 
Ej(—wp) = Ei(wp) , Er(~wa) = Ez (wa) 
由 (2.1.20) 和 (2.1.21) 式 易于 看 出 
xb up + wg Wp wg) = xE “(~—wp — Ug, —Wp, —U) (2.1.22) 


再 注意 到 将 (2.1.20) 式 中 的 XC op + ws wp wa) Ej (wp) Ek(w4) 可 写成 XH (wp Hwg wp wg) 
Ex(w4) Ej(wp) 形式 ， 对 PO (wp tw) 的 贡献 应 是 一 样 的 ， 应 有 


xD op t Wa, Up: wg) = X (wo 十 Wp, Ua, wp) (2.1.23) 


而 且 对 无 损 介 质 来 说 ， 极 化 率 张 量 x(3) 应 是 实数 ， 各 种 频率 重 排 后 ， 相 应 的 指标 (i j,k) 
也 随 之 重 排 ， 极 化 张 量 的 值 不 变 ， 即 


Xu (us = wi + wa) = xi (w = wa — ws) 


XGL (ws = wi + wa) = xui = -oa + us) (2.1.24) 


xG, ws = =w, + w) = = XD (wz = = W3 一 w1) 
更 进一步 有 


XGL (ws = wi +w) = xin (ws =w +w) = XE (us = uc ws) (2.1.25) 
= = XO (ws = =w 十 w2) = 一 x (ios 一 w1 T w) = xA ws 一 w1 十 42) 


(2.1.25) 式 一 般 称 为 Kleiman 猜想 ， 只 有 当 wi,w2,ws 远 小 于 非 线性 介质 的 共振 频率 时 才 
成 立 . 这 时 极 化 率 张 量 基 本 与 频率 无 关 . 
如 Kleiman 猜想 成 立 ， 即 在 二 阶 极 化 率 与 频率 w 无 关 的 情形 下 ， 实 用 中 还 常用 张 量 
缩写 记号 1 
di = dijk = 3 Xi (2.1.26) 
L8 jk 间 的 对 应 关系 为 


jk: 11 22 33 23,32 31,13 12,21 
l: 1 2 3 4 5 6 


da 有 18. 个 分 量 , 但 并 非 全 是 独立 的 .通过 重 排 还 有 关系 


di2 = di22 = d212 = dag (2.1.27) 
di4 = diz = d213 = d25 


同样 可 证 
die = dza , d3 =dı5 , ds2= d24 
ds4 = d23 , da3s=d13 , d3e = di4 
故 在 18 个 分 量 中 只 有 10 个 是 独立 的 . 
倍 频 与 和 频 的 极 化 率 张 量 可 表示 为 


(2.1.28) 
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E, (w)? 


P, (25) d d Ey) 
z\ W 11 16 E, (uw)? 
P Rw) | =2| dà ©- da | X 2E, (u) E. (o) (2.1.29) 
P, (2w) dai dag 2E, (oE, (i) 
2E, (o) Ew) 
Ez (wi )Ezlwa) 
P, (us) di c die Ey(w1) Ey(w2) 
P(w) | =4 x Eslw) Esa) (2.1.30) 
P. (us) dài > doe Ey (o1) E, (w2) + E; (w1) E (w2) 
UH dài …， dag E, (o4) E, (v2) + Ex (w1)E; (wa) 


Ez(wi) Ey(02) + Ey (1) Ez (w2) 


比较 (2.1.29) 式 与 (2.1.30) 式 便 看 出 和 和 频 比 倍 频 多 了 因子 2, 这 是 由 于 交换 wpywg 引起 
的 . 
非 线性 极 化 张 量 所 反映 的 非 线性 介质 的 空间 对 称 性 , 实际 上 已 包含 在 XU 对 空间 分 
量 纪 上 的 依赖 中 了 . 例如 我 们 考虑 一 晶体 ， 它 关于 zy 方向 为 对 称 的 ， 亦 即 沿 z 方向 
转 90°, 晶体 将 自身 重合 ， 对 于 这 样 的 晶体 ， 光 场 沿 z 方向 偏振 或 y 方向 偏振 的 响应 用 
极 化 分 量 Xx 包 .与 x 名 来 表示 是 一 样 的 . 总 之 ， 晶 体 的 各 种 空间 对 称 性 均 反映 到 极 化 张 
LEN 中 来 . 特别 是 空间 反 演 对 称 ， 即 具有 反 演 中 心 的 中 心 对 称 晶 体 ， 可 证 二 阶 张 量 为 
(x = 0). 以 二 次 谐 波 的 产生 为 例 ， 当 作用 于 晶体 的 场 强 Elt) = ecoswt, 产生 的 非 线 性 
极 化 为 
P(t) = x? E?(1) (2.1.31) 
现在 改变 E(t) 的 符号 , 使 之 为 —E(t). 按 反 演 中 心 特征 , 感 生 的 极 化 P(t) 也 改变 为 P(t), 
于 是 有 
—P(t) = x? [- E(t)P? (2.1.32) 
比较 (2.1.31) 式 与 (2.1.32) 式 ， 必 然 有 P(t) = 0, 亦 即 x(2 = 0. 
对 于 非 对 称 晶 体 ， Miller 还 给 出 经 验 公 式 4l 


(2) . oq 
XV (wu + wz, w, wa) ma wa 
X Ww tww) mo a 2.1.33 
xlo + axlo) N ^ "74 (2.1.83) 
AP., wo, d AAA RRRA 5S GRE, T 
Ne? 1 Ne? 1 
XT mn wl—w!-2iwy m we (2-1.34) 
将 (2.1.34) 式 代 入 (2.1.33) È, 36 N = 1/49, 得 
Ne? a Ne 11 e? 
(Do .1. 
X m? wb m? wa d m2wéd4 (2.1.35) 


用 典型 参量 wo = 1x 1019 rad/s,d = 3À, e = 4.8 x 1071? esum = 9.1 x 1077 g RA, RE 
得 [x 2| = 3 x 1078 esu, 与 实际 测定 数值 的 量 级 相近 . 用 同样 方法 可 估算 出 三 阶 极 化 率 为 
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Nbe* et -15 
87 mõwsdë x3 x10 esu (2.1.36) 


(3) ~ 
X S mu 


2.20 光学 中 的 波 波 相 互 作用 


对 于 三 波 相 互 作用 , 如 果 满 足 共振 条 件 及 相位 匹配 条 件 , 则 应 用 (2.1.17) 式 和 (2.1.19) 
式 ， 易 于 导出 三 波 相 互 作用 方程 (1.7.2). XE, $ n—0,1,2, 则 得 


ð ko 
一 -0 一 x? 
(5 + vo kc v) Ao PL ; (wo, 01,02) A1A3K 
k 
k 


8 kı ÅTWI (2) * 
E Tui ; v) Åi ew)™ (wi, wo, —w2)A0 A3 (2.2.1) 
0 p» u . AT» (2) * 
G tagy) 42 ewa)™ (wa, wo, —w1) Ao AY 


当 wi 关 ua 时， 大 =1; 当 ws=wa 时 ，K=1/2, 理 由 在 推导 (2.1.29) 式 和 (2.1.30) 式 时 
已 提 到 过 了 . 
E | 
ae- ank , 即 三 波 沿 同一 方向 传播 Wu Pv-B.ve B. ve 2, 
0 1 kı k Or 
Anwo x? Arw xe ) Anw 


又 令 Po = Co ĝ = (wi, wo, —w2), B3 = X (wz, wo, —w1), 
e(uo) * ean) elwa)™ 
MEIER iotr ia 71 dor $n, da, PA (222) RETRE (17.2) 式 
如 Ao ~ Az RU ROB ECC RIMI t, BL .并 ii-0w2, 当 相位 不 完全 匹配 ， 并 


dz 
引进 参数 Bobb MEZRA DET Bl (2. H 1) X5 
dAo  . —iAka &  4"U9 (s 
dr — ifo A1 Aze 3 Bo = (wojvo”™ (wow, w2)K 
dA; EE * txka a — rw (2) 
dz ipi Ag AS" e ， = dui) * (w1, wo, —w2) (2.2.2) 
dA —iAkz 5 47w 
u^ ifla Ao Aie Ak ; Do = du x? (Ww2, wo, 一 w1) 


A, Ak = ko — ky — ka. 因子 e 5A, eiAbz 是 考虑 到 相位 不 完全 匹配 而 引进 的 ， 形 如 
(2.2.2) 式 的 三 波 耦 合 方程 , 包括 了 非 线性 光学 和 频 (wo = wi tw) . fit ME (wo = v1 on) 、 
差 频 (wo = wi — v3). 作 变 换 


,po—iAkz 
n >C,  i=0,1,2 (2.2.3) 
DI Ak 
并 令 C = xA Bofigo , As = (2.2.4) 


则 (2.2.2) 式 可 化 为 
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(i 十 ias) Co = iC1C» 


di 
d. PEN 
(有 十 iAs) C1 一 iCQ C3 (2.2.5) 
d LiNs) Cy = iC? 
dc iAs 2 = CoC 
4 Cj = |Cile 7,0 = 0o — 61 — 65, I) (2.2.5) 式 的 实 部 与 虚 部 为 
d|C 
"a = |CillC2| sin 
diC 
22 = — |Co||C?| sin 8 . 
"T | (2.2.6) 
dc 一 —|Co||C:| sin 8 
dð lCillCa| — ICollCal E) 
— = As + 一 DO 0 
d [23 Ici Ic / 
积分 (22.6) 式 ， 得 
ICo? + |i? = mo 十 ma = mi 
1Coj + |Co? = no + n2 = ma 
(2.2.7) 
|Ca|? 一 [C2]? = n; — n2 = M3 
1 
ICol[C1|IC3] cos 8 — alCof As =m 
将 (2.2.7) RRA (2.2.6) 式 的 第 一 式 ， 得 
d 1 
= 2 /rolm: — no)(ma — no) — (mo + snoAs)? (2.2.8) 


(2.2.8) 式 的 积分 ， 即 Weierstrass B. n] 38 xE PE ER 2 XO EU. x Na, Np, Ne 为 方程 
no(m1 — no)(m1 — no) — (mo + snoAs)? = 一 0 
的 三 个 根 ， 且 Tia 之 Tib 2 Ne > 0, 则 no(€) DE 


no(C) = Ne + (ne 一 nc) {sn [(n« 一 nc) "(C 一 Co)m] } 
rn» — m7, 1/2 . 2.2.9 
m 一 (==) E no(Co) = Ne ! 


Na — ne 


1. ZAER 

将 (2.2.9) 式 应 用 到 二 次 谐 波 情形 fé 如 图 2.1(a) 所 示 ， 频 率 为 wi 的 基 波 进入 非 线 性 
唱 体 ， 经 过 波 波 相 互 作 用 ， 就 会 产生 频率 二 倍 于 基 波 的 二 次 谐 波 . 应 用 上 面 公式 处 理 这 
问题 ， 便 是 [C.| = |Co| = ui 为 基 波 振幅 ， |Co| = uo 为 二 次 谐 波 振 幅 . (2.2.6) 式 化 为 
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Ws 


wl 20 


(a) (b) 


2.3 二 次 谐 波 的 产生 


duz a a2 a 
de^ uj sin 
du; . 
dc^ 一 —u tg sin 0 (2.2.10) 
de 一 As + (E - zua) oor 
dc w 51) 
设 初始 时 二 次 谐 波 |Co| = us = 0, 由 (22.7) 式 ， 故 有 
(C +O P = utum  ， m=0 (2.2.11) 
代入 (2.2.8) X, &8 l 
d 1 , 
"o = 24/no(m, — no)? — (5noAs)* (2.2.12) 
经 规 一 化 
no/mi no , As/m!/? — As ml/2¢ 2c (2.2.13) 


(2.2.12) 式 可 写 为 


T- = 2V no(1 — no)? 一 d noA)? (2.2.14) 


图 2.1(b) 给 出 uo = ni^ B C 的 变化 曲线 ， 只 有 在 相位 完全 匹配 (As = 0) 的 情况 下 ， u 
随 《 单调 增长 ， 并 达 于 饱和; 当 位 相 不 匹配 ， As 关 Ou: 随 C 周期 变化 ， 其 最 大 幅度 随 
As 的 增 大 而 递减 . 

在 完全 相位 匹配 的 情形 (As = 0),no 的 Jacobi 椭圆 函数 解 将 退化 到 可 用 初等 函数 来 
表示 . 因 wz = ni, 方程 (2.2.14) 可 写 为 


E —1-— už 
ug = tanh(C + Co) (2.2.15) 


no = tanh? (C + (o) 
注意 到 上 述 结果 是 在 采用 规 一 化 (2.2.13) 式 后 得 到 的 ， 在 未 规 一 化 前 
^i 和 
人 ov) — imum), 


NC 


_ i(2,b\_ 
7 2d \ 20, [57] ^ 2du; (2.2.16) 


m; = u? + už = 


Am, MENPE 阶 非 线性 系数 ， 五 = TAL h= TAC AR 分 别 为 基 波 与 谐 波 的 光 
强 . (2211) 式 表 明 总 光 强 工 是 一 常量 规 一 “入 后 的 uius WR 
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u +u =l ; Wl = /1— w= sech C (2.2.17) 
C= zV/fofi m"? = 2/l 


i= —————————— 


1 1 
47w2 ed d I 
V noc nic 2duw> 


- (nnc)? E (nin2)!/2e 2218 
V2xl8xw,d  8mund|Ai(0)| (2.2.18) 


9H — fts M 


é-—x/8 


2.2 w,ug Bü C 的 变化 曲线 图 2.3 参量 波 相互 作用 示意 图 


又 设 基 波 光斑 半径 为 wo, 焦 深 为 5 ,入射 激 光 功 率 为 号 ,并 将 非 线 性 介质 厚度 工 取 为 5， 
即 


-meg a E 
h= 2r ^i E Tw 
rwan 
A 
由 此 消去 wo, 得 
An P172 
A1 一 (57) (2.2.19) 


将 (2.219) 式 代入 (2.2.18) $, 4 C — 工 / 为 


- (eren) v 


2.2.20 
nin3cÀ] 人 ) 


典型 的 参量 取 值 为 & = 1x 1079 x 8esu,L = 1 cm,P = 1W = 1 x 107 erg/s,À = 0.5 x 
1074 cm,n = 2, 则 按 (2.2.20) 式 算 得 《 = 0.14, 由 基 波 至 谐 波 的 转换 效率 为 


= 0.02 (2.2.21) 
n 的 计算 应 用 了 (2.2.15) 式 和 (2.2.17) 式 . 
2. 参量 过 程 


以 弱 的 信号 光 wi, 强 的 泵 浦 光 wo 送 入 非 线性 介质 , 通过 波 波 相 互 作用 的 差 频 效应 ， 
我 们 可 以 获得 参量 波 wz = wo 一 wi( 见 图 2.3). 考 起 到 泵 浦 光 很 强 ， 可 以 略 去 相互 作用 而 


导致 的 泵 浦 光 的 减弱 故 (2.2.2) 式 中 的 ho 可 看 成 是 常数 ， 而 4A: 的 耦合 方程 可 写成 


dA, Brwd ; . ; 
— Ao A;e'^** — iky A2e iA te 


dz 也 1C 
dA» — Brwd , Alei = ing At cia (2.2.22) 
dax nac 


Ak = ko — kı — ko 


解 是 
A = A, ei^*/2 ; Áz = As, ei^*s 
代入 (2.2.22) 式 ， 并 消去 (或 Å), 可 得 
2 4. k? _ ~ 
= + Ak A; = Aha4 , i=1,2 
Bp 


- AR 

A(z) = A1(0) (cosh gz 一 E sinh gz ) + = 430) sinh gz 

- iAk | K2 ums | (2.2.23) 
A»(z) = A2(0) | cosh gz 一 Jy sinh gz | + g 40) sinh gz ni 


g = vrina — (Ak/2)? 


RP, 9 为 增益 系数 ， 位 相 完全 匹配 时 AR = 0, g 最 大 . 位相 不 匹配 时 ，9 B Ak 的 增 
大 而 下 降 . 


2.2.2 MSE 


在 光学 非 线性 波 相互 作用 中 ， 除 了 上 述 三 波 耦 合 外 ， 四 波 艳 合 也 是 很 重要 的 ， 因 
为 它 包 括 了 三 波 和 频 、 三 次 谐 波 、 四 波 混 频 、 简 并 四 波 混 频 、 光 东 自 聚 将 应 、 相 位 自 调 
制 等 等 . 前 两 者 为 三 波 和 频 wo = 十 wz 十 wa 如 二 向 十 始 十 癌 ;后 四 者 为 三 波 差 频 
wo = wi — wz + wsko = ki — ka + kg. 参照 三 波 耦 合 方程 (2.2.5)~(2.2.9) sk, WENER 
合 方程 

d 

FE T ias) Co = i1C1C2C3 
d . . 
EF. eias) C; = iC9C2C; 


di 
(2.2.24) 


d 
(& n ias) C; = +iCoC} C? 


d ; ; *(Cn 
($ is) C3 = iCgC1C; 
AP, As = ko — ki ka — kg 分别 对 应 于 三 波 和 频 wo = wi 十 ws 十 ws 与 三 波 差 频 
wo =w — wz tws 又 设 C; = |Ci]e 795, Ki i — 0,1,2,3, 06 = 09 — 61 — 0; — 0s, EG 


- 40 - 


dico] = |C1C2C3l sin 9- 


dc 
2 = —|CoC2C3| sin 8 
d|C 
K E = T|CoC1C3|sin 0 (2.2.25) 
T 一 —|CoCi1C2| sin 8 
dg IGiCaCs| |CoCsCs| _ |CoC1Cs| SAI) 
dc 2 4 (EGLI 一 一 一 一 一 一 一 一 } cos 
dc ICo| ICi| [071 [C3] 
积分 (2.2.25) R, 8 
t |C? + |C 2 mi, Co? — |03|? = ma 
Co? +03? =m , lC? £ |02? = m (2.2.26) 


-|CoC1C2C3| cos 8 — ICo?As = nme 


代入 (2.2.25) 式 的 第 一 式 ， 得 
dno 


dc — 
这 可 通过 线性 分 式 变换 公式 化 为 Weiertrass 椭圆 积分 ， 用 Jacobi 函数 表示 DI. 
1. 简 并 四 波 混 频 


+nolmi — ng)(ma — no)(ms — no) 一 (mo 十 moAs)? (2.2.27) 


对 于 一 些 特殊 情况 ， (2.2.24) 式 的 积分 也 可 用 
初等 函数 来 表示 . 例如 C2 = Co, = Ci, As = 
0,0 = 8o — 0 + b2 — 05-2(09 — 81). 图 2.4 所 示 的 
简 并 四 波 混 频 就 是 这 种 情形 . Oo.0, LES 
ko = kiwo = ui = wa = ws. BOT RODA [Col,]C1| 
fdeEERA8 4 |C2|,|Csl, 故 在 考虑 Co, Ci 
d UU dH EENT, TRE RRA H, 
主要 考虑 Co,C1 自身 的 四 波 相互 作用 就 可 以 了 . 这 就 相当 于 在 (2.2.25) 式 中 取 C2 = 
Co,Cg = Ci. 又 由 于 As = 0, 故 有 


图 2.4 简 并 四 波 混 频 示意 图 


dé  f(|CiCoCi| |CoGoC?|  |CoCiC}] 1cocacol ) ; ; 

dé T 十 一 一 一 一 一 0 = 2{(C1 — IC 0 

d ( ICo| ICi| Tem lez cos (IC — [Cof^) cos 
(2.2.28) 


如 9 Bi C 的 增加 而 变化 ,就 会 影响 到 位 相 匹配 ， 故 完全 相位 匹配 应 有 qz 由 (2.2.28) 
式 得 出 |? = Co, 即 两 个 光 泵 强度 相等 是 完全 相位 匹配 的 必要 条 件 ， 当 满足 此 条 件 


时 ， amo 如 果 9 的 初 值 也 是 0, 则 有 9 = 0 由 (2.2.25) 式 得 A. S eo 故 
系 浦 波 的 振幅 是 不 变 的 ， 将 这 一 结果 应 用 到 (2.2.24) 式 ， 便 得 Cs, Cs 信号 波 方程 
T = -Cici TE =o; (2.2.29) 


. 41 . 


令 no = |Co[*,C5,Cs 的 通 解 可 写 为 
C3 = B sinnoG + C cos noQ 
i d . (2.2.30) 


C; = -元 灭 “= = —iBcos( + iC sin not 


式 中 ， B,C 的 取 值 由 边界 条 件 确定 . 
2. KHAR 


将 (2.2.25) 式 应 用 于 分 析 波 的 自豪 现象 ， 相 当 于 方程 中 Ci = C3 = Co, Cz = C$. 这 
FE E13 1 — xp 8 78 3E 98 B5 77 E 


dC 
dE = i|Co|* Co 
dc (2.2.31) 
ác = —i|Col? C5 
在 (2.2.31) 式 中 再 加 进 被 略 去 的 横向 项 -i/aV1i Co, 便 得 到 非 线性 Schrödinger 方程 
(v: 十 ioc 十 alca) Co=0 ` (2.2.32) 
AP, [04 为 一 常数 . 
3， 三 次 谐 波 


在 (2.2.25) AP, $ wi = wa = w3 wo = 3w1,Co = 加 ,Ci = C2 = C3 = du, 于 是 得 


($ tias) o cit 


(2.2.33) 
(4 + iàs) $1 = i$odi? 


no(= 4$) 满足 (2.2.27) A BP 

dno 

dc 
这 表明 ， 其 通 解 可 通过 Jacobi 椭圆 函数 准确 求 得 . 只 在 s 很 强 ， MA 
HRR d. 的 吃 空 可 略 去 不 计 ， 且 可 将 4 看 成 常数 的 情况 下 ， 才 有 简单 的 解析 解 . 
虑 到 的 初 值 为 0, 积分 (2.2.33) 式 的 第 一 个 方程 ， 得 
e i6 _ 1 
C dAs — 
如 和 人 所 料 的 是 ， 当 相位 完全 匹配 , 即 As — 0, 由 (2.2.35) 式 给 出 的 三 次 谐 波 的 振幅 Jool 达 
到 极 大 , 并 正比 于 作用 距离 6, 但 这 种 情况 仅 发 生 在 平面 波 . 如 果 是 高 斯 光束 ， pod 的 极 大 
值 就 不 一 定 是 位 相 完 全 匹配 和 他. 此 时 ， (2.2.33) 式 应 加 上 被 略 去 的 2 < v1 - (5. 
即 


一 2 no(m; — no)? — (mo 十 noAs)? | (2.2.34) 


(2.2.35) 


5 而 加) 
Ivi + 2ia (4 + ias) po = —2aéi (2.2.36) 


42 . 


X HI BILE: 85 (p= VE m, C ), 将 gilo C), polo C) 表示 为 试 解 函数 


exp[- p^ /wo(1 + i2¢/b)] 


bolo) = ES exp[- 39? /ua  i2c/0) ~iAsd] 
A, b= awa 一 m ARRE. 将 (2.237) 式 代 入 (2.236) 式 ， 便 得 
dAo(¢) |, 4ie 
1 | 243 [4 gi^sc 1 0243 0, As<0 2.2.39 
o) = iti f., araea cn yan S etae, As »0 (2:239) 
上 式 表明 As 的 最 佳 值 应 为 
EU 

As = 2/b (2.2.40) 


这 是 多 次 谐 波 中 一 个 带 有 普遍 性 的 现象 ( 见 图 2.5), 即 对 


-1.0 0 1.0 聚焦 光束 来 说 ， 位 相 完 全 匹配 Ak — 0, 耦合 效率 反而 为 
bAs 0. 只 有 当 Ak 取 为 适当 正 值 才 会 使 耦合 效率 提高 . 因为 


图 2.5 Ao Bi A, 的 变化 曲线 
(参照 Boyd{1]) 


ei^kz 


ERRATE KERRIER, 也 存在 相似 于 (2.2.39) R 
的 积分 


0， Ak «0 
dz —4 b 2m [bAkW ? Aak 
9 2m (Pak —bAk/2 
um Cz) e , Ak»0 


从 物理 上 来 理解 这 一 现象 , 还 得 追 淹 到 线性 光学 光 
束 会 到 处 的 位 相 变 化 特性 09), 即 除 轴 向 光线 外 ， 其 
它 光 线 在 通过 焦点 时 ， EEr 角 相 移 . 对 于 非 线 
性 光学 来 说 ，g 次 谐 波 的 极 化 率 P = xA, 当 入 


P 就 要 发 生 gr 的 位 相 变 化 ， 而 9 次 谐 波 A. 只 是 
发 生 7 的 变化 ， 这 样 非 线 性 极 化 率 P 就 不 能 有 效 
地 将 基 波 能 量 耦 合 到 9 KREE, RIE Ak > 0. 图 
2.6 中 (a) 为 Ak > 0; 在 焦点 处 ， 三 个 基 波 有 些 仿 
折 如 图 2.6 中 (b), 恰好 满足 Ak = 0; 但 像 图 2.6 中 
(c) Ak < 0 这 种 情况 ， 是 无 论 如 何 也 不 能 实现 相位 
匹配 的 . 

上 面 讨论 了 三 波 、 四 波 耦 合 方程 及 其 应 用 ,最 后 
说 明 由 (2.2.7) 和 (2.2.26) 式 所 反映 的 Manley-Rowe 
关系 的 物理 意义 0. 注意 到 B; cwi 车 定义 


(c) 


图 26 多 次 谐 波 的 相位 匹配 示意 图 


.  \ 1/2 
Aij (È | (2.2.41) 
则 有 
I; 
p] = .2. 
ep - 3 (2.2.42) 
关系 (223) 式 可 写 为 - 
hh o. LE L- B. (2.2.43) 
wo Ww wo t2 wo w3 


这 即 通常 所 说 的 Manley-Rowe XR.  L/w; 恰好 给 出 了 对 应 于 该 光 强 的 光量 子 数 ni (0 
一 个 常数 因子 让 外 ).1J0/wo,1/wi,12/w2 分 别 对 应 于 泵 浦 光 、 信 号 光 及 参量 光 的 光量 子 数 . 
(2.2.43) 式 是 给 出 光量 子 数 间 的 守恒 关系 ， 第 一 式 表明 产生 一 个 ho 光子 也 必然 消耗 一 
个 hw 光子 ; 第 二 式 也 表明 Rus 与 hug 的 产生 与 消耗 是 同时 的 ; 第 三 式 则 表明 hos fius 
是 同时 产生 的 . 


23 光 与 非 线性 介质 相互 作用 的 量子 理论 


前 一 节 研 究 表明 辐射 场 与 非 线性 介质 的 相互 作用 主要 通过 Maxwell 方程 中 所 包含 的 
非 线性 极 化 体现 出 来 . 当 极 化 书 用 电场 亡 展开 时 ， 其 展开 系数 ， 即 极 化 率 ， 表 现 了 光 
与 介质 相互 作用 的 多 样 性 与 复杂 性 . 显然 这 辐射 场 与 原子 的 相互 作用 是 建立 在 量子 理论 
的 基础 上 的 . 

dESESEES RU ERI. ECT uan vr. t) 所 满足 的 Schrödinger 方程 为 H 


ih = (Ho + Hy (2.3.1) 


式 中 ， Ho 为 原子 的 哈密 顿 量 ， 互 "为 原子 与 辐射 场 相 互 作用 的 哈密 顿 量 


, e)» > e l 

H' = -C9g y zaf (2.3.2) 
Lh n o SS — SUN E, TEA UL. 但 在 光 与 原子 的 弹性 散射 中 ， 第 二 项 是 有 
作用 的 (在 下 面 的 讨论 也 只 计 及 第 一 项 ， 略 去 第 二 项 ). 式 中 -e 为 电子 的 电荷 ， 为 原 
子 的 动量 算 符 ，4 为 场 的 矢 势 . 在 光波 段 范围 内 ， 波 长 远大 于 原子 波 函 数 不 为 0 的 线 
度 ， 故 在 原子 波 函数 线 度 内 ， 4 可 看 成 常数 ， 可 以 从 含 原 子 波 函 数 的 积分 中 提出 来 例 
wW, EWE n 态 至 么 态 的 跃迁 矩阵 元 时 ， 有 


«n|H'im» ~ Ä. < n|P|m > 


E. 
一 - (7e) Z iwnm « n|r|m > | 
e ~È. < nilm > (2.3.3) 


XB. = -er AATRE, 一 廊 : 司 为 偶 极 相互 作用 能 ，wywnm 分 别 为 辐射 频率 
与 原子 跃迁 频率 . 在 近 共振 的 情况 下 ，w 之 wnm 于 是 由 (2.3.3) X. H'--g Ë, KRZ 
为 偶 极 近似 . (2.3.1) ~ (2.3.3) AA AHE EMH H Schrödinger 方程 ， 与 (2.1.1) ~ (2.1.3) 


44， 


式 经 典 场 的 Maxwell 方程 合 在 一 起 为 光 与 非 线 性 介质 相互 作用 半 经 典 理论 基础 . 


24 弱 场 微 扰 法 解 Schrödinger 方程 


Schrödinger 方程 (2.3.1) 式 ， 一 般 很 难 准 确 求解 ， 经 常 采 用 微 扰 方 法 求解 . 首先 ， 当 
H' =0 Wf, Schrödinger 方程 为 


a9. 
ihi = Hoy (2.4.1) 
设 (2.4.1) 式 的 解 为 可 表示 为 一 系列 正 交 规 一 的 定 态 解 
Vs —e PS IG). n=l, (2.4.2) 
将 其 代入 (2.4.1) XX, 18 
Houn = Enun (2.4.3) 
AP H' #0 时 ， J 79 (2.3.1) 式 的 解 o. HESE 加 展开 ， 得 
YF, t) = 》 a, (t)e ^P u, (g) (2.4.4) 
将 (2.4.4) 式 代 入 (2.311) 式 ， 便 得 
d 1 t iw 
E =z 2 < k|H'|n > a, e*t (2.4.5) 
ak 
T = x «k|H|n > C, , C, = ane ^9 ^ , H— Ho H' (2.4.6) 


这 组 方程 准确 地 等 价 于 Schrödinger 方程 (2.3.1), 求解 YT, t) 变 为 求解 a (0) 或 C. (t). 为 
此 ， 可 将 ok 的 按 aC (o? oc (H7)*) 展开 为 


"ES a® + aQ) +--+ at? Fee (2.4.7) 
在 弱 场 作用 下 ，H' 很 小 ， 这 个 展开 是 收敛 的 ， 故 可 将 (2.4.7) 式 代 入 (2.4.5) R, FER 
等 式 两 端 五 "的 同 次 寡 ， 便 得 


da? -o 
dt — 


(2.4.8) 
daf? 
dt 


= TARDD < k|H'[n > aD ernt, s=1,2, 
当 常数 a0) 给 定 ， 方 程 (2.4.8) 式 给 出 al 的 递 推 方程 ， 此 即 弱 场 的 微 扰 解 . 4 EW 
强 时 ， FH' 增 大 ， 展 开 式 (2.4.7) REFRA. AREKE. 

现 设 


H' 一 一 尼 . É 一 一 站 . 5 E(wp)e rt (2.4.9) 
p 


- 45. 


则 
Hin =< klH'In >= 一 En >》 B(wp)eirt (2.4.10) 
、 P 


积分 (2.4.8) X, 8 
a 


il 


t 
an) f dt' V^ Hina Deinen 
-oo € 
t 
i/h n di V iss 》 o E(uy)e o o" oe Du) (2.4.11) 
-œ - 


BUE a = êng 代入 (24.11) R, 得 


aQ) (t) = iÈ lmao: E(up). i(wmg —wp)t (2.4.12) 


Wmg — Wp 
将 a) 代入 (2.411) 式 ， 得 


a(2) (1) sl > doen Elwa)llimg - Elwp)] ei(wng—wp at (2.4.13) 


(wng — wp — ea) (ma 一 up) 
将 at) 代入 (2411) st, 得 | 
ü n" E (ux )] [iinm 起。 Ilm E(w )] e? Ukg — Up ug -Wr 
a = E ES gE e dE el e ( ) 


k par nm — Wp — Wq — Wr )(Wng — Wp — wq) mg — wp) 


(2.4.14) 
在 此 基础 上 可 计算 出 1~3 AMARRA 1923. 阶 极 化 与 极 化 率 为 


WO >= EaD tjun «O2 Ya" ()u (9) 
WD >= FD <O E (Qus (P) (24.18) 
We »- Pa un, < w= Dw 


m 


-— rf RR 2S (TABERE 0, AART AAR A A aat) 
pO >=< uy > + <y > 


DDD Pami [mg * E(wp)] e irt + Ene: E(wp)]* Bmg Ciupt (2.4.16) 
Th "een g 一 wp Wmg Up 


式 中 已 将 wmg 看 作 一 般 复数 , 实 部 即 m o» g 能 级 的 跃迁 频率 , 虚 部 是 唯 象 引进 的 , 表示 访 
HE BKXESHAT MUZE. 另外 ，(2.4.16) 式 的 求 和 号 J 包括 正 频 wp 与 负 频 -wp, 故 在 第 二 


， P 
项 中 用 -wp 代替 wp, 将 不 会 改变 和 式 的 值 , 并 使 表 式 更 简洁 , 再 注意 到 E(w) = E(wp) 
以 及 Bmg = Higm, H ' 


p > 二 二 EÈ (ine Pal E(w,) ] 十 Da ) Eiwpt (2.4.17) 
— wp 


十 wp 


由 此 得 一 阶 极 化 


ED=N<F >= DP Vor) Cim (2.4.18) 
将 PO(,) 的 分 量 PC (o) 展开 : 


PO (s ) 2x y) Ejus) (2.4.19) 


RP, xD? 即 线性 极 化 率 . 将 (2.4.17) RIA (2.4.18) 式 ， 并 注意 到 (2.4.19) R, FBR 
性 极 化 率 


Umg 一 wp Uno 十 Wp 


pi NTA w ENTM 
X5 (wp) = 一 * rD gn mg Lg | (2.4.20) 


前 一 项 为 共振 项 ， 后 一 项 为 非 共 振 项 ， 主要 贡献 来 自 于 共振 项 ， 非 线性 效应 的 共振 增强 
即 来 源 于 此 .因为 当 泰 浦 频率 wp 调谐 到 很 接近 于 wm 时 ， 这 一 项 的 贡献 将 会 增加 得 很 
大 ， 从 而 也 会 增 大 相应 的 展开 项 a, 而 使 (2.4.7) 式 不 再 收敛 , 以 致 微 扰 展 开 不 再 适用 . 
我 们 称 场 的 频率 wp ABEST BOE BUR wng 为 共振 相互 作用 . 

求 二 阶 及 三 阶 偶 极 矩 及 级 化 、 极 化 率 的 方法 与 上 面相 似 ,， 现 将 主要 结果 写 在 下 面 : 


«pO» = «qo? >+< OND > + < yO > 
Han lfinm * E(wa)lliimg : Elwp)] 
六 2» » (z (wng — Wp — Wg Wmg — wp) 
Bon : Eos : Ew) 
(wig + wq) lWmg — wp) 
m" [mg ` E(wa)] linm i E(wp)]fimg e mt (2.4.21) 
(wx g + wa)(wg 十 wp + wg) 
(3) gv lvn - Ew In E(wa)llfimg : E(wp))] 
< > n? 2» 2 \ (wng — Wq — Wp.— Ur )(Ung — wq — Wp) (Wmg — wp) 


[fgv E(w ln [firm * E(w) [Emg E(wp)] 
(wa ay Wng — Wp — wa) (Wmg — wp) 


Bor : Blo) lum Elwa)lfnm llimg : E(ws)] 
(wg + wr) (we + wr + Wa) (wmyg — wp) 


十 lg : Eun] : Ep) Epl, e rtm) 
(ug + wr (wig + ur + wa) (wg F Wr + wg +wp) 

| (2.4.22) 

由 此 得 出 二 阶 、 三 阶 极 化 率 


PO = N <p >N Pwet 2.4.23 
p 


po (wp + wg, Wg wp) =) 5 XGA (wp + wa, wa, wp) Ej (wa) Ex (wp) (2.4.24) 


jk pg 
i ajo yk 
(2) Ban nm mg 
Xi5g (Up 十 Ug, Ug, Ww TP 一 一 一 一 一 一 一 一 - 
JKA P nup) » s — Wp — wa) (Wmg — wp) 
(ws 十 waj(wms 一 wp) (wig + Ug) (ws 十 ce +wp) 
式 中 ， 书 指 (j,k;gq,p) 间 的 排列 ， 例 如 
i j k 
P gnnm mg 
(wng — uy 一 wg) (Wmg 一 wp) 
(ng — wp — Wa)(Umg 一 cp) (wmg — Wp — Waq)(wWmg — wa) (2.4.26) 


故 二 阶 极 化 率 Xi 总 (wp uasa up) 实际 上 包括 了 6 项 .又 因为 
P 3) 一 =N< p 7 (3) > 二 PO (wr je rt 


P? (wp + wg + wr) =), » Xn (Wp + wa F Wr, wry Wg wp) Ej (wr) Bilwa) Erp(wp) (2.4.27) - 


hij per 
Vp k qj ji ph 
"C" 
mmn (Wvg — Wr Wg — Wp) (Wng — wg — wp) (Uma — wp) 
Bor Hen Hm mg 


(weg + wr) (wng — wg — Wp) (Wmg — wp) 


ul MITTIT 
* (uz, t wr) (Whg + Wr + wg) (Wmg — wp) 


MITTUNT 
* (uz, 十 wr) (Wg 十 wr 十 wa) (wo 十 wr 十 wa 十 wp) 
XB. PA (ji hir gp) 间 排 列 ， 故 三 阶 极 化 率 实 际 上 包括 24 项 . 
由 三 阶 极 化 与 极 化 率 的 一 般 公式 (2.4.28), TRE w = wg = wp = w, 即 三 次 谐 波 的 


(2.4.28) 


po = p) (3w)je t + e.c 
Ë = Elwe + c.c 
PO (3w) = x (30) E? 
| 1 
(wg — 3u)(wng — 2w)(wmg — w) 
1 1 
(us, Fo) Gong — 2u)(ums — w) (og + t) (og + Zu ums — v) 


x (3w) = 13 二 人 jogv tivn ponm himg | 


ninv 


1 


coe CENT] (2.4.29) 
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2.5 密度 矩阵 方程 及 其 微 扰 解法 


2.51 密度 矩阵 方程 

Schrödinger 方程 所 描述 的 是 不 包含 弛 豫 时 间 的 守恒 系统 ， 故 基 和 于 求解 Schrödinger 
方程 波 函 数 法 不 能 处 理由 于 磁 擅 引起 的 谱 线 加 宽 等 问题 . 也 正 因为 没有 考虑 洋 线 加 宽 ， 
所 以 当 光 场 频率 与 原子 跃迁 频率 为 共振 时 ， 分母 趋 于 0, 微 扰 波 函数 系数 趋 于 发 散 .为 了 
克服 这 类 困难 ， 量 子 力学 密度 矩阵 方法 便 相应 发 展 起 来 .与 Schrödinger 方程 的 不 同 之 
处 在 于 密度 矩阵 方程 中 已 唯 象 地 引进 了 表征 弛 瑰 参 数 ， 如 寿命 及 谱 线 宽度 1/T2 等 

方程 (2.4.6) 给 出 波 范 数 (7, 0). 接 原子 波 函 数 us (7)e 70^ 的 展开 式 . 设 原 子 处 于 
人 (P 共 状态 ， 则 按 量子 力学 基本 假定 ， 物 理 量 4 的 期 待 值 < 4 > 可 表示 为 


< 4>= [Ee 2007 0 (285) 
& (24.6) sk, TALET. EMEN 
Vt) ODE) (2.5.2) 


将 (2.5.2) RARA (2.5.1) 3X, # [2] 
<A>= Y CnÜjÁnn 01) 50 08 D. 
2. H | (2.5.3) 
Amn = f ut, hundF | | 
vs (7, t) 满足 Schrödinger FÆ (2.3.1), 称 之 为 纯 态 (外. (2.5.1) 式 是 按 纯 s (7, t) 计算 期 竺 
值 ， 纯 态 是 量子 力学 中 确定 的 状态 . 在 很 多 情况 下 ， 我 们 并 不 确切 地 知道 原子 处 于 哪 一 
纯 态 中 ， 只 是 概率 地 知道 原子 处 于 plr t 的 概率 为 pls) 还 可 能 处 于 其 它 纯 态 Yal t) 
概率 为 p(s ). 故 还 需 将 (2.5.3) 式 对 各 种 状态 按 几 率 p(s) 求 平 均 ， 并 用 <A> 表示 求 平 
均 后 的 <A4> 值 


CAT =Y p(s) CC Amn =Y pnmAmn (2.5.4) 
s mn nm 


Pam = Y P(S) C Cz 

Dp(s)=1 | | 
按 概率 分 布 的 各 个 状态 称 之 为 混 态 ， 相 对 于 纯 态 来 说 ， 混 态 是 不 确定 的 ， 是 按照 通常 统 
计 意 义 的 几率 p(s) 分 布 的 各 个 态 VU 0) 的 混合 ， 只 有 当 某 一 特定 的 “s ” 态 的 分 布 几 
率 p(s) 一 工时 ， 才 趋 于 纯 态 . (2.5.4) 式 就 是 对 混 态 几 率 p(s) 的 平均 ， 由 (2.5.5) 式 定义 
的 矩阵 元 pom 即 量子 力学 密度 矩阵 元 ， 当 某 一 p(s) 一 1 时 ， 则 


(2.5.5) 


Pam > Cn Cs, (2.5.6) 
现 讨论 pnm 的 物理 意义 其 中 对 角 和 矩阵 元 
= Y plsjCorC2 = yp(sjlC2l2 (2.5.7) 


为 处 于 了 态 的 几率， 非 对 角 矩 阵 元 
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= V p(s)C2* Cz, = $ 2()107 07, 09799, ném (2.5.8) 


则 表示 状态 n 与 状态 m 间 的 关联 这 种 关联 将 在 原子 辐射 的 谱 线 宽 度 中 体现 出 来 ， 它 
不 仅 与 振幅 [C Ca 有 关 ， 还 与 初始 相位 差 9; — $7, 有 关 ， 后 者 是 很 重要 的 . 例如 在 热 
平衡 情况 下 ， 由 于 原子 间 的 频繁 磁 挤 ， 初 位 相 07,95 完全 无 规 ， 相 位 差 Ae = 65-9, 
在 (0,27) AIS, NUR 


2r 
Drm x f eias dAd _0 
0 2m 


这 就 是 非 相干 情形 . 另 一 方面 ， 在 没有 磁 挤 的 相干 的 情形 ， A6—97—0; 取 一 特定 的 
数值 ， 而 不 是 在 (0,27) 内 均匀 分 布 . e2* 可 从 (2.5.8) 和 式 求 和 号 中 提出 来 ， 而 不 影响 
Pam 的 绝对 值 ， 

现 将 (2.5.4) 式 的 两 重 求 和 写成 矩阵 求 迹 的 形式 : 


CA» = V prmAmn = 9 (pA)nn = tr(pA) (2.5.9) 
故 物理 量 4 的 期 待 值 < 4 > WREAK «€ À 5, 即 密度 矩阵 p 与 算 子 4 的 积 pA 的 对 
角 元 之 和 ， 即 求 迹 . 密度 矩阵 p RAE Per 由 (2.5.5) REX, IMER pm 对 时 间 的 
导数 ， 并 假定 p(s) 不 随时 间 变 化 。 12,7 按 (2.4.6) 式 消去 ， 便 得 
ad05, dCs as 
Y (on e e en) 
x X p(s) (£ Ch Hw- Y 2) 


一 二 2 (Hy pum, 一 pnv Hym) 


Pnm 


(Hp - pH) VH , Plam (2.5.10) 

(2.510) 趟 为 密度 矩阵 随时 间 的 演化 方程 ， 与 Schrödinger 方程 (2.3.1) 4t. H A 
包括 Ho 与 相互 作用 H' 在 内 的 哈密 顿 量 ， 是 完全 确定 的 . 

些 不 确定 的 因素 ， 如 原子 间 的 碰撞 的 影响 ， 在 (2.3.1),(2.5.10) 式 中 均 没有 包括 进 

二 ， 因 为 碰撞 的 结果 将 使 得 原子 系统 改变 其 在 n,m 状态 的 几率 与 初 位 相 ， 亦 即 改变 了 原 

FEVE 态 的 分 布 几率 ， 于 是 有 ZE 40. 这 与 我 们 在 导出 (2.5.10) 式 时 假定 p(s) 


不随 时间 变 化 是 相 个 的 RU spe) -05 (23.1) 和 (25:10) 式 , 均 不 包含 不 确定 的 因素 ， 


不 确定 的 因素 导致 WO Leg 但 是 直接 计算 有 图 难 我 们 可 在 pam 的 演化 方程 中 ， 唯 象 
HIE OE RO EROR I DE us 来 体现 这 些 不 确定 的 因素 的 影响 D, 即 


Dum. = —i/ħ[H, plnm = Ynm (Pnm 一 Pnm) (2.5.11) 


p ag OHARPEN, mm AWRA, Pam 为 稳 态 值 . 考虑 到 在 热平衡 情况 下 各 状 
态 的 初 位 相 是 无 规则 的 ， 故 非 对 角 和 矩阵 元 pam 的 稳 态 值 和 am 应 为 0, SERERE (2.5.11) 式 
写 为 


Pam = —ih|H, Plam UT ^YnmPnm; n 天 m (2.5.12) 
Pnn = -ifh|H, pl. 一 "Inn (Pnn 一 Pn) (2.5.13) 
"I LA WE BRE £8 XE EE TG BAL Huren 与 非 对 角 和 矩阵 元 的 凶 豫 系数 yam 之 间 存 在 关系 


1 
Ynm = z nn + Ymm) + Yim (2.5.14) 


RP, qua, KAAT REER ARE. I FRE REER ynn 即 为 原子 处 于 n 态 的 寿 
命 的 倒数 . 设 初 始 时 原子 处 于 n 7L 3€ 29. [Cs (0)]2, Jp e ast E t G5 35e E 


IC. (9 = ICs (OP e 77 


故 有 Cn(t) 二 Cn (0)e 7051/27394 mint 
同样 C, (t) = C, (0)e m mt/27 19m iwm t (2.5.15) 
prm(t) = $ pCR (Cs) 
= M P(s)C2:(0)C2(0) exp[- (n + Ymm)t/2 — iwnmtlexpli( Bm — 9,)] 
' (2.5.16) 
AP, exp[i(9,, 一 $,)] 为 碰撞 而 引起 的 失 相 
eis — 9.) c ei ~ 1 IAS -(A9)/2-1-y,,texe nl (2.5.17) 
将 (2.5.17) 式 代 入 (2.5.16) 式 ， 得 
pnm(t) = 32, P(s)C22(0)C (0)e 70 Ti nmt o pues (0)e Tem m 
1 (2.5.18) 
Ynm = g nn 十 Hum) 十 Ynm 
应 用 (2.5.18) 式 可 求 得 原子 的 偶 极 矩 忆 的 期 待 值 为 
< B> = finapnm(t) + nmpna(t) = lmnfan(0)e 70757 mt 4 cic (2.5.19) 


故 在 外 场 为 0 的 情况 下 ， 原 子 的 偶 极 矩 自发 辐射 的 线 宽 为 yn 
2.5.2 BUDE RUE IE IE RETE RE 
按 前 面 方程 (2.4.5) 式 导 出 迭代 方程 (2.4.8) 式 的 方法 ， 我 们 不 难 由 密度 矩阵 方程 
(2.5.11) 出 发 导出 相应 的 迭代 方程 ,注意 到 五 = H+ H', A | 
[Ho, Plum = (Hop — pHo)um = (En — Em)prm (2.5.20) 
于 是 (2.5.11) 式 可 写 为 


dpnm 
dt 


将 Prim EFREN: 


i 


h 


一 (—iwnm 一 Ynm)Pnm = [H', Plum 十 ^nm Dnm (2.5.21) 


Pam = Bie 十 十 一 十 各 十 … 


2.5.22 
(Bis x (H')' eim) 
将 (2.5.22) 式 代 入 (2.5.20) 式 ， 并 比较 HU BS e CR, 便 得 f 
e 一 —iwnmp®), 一 YQ (o9). 一 nm) (2.5.23) 
p. 一 —i(wlo) 十 Yanm) p, 一 if MH", p*7?].s., S 一 1, 2, E (2.5.24) 
由 (2.23) 式 易 看 出 p 的 解 为 
(0 
Pun = Pnn ， 
2.5.25 
p), = pnm = 0, nám ( ) 
由 (2.5.24) 式 ， 得 
e = J ' x 1 p Dame Gm e 7 D ge! (2.5.26) 
注意 到 
[H" p? m = sure 7 irm): Ê= — — (mm 一 Pnn) Ënm ` E (2.5.27) 
E=》, Be et (2.5.28) 
了 
将 (2.5.27) 式 代 入 (2.5.26) 式 ， 得 
一 t 
(S) (t) 一 ipe Pnn 3 lan . E(wp)e oom mlt J. gere crue qu! 
— Pmm 7 Pnn Ënm . E(uy)e r! (2.5.29) 
' h " Ung, — wp 一 Vinm E 
利用 PLE 可 计算 感 生 偶 极 矩 的 期 待 值 
zü» = trp OH = 2 pinten 
E Pe fos Ënn mn [nm E (wp)]e ee 
- iR > pe (2.5.30) 
Kc» 写成 》 < Alw) > err! 形式 ， 便 得 
P 
< Pem Pnn mn (nm > E(wp)) 
i(u,) >= 22A e c (2.5.31) 
由 此 可 求 得 线性 极 化 PO os) 及 极 化 率 xD (os) 分 别 为 
PO (uy) =N < l(oy) >= XO up) : Ey) (2.5.32) 
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N 2 4 
X1) _ Z5 Hmn Hinm 2.5.33 
X (wp) h 2. (Pm Pon) — Tup- D ( 2, ) 


或 
(1) o Ns. _, Himn Ham 
Xij (wp) h - (Amm Pnn) 5 m Up uH lYnm 
i pj îi y 
QN Pmm ( Lm — 十 —— (2.5.34) 
h Wnm — Wp — VYnm Unm 十 wp 十 ?nm 


这 结果 与 波 函 数 微 扰 法 得 到 的 结果 (2.4.20) RER, EREMI T ER nm 及 布 居 数 
Pmm 的 影响 . 若 初 始 时 原子 处 于 基态 ， 则 有 


Bog =1, Pmm = 0, m £g (2.5.35) 
D-8 Y Lo Mang |， Paning (2.5.36) 
u h C Ung — Up — Víng Wng - wp iyng 


对 于 二 能 级 原子 ， 上 式 对 n 的 求 和 号 可 去 掉 ， 并 略 去 反共 振 的 第 二 项 , 便 得 二 能 级 的 极 
化 率 公式 | 
Day a N Honkng 
| xij (wp) = A oh, o, in (2.5.37) 
其 实 部 与 虚 部 如 图 2.7 所 示 ， 为 具有 宽度 ng 的 Lorentz 线 型 . 折射 率 w(w) 也 可 通过 线 
性 极 化 率 x(w) 来 计算 ， 即 


n(w) 一 elw) = A123 Arx (w) 


~ 1+2rx®(w) (2.5.88) 


又 设 
n =n 4 in" (2.5.39) 
而 传播 的 波 矢 为 &, 则 有 
k= rew (2.5.40) 
对 波幅 的 吸收 系数 为 
o = Tow (2.5.41) 


m2r x(Ümuometds 


2.6 波 场 v(r,t) 的 量子 化 


在 经 典 极限 情形 ，. 原 子 是 粒子 ， 满 足 经 典 力 学 粒子 运动 方程 . 经 过 量子 化 得 出 的 
Schrödinger 7j && (2.3.1) 却 赋予 原子 以 波 函 数 vr, t) 的 描述 ， 同 样 在 经 典 极限 情形 ， 光 
是 波 ， 满 足 Maxwell 方程 ， 波 场 经 过 量子 化 后 便 给 出 光 场 的 粒子 ， 即 光子 描述 . 但 场 的 
量子 化 不 仅 适 用 于 光 场 ， 也 适用 于 满足 Schródinger 方程 的 物质 波 场 (r,t). 虽然 virt 
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经 量子 化 后 又 回 到 但 不 是 简单 地 回 到 粒子 ， 而 是 由 单 粒 子 理 论 向 多 粒子 理论 的 转化 ， 最 
重要 的 是 包含 了 粒子 的 产生 与 漂 没 算 符 及 算 符 对 易 规 则 所 列 含 的 粒子 统计 .习惯 上 称 由 
经 典 的 能 量 守 恒 方程 E- p/2m-- V(r,t) 出 发 ， WARTE E> iA o AN 得 册 
Schrödinger 方程 (2.3.1) 为 一 次 量子 化 ， 而 由 yirt) 出 发 应 用 场 算 子 的 对 易 规则 使 场 量 
子 化 为 二 次 量子 化 . 光 与 原 子 相互 作用 本 身 就 包含 了 场 与 粒子 两 个 方面 . 故 只 讨论 由 粒 
子 得 出 物质 波 (rst) 所 满足 的 Schrödinger 方程 (2.3.1) 是 不 够 的 ， 还 必须 讨论 电磁 场 及 
物质 波 场 W(r,t 的 量子 化 ， 由 此 得 出 的 粒子 表象 也 是 本 书 常 谈 到 的 表象 ， 这 一 节 我 们 简 
要 介绍 非 相 对 论 波 场 Vrt) 的 量子 化 . 关于 电磁 场 的 量子 化 放 到 第 五 章 讨论 . 
参照 (2.4.4) sk, HEA y(t) RERE A VF, t) 用 定 态 解 (2.4.2) 展开 


Y(T, t) = 》 as(t)u(F)e 7 


k 2.6.1 
9G.) = Y atu oe un 
k . 
并 将 其 中 的 展开 系数 alt), alt) 算 符 化 ， 式 中 as, al 分 别 为 状态 kB IESEUXANE 
符 ， 它 们 在 相互 作用 绘 景 中 的 运动 方程 参照 (2.4.5) 式 为 


te - -my < n|H']k > eta, 

dat (2.6.2) 
k , —iwknt f 

u cM SEIT e Ital 


引进 粒子 数 算 符 Ni = alarar , ax 的 对 易 规则 为 
[oi 0i] = p daa, 二 0 
jat, al]a. = ael + aja, = 0 (2.6.3) 
lap al]. = 一 akal + alar = fp 

在 上 式 中 ， 按 粒子 服从 Bose 统计 或 Fermi 统计 ， 分 别 取 “ - ”或 “十 ”号 . «4-7 8 


时 ， 称 之 为 对 易 关 系 ; ER +” 号 时 ， 称 之 为 反对 易 关 系 . 
服从 对 易 关 系 apal, Nn —11f Bose 子 ， 其 粒子 数 态 (WEFAN Ny = alar 的 


本 征 态 ) F 可 表示 为 | mai, nac > a, 和 作用 于 其 上 ， 得 
ak|n1,n2,: Rk >= n1? In;,-- enke L > (2.6.4) 
allni,na, gs» (ni + 1)17|n4, 十 1 > 


易 证 由 (2.6.4) 式 定义 的 anal 满足 对 易 关系 apal — ala, = 1. 事实 上 ， 由 (2.6.4) RE 


(apal 一 at ak)jma， ja > 


t 


t (2.6.5) 
akl — Q,Ok 一 工 


另 一 方面 ， 满 足 反对 易 关系 akal c alak — 1 的 Fermi F, 是 服从 Pauli 不 相 容 原理 
的 ， 因 此 


N? = at onatay = al(l 一 atar)an = alar = Nk " . (2.6.6) 


B wu 的 本 征 值 为 nx, M 
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Nini, nk! >= nn, - ,Nk > (2.6.7) 
Ny|ni,- ng, >= Tm ngos» (2.6.8) 


由 (2.6.6)—(2.6.8) RI n2 = mp = 0,1, 即 同 一 状态 中 最 多 只 能 有 一 个 粒子 . 相应 于 
本 征 值 nx — 0,1 的 本 征 态 可 表示 为 


1 0 
|0 >= ( 0 | ; |I >= ( 1 ) (2.6.9) 


满足 Femi 子 反对 易 关 系 的 a,ai 的 矩阵 表示 为 


zb 3I e-(1) (2.6.10) 
0 0 1 0 


由 (2.6.9) 和 (2.6.10) 式 易 证 下 面 的 关系 成 立 : 
ajn »— nil — n», aln >= (1- n)1-n» (2.6.11) 


系统 的 状态 仍 可 写 为 nina, ngo >. 考虑 到 要 同时 满足 (2.6.3). 式 前 面 两 个 对 易 关 
系 ， (2.6.11) 式 应 推广 为 (5 (2.6.4) 式 相对 应 )[3 


ak|ni; nk >= nx], 13— np, > 
t 
ini, nk 2— 61 npn ,1— my,» 
NL k x( k) b k (2.6.12) 
Ok z(-—1)", Uk — SLT 
L 
还 可 证 明 总 的 粒子 数 六 = Zala 是 一 个 常数 ， 因 为 
dN dat , da 
而 = 之 (ee ur 
一 i/AM ; y (< k|H"|n > ale "fa, 一 al < n|H'|k > as chen!) 
k n 
=ihD S (< n|H'|k > — < n|H'|k »)ajase "^! = 0 (2.6.13) 


k n 


对 于 含 单 电子 的 二 能 级 原子 系统 ，N = Lk-L2. d alaz 十 aial — 1 及 一 个 能 级 上 电 
子 不 能 连续 削 灭 (或 产生 ) 两 次 ， 因 总 共 只 有 一 个 电子 ， 故 有 


aa; = aj aj = aza2 alat 0 


定义 of —ala,, o` = alaz, o7 = (aja; 一 ata1)/2,c+(o-) 为 电子 的 上 升 (下 降 ) 算 符 ， 
即 电子 由 基态 跃迁 到 激发 态 (或 由 激发 态 跃迁 到 基态 ), o. 为 处 于 激发 态 原子 数 与 处 于 基 
态 原 子 数 之 差 除 以 2, 即 半 反 转 粒子 数 . 根据 o+,os 的 定义 可 以 证 明 


ato- 4 o7o* = alajalaz 4 alazala, 


- al(1 一 alaı)as + al (1 一 alaz)a; 


= alas ala = 1 (2.6.14) 
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t 


ato™ 一 ao+ = aja, 一 ala = 20, 


ot2~o ?-0 (2.6.15) 
ato, — o,0* = xot 
参照 (2.6.13) 式 的 计算 方法 ， 可 求 得 二 能 级 原子 系统 9;,o-,ot 的 运动 方程 
do, ot 
ii 一 1 2 o i "M 
dc if, (2.6.16) 
dt 
dot Zx 
"CH = Q Oz 
Xm 
à 2 3€ 1|H"'|2 > inat 
h 
E 22 E(wy) (eint 十 e Vut) ~ NeiAwt (2.6.17) 
E HE ~ 
Q = Ama). Aw = Wp — W21 


参照 在 密度 矩阵 方程 (2.5.21) 5A m ERR CI JE, ED H (2.6.16) P 51230 99 3 E 
vi, Ya K Tz, f 18. Bloch 方程 


()* 


do; .Q Q 
z = (0z — 82) 一 tiyet 
do ~ 
T = yo- - ifle, (2.6.18) 
十 - 
a = 一 mo+ ric, 


RH, m qom qo Ti OP SPOUSE. WAJARREM T WAF 


的 位 相 失 相 时 间 ， 也 称 为 横 弛 豫 时 间 . 它 反 映 原 子 辐射 的 线 宽 , 与 原子 的 自发 辐射 寿命 
及 碰撞 频率 有 关 . 


2.7 绝热 定理 与 Berry 位 相 


在 2.4 b, 我们 详细 地 讨论 了 用 弱 场 微 扰 方法 ， 即 用 定 态 波 画 数 展开 法 求解 
Schrödinger 方程 . 但 从 量子 力学 的 实际 出 发 ,还 有 一 种 绝热 展开 也 是 很 重要 的 . 

现 考虑 一 系统 的 哈密 顿 量 是 含 时 的 ， 即 H = H(t), 而 且 对 于 每 一 时 刻 t 均 能 求 出 
H(t) 的 本 征 态 |n(t) > 及 相位 的 本 征 值 Es (0), B 


H(t)|n(t) >= E(t)|n(t) > (2.7.1) 


又 设 系统 在 上 = 0 时 于 本 征 态 In(0) >, 具有 本 征 值 B.(0), 那么 当 t > 0 时 ， 系 统 处 于 什 
么 样 的 状态 ， 并 具有 什么 样 的 本 征 值 呢 ?为 求解 这 一 问题 ， 仍 像 前 面 做 的 一 样 ， 将 待 求 
系统 的 状态 VE) > 用 (2.7.1) 式 的 本 征 态 展开 为 
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V(t) = Y a«(t)e I^ fs BOR nft) > (2.7.2) 


n 


将 这 个 方程 代入 Schrödinger 方程 ， 便 得 


à, (t) = — Y as (t)e 1^ fo 9 (060-9490) < DIA) > (2.7.3) 
H a (0, aO > 分 别 表示 EED, o) >. 为 得 到 (273) 式 中 的 < kà > M (2.7.1) 
式 对 时 间 微 分 
hn > 十 再 你 > 一 应 (bm > +En(t)lh > (2.7.4) 
并 用 < k| 作用 于 上 式 ， 便 得 
« |o ln > 


XI k= n 的 情形 < n|n >, 考虑 到 规 一 化 < njn >= 1, KA 


<nin>+<n>=0 


< njà >= -ij,(t) (2.7.6) 


现 取 新 的 本 征 态 n >, 使 之 增加 一 相位 因子 e 9 GE, DR HERE — E [8] UE BRL 
位 相 可 以 是 任意 的 Q3), gp 


/> = > i4 (t) 
Im In» e (2.7.7) 
« nij» = <ni > +imlt)=0 
同样 取 < n'| 2« nje, 则 得 
« h'n >=0 (2.7.8) 


故 采 用 fm > 为 基 ， 则 (2.7.3) 式 中 涉及 的 < Kn! > 便 完全 定 了 . 这 就 是 通常 所 说 的 绝热 
定理 DU, 从 非 定 态 方程 (2.7.3) 来 看 , 采用 [n > ek [n' > 均 是 可 以 的 , Ajn > 5 [n > 一 
样 是 完备 的 . 虽然 非 定 态 解 方程 (2.7. 3) 的 形式 略 有 区 别 ， 如 


áp(t) =— Y) a, (t)e hm) Ee c itae) > (2.7.9) 
n'zk' 
à&(t) = ilak) - FE as (06 ho EBD EOD > —— (27.10) 
nk 


(2.7.9) 和 (2.7.10) RAMAR [n' > 和 |n > 为 基 的 非 定 态 方程 (2.7.3) HERR, 但 取 In > 
为 基 ， < nà >= int) 有 可 能 通过 物理 实验 进行 测量 ， 有 明确 的 物理 意义 D3.Berry 
注意 到 这 一 点 pa, 不 采用 绝热 定理 (2.7.7)~(2.7.9) 式 ， 而 用 了 一 般 的 关系 式 (2.7.6) 与 
(2.7.10), 当初 始 时 ak(0) = rn, 则 应 用 (2.7.5) 式 ， (2.7.10) 式 可 近似 为 


ày(t) = hpn)  « k|H |n > ernt | 
ax (t) ~ (ihu2,)^* < k|H |n > eit (2.7.11) 
an ( = e), (0) 


现在 研究 由 (2.7.6) 式 定义 的 mt) 的 性 质 . 假定 H 随 时 间 的 变化 可 归结 为 其 中 有 一 
个 随时 间 t 变 化 的 矢量 RE, 这样 In(t) > 对 上 的 依赖 亦 体现 在 RO 上 ， 因 此 我 们 将 它 记 
f£ In(E) >. 定义 


An(B) =i<n(B)lVrn(A) > (2.7.12) 
于 是 由 (2.7.6) 式 得 | 
jt) = i < ni >= A(R) R(t) (2.7.13) 
fg g 
R(t) a ʻa b 
v6 - 上 dH - A(R) (2.7.14) 
R(0) 


上 式 表 明 由 初始 的 R0) 出 发 经 历时 间 十 尼 运动 至 RE) 时 yn(t) 的 值 - 特别 是 RE) 与 RO) 
重合 ， 由 RO 至 R(t), 矢量 的 端点 恰 撕 述 了 一 个 闭路 C, W (2.7.16) 式 可 写 为 


*4(C) = f añ. Án (Ř) = fJ (V x Än) (2.7.15) 


一 等 式 是 用 了 Stokes 定理 . 当 态 函数 |n > 引进 一 相位 变换 In(R) > e'9 C9 nR) 
Wi, gx 22,4, (E) > A,(R) - VAR). 考虑 到 Vx Và — 0, 8 rid) A 
看 出 ， 这 个 变化 对 (C) 无 贡献 . 故 Berry 位 相 加 (C) 与 任意 引进 的 位 相 因子 6709 无 
X. 即 在 上 述 相位 变换 中 保持 不 变 . 将 AL 的 表达 式 (2.7.12) 代入 (2.7.15) 式 中 ,得 Berry 
位 相 为 


mC) = if fas Vx «n|Vn > 
= -im f [ae < Yn) x vn > 


= 一 Im dš. 5 < Vn|m > x < m|Vn > (2.7.16) 
ITEE 
和 式 中 不 包括 m=n 的 项 ， 因 < nVn > 为 虚数 ，< Vnjn > x «n|Vn > 为 实数 ,不 对 
(2.7.16) 式 作 出 贡献 . 类似 于 (2.7.5) 式 ， 由 (2.7.1) 式 也 能 导出 (Em — En) < zlVm >=< 
n|V H |m >, 代入 (2.7.16) 式 便 得 


(C) = -Im f [4X dg. y^ E nIVHIm > x < m| VH > (2.7.17) 
» (Em = n)? 


这 个 式 子 也 证 明了 wC) 与 |n( > 的 位 相 无 关 . 由 (2.7.15) 式 看 出 ， Berry 位 相 yn(C) 
与 参量 RO). A(R) 有 关 . 


28 自 离 化 共振 态 


2.8.1 自 离 化 共振 态 


以 上 各 节 主 要 讨论 了 原子 分 立 态 间 的 跃迁 、 状 态 迄 加 与 微 扰 . 其 实 ， 除 分 立 态 外 ， 
还 有 一 个 重要 的 方面 ， 即 连续 态 ， 以 及 由 基态 向 连续 态 的 跃迁 ， 分 立 态 和 连续 态 间 的 状 
AE Jn 53 CDL. f 


图 2.8 2g AIT WC PR uci U, 在 一 连续 的 背景 上 还 有 许多 吸收 峰 . 自 离 化 
态 的 来 源 与 性 质 可 简要 分 析 如 下 : 

原子 的 离 化 极限 E, 即 为 将 一 个 束缚 电子 移 至 无 穷 远 处 所 需 的 最 小 能 量 . 例如 SrI 
的 基态 为 5s2 150 , 第 一 电离 极限 发 生 在 5s2 1S9 — 5snp ! PP 系列 ， 即 一 个 5s 电子 被 激 
发 到 np 态 ， 但 自 旋 取向 不 变 ， 仍 保持 与 留 下 的 5s 电子 自 旋 反 平行 ， 电 离 极限 发 生 在 
45 932 cm-1 或 5.69 eV 处 ， 这 时 电子 已 完全 自由 (自由 电子 能 量 与 基态 5s 电子 的 能 量 
ÆA hck,k 为 波 数 即 45 932cm- 3). 若 激发 能 高 于 5.69 eV, 则 多 余 的 能 量 = 变 成 了 电子 的 
动能 ， 连 续 谱 可 记 为 5sep +! PI( 这 里 1P? 表示 两 个 电子 的 自 旋 反 平 行 ， 8 = 0). 也 可 能 
发 生 这 样 的 情形 ， 即 两 个 5s 电子 激发 到 更 高 的 束缚 态 ， 例 如 4d4f P 所 需 的 激发 能 为 
53 546cm 1 , 已 远 高 于 电离 极限 45932em 1. 故 当 < = (53 546 — 45 932)cm ~! 时 ， 电 子 有 
两 个 简 并 态 ， 即 5sep P? 与 AdAf !PD. 简 并 态 的 相互 作用 又 使 得 态 函数 混合 而 产生 一 
新 的 自 离 化 共振 态 ， 对 应 于 图 2.8 中 的 共振 吸收 峰 . 


BE C20) 


E i 
em (15) € 19) 


吸收 截面 (任意 单位 ， 


2050 2050 2000 1975 1950 1925 1900 1875 1850 1825 1800 i775 1750 1725 
A(A) 
图 2.8 银 原 子 的 真空 紫外 吸收 光谱 
(参照 Graton [14]) 


2.8.2 Fano 的 自 离 化 (AI) 态 理 论 Hl 


与 一 般 的 微 扰 理论 不 一 样 ， 自 离 化 共振 态 不 仅 涉 及 分 立 态 ou 还 涉及 到 连续 态 WE 
XE gi 及 vg BEES E C 
€ 6;|H|ó; >= Ei (2.8.1) 
< e»|H]bgp: >= E'S(E" — E!) 


» < peldi »— 0, < prye >= 5(E" — E") (2.8.2) 
由 (2.8.2) 式 及 5 函数 的 性 质 f'6(E")dE' = 1 ,得 知 连 续 态 波 函 数 yr WAKA EC 1D. 现 
在 只 考虑 一 个 分 立 态 i 与 连续 态 Vie 间 的 微 扰 ， 故 分 立 态 的 下 脚 标 可 去 掉 ， 记 为 办 设 
$ 5 % 为 简 并 ， 且 能 量 矩阵 元 是 非 对 角 的 ， 即 


« PH vg >= Vp (2.8.3) 
对 角 化 后 的 波 函 数 严 gp , 即 新 的 非 简 并 态 ， 可 表示 为 分 立 态 g 与 连续 态 ve BEA 
Vr = a(E)ó + (wm 加 (2.8.4) 
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用 五 作 用 于 上 式 两 边 ， 左 边 为 有 Wp = EVg, 并 用 o, gs RAW, KRH 
ab 一 CEby 十 fs (EV dE' (2.8.5) 
J = aVgs + bgr E" | (2.8. 6) 


根据 (2.8.6) 式 , 可 得 bps = 十? .但 考虑 到 6 函数 的 性 质 z6(z)dr =0, 如果 = 可 能 
AMF O, 则 由 Ale) = B(z) ,应 导出 4(z)/z = B(e)/2+ Zo), 而 不 是 A(e)/2 = By. 
故 由 (2.8.6) 式 得 出 

ben = aVgo Iz + Z(E)é(E" — 2 (2.8.7) 


将 其 代入 (2.8.5) 式 ， 便 得 


aE = a E, +a f Vg P? Ee En 十 Z(E)S(E" — 2) dE" (2.8.8) 


Bd a Æ 0, dk di (2.8.8) 式 得 


Z(E) = |e- CIE (Ver? E dE") | /ver (2.8.9) 
上 式 中 辆 括号 内 的 能 量 可 表示 为 
E,-E,4P ns Vel L9 -dE'- Es + F(E) (2.8.10) 


式 中 ， 己 表示 积分 取 主 值 ， 五 。 即 连 续 吸 收 谱 中 的 自 离 化 吸收 峰 ， F(E) 为 吸收 峰 位 置 
与 分 立 能 级 间 的 偏离 . 根据 自 离 化 态 Ve 正 交规 一 条 件 ， 可 求 得 系数 aCE), 亦 即 


< WglUg >= a'(Eja(E) + f dE'bs, (E)bgs (E) = 6(B — E) (2.8.11) 
将 bp (E) 的 表 式 (2.8.7) 代入 (2.8.11) RP, EE 


v6) {1+ J dE'Vg, rx p^4b e - E (2.8.12) 


x | zp + Z(E) - 2 ve) a(E) = &(E — E) 


1 


应 注意 上 面 的 积分 包含 了 记忆 双 奇 异 点 ， 本 章 的 附录 证 明 ry E) 


解 为 


可 分 
1 o l 1 I "E ; lig 
BE Rim EE)+ "sn)|s 2M ! 
2.8.13 
将 (2.8.13) 式 代 入 (2.8.12) 式 ， 并 注意 到 


&(E — E')&(E — E") = &(E — EJ[E' — SE + Ej 


(2.8.14) 
&(E — E')f(E') = &(E — E') f (E) 
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la(E)?| Ve (e? + 2°(E)6(B — E) 


+a*(E){1+ E : 


—-Z(E)VVl*])a(E) = &(E — E) (2.8.15) 


gU - F(Ē) + ZU) va? 


由 (2.8.9) 和 (2.8.10) 式 得 出 上 式 中 { 上 的 值 为 0, 故 有 


1 [Vel? 


2 — — 
CD 7 Mpp AE] E Ep FE Vef 


(2.8.16) 


这 表明 通过 与 连续 态 相 互 作用 ， 分 立 能 级 已 具有 共振 带 结构 ， 带 宽 为 7|Ve|?. 车 初 始 时 
系统 处 于 分 立 态 由 则 经 过 二 E g 的 时 间 后 ， 系 统 将 会 离 化 ， 这 便 是 所 亩 自 离 化 


参照 (2.8.9) 式 和 (2.8.16) 式 ， 并 定义 


-1 7 -1 z|Vgl? 
一 一 一 一 一 上 ——————— 2.8.17 
Asta XZüy- "" E-E,—F(E) (2.8.17) 
则 (2.8.16) 式 可 写 为 a= 99A 
"Vg 
sinA Vy, 


—cos Aó(E-— E) 


ET aVg EE! 
-Ay (ep [ E IE 


-dE' — (cos AWE 


aV; ^ "VE 
_ sinA Viper dE 
a +P Sees (cos Abg 
sin MA 
= 7 ® — (cos A)yg (2.8.18) 


由 此 可 计算 出 基态 $o 向 自 离 化 共振 态 Ws EK 
迁 ， 算 子 工 的 矩阵 元 为 


sin A 


< VglT|ó, >= zve 


< 9[Tó, > 一 


cos A < vg|T|ó, > 


|< VelT|ó, > 2 | « YelTlgs >}? 


E 2.9 Fano-Beutler 线 型 因子 
(参照 Fano [15]) lasin A ~ cos A|? (2.8.19) 


q À Fano 参量 ， 定 义 为 


< IT| > 


E 一 2.8.20 
TVE < Vg|T|ós > ( ) 


q 一 
参照 (2.8.17) RA (2.8.19) 式 ， 便 得 


,61 ， 


|< YET] >? — (a cy 
| < Ve|T|d, > |? loce 


(2.8.21) 
BE- Es — F(E) 
t7 | Ve] 
2 
2.9 给 出 自 离 化 共振 态 附近 光 吸 收藏 面 的 Fano_Beutler 线 型 因子 EON 随 而 变化 


的 曲线 . e= -gq 时， 豚 收 截面 为 0 ; 当 g 很 大 时 ， 为 Lorentz 型 ; 24 q — 0 Bj, 为 反共 
振 吸 收 窗 . 


附录 A (2.2.27) 式 的 解析 求解 


将 (2.2.27) 式 用 椭圆 积分 表示 为 


dno 


4 —— (A1) 
24/ xno(mi — no)(ma ~ no)(ms — no) — (mo + noAs)? 
道 过 分 式 变换 no = ZEE, 上 式 变 为 四 
yz Té 
j dx 
€ (a6 — 87) J P (A2) 
p 4z? 一 gar — gs 
或 写 为 
dz u C 
“ e(u) 4z* — gar — gs. un aô — py (3) 
xh. plu) BR Weierstrass MAES. it 
4z? 一 gaz — ga = (z — ey)(z — ea)(z — es) . (A4) 
作 如 下 判别 : . 
(1) 当 (A4) 式 左 端 判别 式 A > 0 时 ， erez, es AXR, H. 
el > ez > es (A5) 
Weierstrass 椭圆 函数 p(w) 与 Jacobi 椭圆 函数 sn(u', k) 的 关系 为 
加 B 1 
plu) =e3 + (e e) a ur ek) 
/eae (A6) 
T el — €3 
(2) 判别 式 A< 0 时 ， 设 eo 为 实 根 ， ei,es AREER, ME 
4/962 2 
plu) = ez + /ga E à 1 + cn(2 1/90? + 82, k) 
1 — cn(2 4/90? + B?u, k) 
(A7) 


k= l 3e — 
2 Jo 


根据 (A 1)-(A 7) 式 ， 就 可 将 解 no 最 终 表 示 为 Jacobi 椭圆 函数 sn 或 cn . 
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附录 B (2.813) 式 的 证 明 


由 Fourier 分 析 给 出 


(E-E)y)!'- -ri f dk exp(2rik(E — E')) (B1) 


(E—-E) (E-E)!- -= f a f dk exp {2ri[k(Ē — E')--K(E— E']) (B2) 
fXÉu-kLE, v= ;6 一 K), 并 注意 到 
kk’ u? — 4v? 


kEi =- —1 + 2st(u? — 4v?) (B3) 


式 中 ， st ) 为 步 函数 ， 这 样 (B2) 式 就 可 以 写 为 
BB) = n’ J. duexp {2riu [5€ tE)- E 
{三 ZI J exp [2ario(B - E)] 
jul 
n’ [m (aniu f} (B+E) gl 


sin jul(E — E) l 
T(E — E) 


H 


«Ius E)-2 


2krmy li B im e E 
T SJE zE + E)é(E Bras) a 


u] 


i 


x [exp [2xiu(E 一 1241 — exp [2riu(E 一 E) } (B4) 
由 (B4) (B1) 式 便 得 出 (2.8.13) 式 
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第 三 章 ”二 能 级 系统 的 密度 矩阵 求解 


非 线性 介质 的 量子 理论 的 微 扰 展 开 , 虽 给 出 了 通过 解 Schrödinger 方程 波 函 数 计算 非 
线性 介质 的 极 化 与 极 化 率 的 方法 ， 但 只 适用 于 弱 场 与 非 共 振 相 互 作用 . 在 强 场 与 共振 相 
互 情 况 下 ， 微 扰 展 开 已 不 适用 ， 我 们 只 能 在 旋 波 近似 下 解密 度 矩 阵 方程 的 基础 上 研究 简 
化 的 二 能 级 或 三 能 级 原子 系统 与 辐射 场 相 互 作用 的 一 些 特点 . 模型 虽然 简化 ， 但 具有 典 
型 性 ， 且 理论 结果 已 在 实验 中 得 到 验证 . 这 一 章 主要 讨论 二 能 级 系统 的 密度 矩阵 求解 ， 
三 能 级 系统 的 密度 和 矩阵 求解 要 在 下 一 章 讨论 . 


3.1 二 能 级 原子 密度 矩阵 的 矢量 模型 
在 旋 波 近似 下 对 二 能 级 原子 密度 矩阵 方程 进行 解析 求解 的 研究 ， 最 早 是 采用 矢量 模 


型 191, 而 且 不 考虑 弛 豫 过 程 与 无 规 力 的 作用 . 现 对 (2.6.16) 方程 中 的 变数 作 一 些 变换 ， 
令 


A-20, , bw = wp— Wn 
v=ilo ^ e et— otetut) (3.1.1) 
uc g e tet 4 oteidwt 
则 方程 (2.6.16) 可 化 为 du 
— 一 fwv 
dt 
dv 
——- 3.1.2 
y 6e QA (3.1.2) 
dA 
一 一 一 一 多 
dt " 
令 » 
R = ui +v] + Ak, B= Ri + bwk (3.1.3) 
则 (3.1.2) 式 可 写 为 矢量 形式 "m. 


dt 

其 解 可 用 矢量 下 绕 轴 厅 的 进 动 的 几何 图 象 表 示 出 来 . 对 于 辐射 场 频率 o 与 原子 跃迁 
频率 wzi 为 共振 情形 (bw = wp - wa = 0) 与 偏离 共振 情形 CE 0) 的 进 动 分 别 如 图 
3.1(a),(b) 所 示 . 共振 情形 6w = 0, 有 与 了 轴 重 合 . 六 在 2-3 平面 内 绕 轴 1 转动， 角速度 
AI - Q. 当 瓦 转动 到 Rs — 1 时 的 位 置 (p22 = lpn = 0) 时 ， 表 明 原子 处 于 激发 态 ; 当 
转动 到 Rs = 一 1 位 置 时 ， 表 明 原 子 处 于 基态 . 

参照 图 3.1(b), 设 初始 的 六 在 坐标 系 (1, 2, 3) 中 给 出 ， 即 Ro(Rio, Roo, Rao). 将 这 初 
始 值 变换 到 (12,3) 坐标 系 ，1 与 厅 重 合 ， 变换 矩阵 为 U, 得 RS, = URo. 在 坐标 系 
(1,2,3') 中 ， Ri 以 角速度 B= V/O2 十 6w? £e V 转动， 得 R = WR, W 为 转动 矩阵 . 
然后 再 回 到 坐标 系 (1, 2, 3), 最 后 得 R= U71R = UWR = U-1WURo, Bp 

Ri cosÜ 0 一 sing 0 0 cos 0 sing R46 

R3 一 0 1 0 0 cospt  sinft 0 1 0 R20 

Rs sinf 0 cose 0 —sinBt cospt —sinÜ 0 cos8 R30 


式 中 ，cos9 = 了 ，sing = TURA EX 
Q2? + w? cos Bt bw ， -Q6 
R, -党 sm Bt Lm (1 — cos Bt) Rio 
-R | = P sin pt cos Bt 3 sin Bt Rz (3.1.5) 
R —óuw . w? 2 cos R 
è g (1 — cos Bt) -5 sin Bt m os At 30 


称 'B 为 Rabi 频率 他 , 对 于 共振 情形 ，6w = 0, 8 = OQ. 又 著 取 定 Ro = (0,0, —1), 由 (3.1.5) 
式 容 易 计算 出 Ri =u=0, R = v= 一 sinQt, Rs 二 人 = 一 cosQt, 即 


t sin Ot 


iw21t E 一 
” = aja = ; P22 — pui = — cos Ot 


p21€ 
这 结果 表明 外 场 再 已 通过 o-27 P 将 状态 pos» BAERT. sb E 为 场 强 
E 的 振幅 . 耦合 后 ， 状 态 |2 > 与 |1 > 间 存 在 一 定 的 相干 性 ， p12 天 0; 而 粒子 又 在 上 能 
级 (A —1) 与 下 能 级 (A — —D 之 间 来 加 聚积 着 ， 频 率 为 N 


Sw #0 
gy le 


(a) 
图 3.1 二 能 级 系统 的 矢量 表示 


还 应 注意 到 ， 对 于 共振 情形 ， 若 取 浦 场 振幅 ES 随时 间 t 而 变 ， 很 明显 ， Rabi 频率 
Q 也 将 随时 间 而 变 ， 即 02 Q0). 这 种 情形 也 可 严格 来 解 ， 只 需 引 进 参量 z= | nat 
0 
| 
BURET, TSE = 0 情况 下 的 (3.1.2) 式 、 [ne 实际 上 就 是 下 面 要 讨论 的 交 
0 
脉冲 的 面积 . 


3a 4r 5 


| ; | 
Ay | 


| l PSU 


NAVAS, NNUS 


H32 粒子 反 转 数 A 随 Bt 的 变化 曲线 
(&8 Gibbs [6]) 


0. 15 
Q! 一 一 em 


对 于 非 共振 情形 ， 粒 子 反 转 数 A 对 时 
间 t 的 依赖 关系 可 按 (3.1.5) 式 的 R 分量 
直接 写 出 ， 即 为 8t 的 周期 函数 ,图 3.2 给 
出 W 即 Rs 随时 间 t 的 变化 曲线 ， 最 高 的 
为 共振 曲线 fw = 0, 稍 低 的 一 条 曲线 失 谐 量 
为 6w = 02€. 以 下 各 曲线 的 失 谐 量 依次 为 
fw = 0,1.20,20,2.20. 图 3.3 为 通过 共振 荧 


I zi z 到， 光 强度 随 光 脉 冲 面 积 的 变化 曲线 而 反映 出 来 
面积 的 反 转 粒子 数 的 变化 191. 
图 3.3 共振 荧光 强度 随 光 脉冲 面积 变化 的 些 线 
(&m [6]) 


3.2 Bloch 方程 及 其 解 


上 面 求解 了 不 含 闻 殉 系 数 的 密度 短 阵 方程 (2.6.16), SUR BEER E 3E BUR BUE (f| Bloch 
方程 (2.6.18). 仍 按 (3.1.1) 式 换 变数 ， 并 令 h = 示 ,Y2 = p, 则 由 (2.1.18) 式 可 导出 通常 
称 为 Bloch 方程 的 表 式 ~ l 


du - 一 + ówv 

di T 

dv L Ë wut QA (3.2.1) 
dt T UT 
dA A-Aa 

u oq Ww 


(3.2.1) 式 是 关于 uv, A 的 线性 微分 方程 组 ， 令 左边 为 0, 便 得 稳 态 解 ， 这 是 指 外 场 振幅 
为 常数 ( 亦 即 Rabi 频率 9 为 常数 ) 的 情形 . 这 组 稳 态 解 记 为 


= cA o 
FTR? 十 6 
lo 
Us = Aeg i f > 2 (3.2.2) 
Tn +ô C 
g + bu? 
As = Aer — 
Atn. 十 6c 
(3.2.1) 式 的 通 解 可 表示 为 稳 态 解 与 齐 次 解 (Aeg = 0) 之 和 ， 即 
u us du 
v |=| v+? (3.2.3) 


A ASA 
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将 (3.2.3) RARA (3.2.1) 式 ， 便 得 齐 次 解 (à, 0, A) 满足 的 方程 


T = —— é6uw6 
d 7 oq 

dv 6vü DÀ (3.2.4) 
di R VA 
dA A 

-0 

Ti T ” 


gt à,9,À x e", 代入 上 式 得 特征 根 和 的 方程 


c z) [名 x) (^*x) «ej * fw? (a+ x) 一 0 (3.2.5) 


由 (3.2.4) 式 组 的 第 一 和 第 二 式 ， 可 将 uo 表示 为 A Mg, BD. 


bw A 
= QF1/DY + 6u? 
(A+1/B)wA 
(M+ 1/T3y? + 6w2 
除了 一 个 任意 的 常数 外 ,对 应 于 特征 根 和 的 了 5 A 的 函数 值 都 是 完全 确定 了 . 这 任意 的 
常数 只 能 靠 uv. A 的 初 值 uo, vo, Ao KME. E 
bw 
-O+ 1T)? 3 bw? 
| (A; 4- 1/T2)0 
tT (A; + 1/15)? + ôw? 


则 由 (3.2.6) 和 (3.2.7) 式 得 出 对 应 于 A; 的 解 为 


gi 


(3.2.6) 


1 


v 


Ms 


(3.2.7) 


- ~ At - o ^ 

ti = üo”, ai = ai 和 Aoi 

- ~ Ait ~ Ñ 

Vi = Voie, Uo; = bi Aoi (3.2.8) 


Á; = Aoiexit， 1= 1,2,3 


初 值 为 
Ug = Vs 二 tol 二 o2 + os 
= usd ai Aoi RE 222 十 az Aog 
vo = v, +biÃo + baAoz + bsAos 
Ao = Asc Áo + Ao + Aos 


只 要 初 值 uo, vo, Ao 给 定 ， 便 可 解 (3.2.9) 式 ， 求 出 Ao1, Ao2,Aos, 再 由 (3-2.8) 式 ， 最 后 的 
通 解 可 写 为 


(3.2.9) 


u = us + > ose 


v = V, + 2, toe (3.2.10) 


A =A; s Ape! 


2 


X T Bloch 方程 的 解 ， 最 早 Torrey 用 Laplace 变换 的 方法 求 得 . 上 面 是 用 与 之 稍 
不 同 的 方法 得 到 的 ， 其 中 解 和 的 特征 方程 是 很 关键 的 . 现 讨 论 几 种 特殊 形 特征 根 入 ; 的 
解 . 

(1) SR NET. 一 般 来 说 ,每 一 次 碰撞 均 使 得 相位 关系 中 断 . 但 不 一 定 每 一 次 碰撞 均 使 
得 高 能 态 的 粒子 路 迁 到 低能 态 ， 故 有 五 >T 但 车 是 强 磁 挤 的 话 ， 则 每 一 次 碰撞 均 使 得 
粒子 能 态 发 生变 化 ， 则 T= Ty 这 时 特征 方程 (3.2.5) 的 解 为 

a=- o, ob admu 5 (3.2.11) 
T, T; 
(2) 共振 激发 (6w = 0). 易于 看 出 这 时 的 特征 根 为 


(3) 强 外 场 作用 . 在 强 的 外 场 作用 下 ， 我 们 有 
1 1 1 
>T >r= (去 -去 ) (3.2.13) 
Ji f (3.2.5) 可 写 为 
ES 2 2 1 V? 1 
(x) [e +9 + (+ 元 (+ 去 ) 


1 réw? 


和 十 去 -一 
T. Ar 1/T)0 t 1/7; - 
' gem + Um) 


| (3.2.14) 


B T» Q2 + w? 


3.3. 线性 吸收 与 饱和 吸收 


前 一 章 导出 在 弱 场 作用 下 的 线性 极 化 与 极 化 率 ， 极 化 率 的 实 部 和 姬 部 分 别 表 示 色 散 
与 吸收 系数 ， 与 外 场 无 关 . 但 在 强 场 作用 下 吸收 系数 会 随 着 场 的 增加 而 下 降 ， 这 就 是 通 
常 所 说 的 吸收 饱和 现象 . 

在 各 向 同性 介质 中 , 极 化 P RCERTER E B P = xO) 0 为 标量 ,参照 
(2.5.36) 式 可 写 为 


1 1 H 
(1) 一 -1 二 2]| | -~ +- - 
X Nh 2- 3 Ima] | 去 一 w) — VYna t (Wna + w) + Yna 


~ N yo nol ne N Sena lenol (3.3.1) 
— 8h Wa — W? — 2i. 3h wW Wna — W — fna | 


式 中 因子 1/3 的 引进 是 考虑 到 由 基态 a 向 激发 态 n 的 跃迁 ， 包 括 各 磁 分 量 能 级 m, 平均 
来 说 仅 有 1/3 的 跃迁 产生 的 偶 极 矩 的 方向 平行 于 入 射 场 的 偏振 方向 ， 并 对 线性 吸收 作出 
贡献 。 又 参照 (2.5.39) 式 ， 线 性 吸收 系数 ao 为 


ao —2n"ufc , n" = 2rIm xP (w) (3.3.2) 
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引进 振子 力 fna 及 规 一 化 线 型 g(w 一 Una) : 


2muna [Uns]? 1 Ya 


Jra = ^ 3h? ^ g(w — Wna) = Tous (Wna — w)? + ya (3.3.3) 
在 文献 [22] 中 证 明了 Y faa = 1. 由 (3.3.1) (2.3.3) 式 ， 得 
2 
Qo = 5 Pa NE lisna ~ w) (3.3.4) 


me 
n 


当 wna - w — 0, 并且 只 考虑 二 能 级 即 基态 与 激发 态 ， 则 (3.3.4) 式 求 和 号 S 可 去 掉 ， 则 


471Una|u|? N 
o 3 下 cyna 


(3.3.5) 式 与 下 面 的 ao 相 比 ， 差 一 因子 1/3, 理由 如 上 所 述 . 


当场 强 进一步 增 大 时 ， 我 们 将 看 到 吸收 系数 a 并 不 是 一 个 常数 ， (3.3.5) 式 已 不 适 
用 . 这 时 有 


(3.3.5) 


P = Níunpi2 + 412021) 


—iw3,t 


= N(j21012€ + N12021€ 1f) 


u—iv i UH jo 
= N c 73 € 21t tma, € ") 
= xEe "tcc (3.3.6) 
将 (3.3.6) XP u,v H (3.2.2) 式 的 稳 态 值 us v 代入 ， 便 得 极 化 率 及 吸收 系数 为 
x= Nubi —Aeg(bw + i/Ta) 
h 去 TORO + bw? (3.3.7) 
a = Im [(1 + 41x)!/?] ~ 4 Imx 


由 此 得 弱 场 作用 下 的 共振 吸收 
70 - -ETL AN p21T2/h (3.3.8) 
而 强 场 作用 下 的 极 化 率 
=V Dt 
x= ånwai/c 1+ 6w?T2 + VTT (3.3.9) 
若 定义 饱和 吸收 场 强 E, 为 
h . 
PN 
IE. = 4u2, Ty T; (3.3.10) 
则 有 
PTN = E (3.3.11) 
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由 (3.3.5) SUE HH, 243938 E < 饱和 场 强 E, 时 ， 极 化 率 x 与 弱 场 情况 下 极 化 率 (2.5.37) 
式 相 近 . BI E Es 时， 如 图 3.4 所 示 ， 极 化 率 的 实 部 与 虚 部 均 明 显 表现 出 随 场 强 增 
大 而 下 降 的 趋势 ， 这 就 是 饱和 吸收 现象 . | 


Q? TT; ««I 


Q'7T7,-2 


QUAT,««i 


Q'7T,7,22 


AT; & (u —w,,) T; 


图 3.4 极 化 率 随 场 强 的 变化 曲线 


34 光学 章 动 与 自由 感 生 衰变 [~? 


前 面 已 提 到 由 原子 共振 荧光 强度 随 激发 光 脉 冲 面积 的 周期 变化 来 判定 反 转 粒子 数 
是 以 Rabi 频率 O 在 脉动 (如 图 3.3). 但 这 方法 毕竟 有 些 间 接 ， 而 且 输 入 脉冲 场 强 要 足够 
强 . Rabi 频率 也 要 足够 大 ， 0» 1/Tz, 否则 由 自发 辐射 引起 的 高 能 态 粒 子 的 误 变 就 要 
将 频率 为 0 的 荧光 强度 脉动 掩盖 掉 . 为 了 直接 观察 反 转 粒子 的 脉冲 ， 实验 上 曾经 采用 
CO» 激光 通过 分 子 气 体 CI HSEÜ, 使 得 非 均匀 加 宽 的 吸收 谱 线 中 与 CO2 激光 为 共振 的 


” 那 部 分 分 子 发 生 饱 和 吸收 ， 然 后 再 加 上 一 个 方 波 Stark 场 以 使 原子 能 级 发 生 移动 . 这 样 


一 来 ， 本 来 与 COs 激光 为 共振 的 那些 原子 突然 变 得 不 共振 了 ， 失 谐 量 大 小 决定 于 Stark 
场 产生 的 移 位 .这 一 部 分 原子 的 Bloch 矢量 在 坐标 系 (1, 2, 3) 绕 矢量 厅 进 动 . 又 注意 到 
坐标 系 (1, 2, 3) 是 以 w 角速度 绕 轴 3 旋转 的 . 绕 有 的 进 动 与 绕 轴 3 转动 , 便 形成 也 绕 
轴 3 的 章 动 . 在 章 动 过 程 中 ， 反 转 粒子 数 ， 即 Rs 分 量 ， 以 6 频率 在 脉动 ， 由 此 发 出 的 荧 
光 强 度 也 是 以 同样 频率 在 脉动 .通常 是 将 饱和 吸收 原子 的 辐射 与 经 过 Stark 移 位 原子 的 
辐射 拍 频 检测 ， 将 宽 的 CO 激光 信号 检测 出 来 .， 

在 这 类 实验 中 有 两 种 工作 方式 . 第 一 种 是 在 开始 时 分 子 与 CO2 激光 为 失 谐 ， 基 本 上 
处 于 基态 . Bloch 矢量 的 值 为 (0,0, 一 1), 然后 将 方 波 Stark 场 加 上 ， 并 控制 场 的 大 小 ， 使 
得 分 子 能 级 在 移 位 后 恰 与 COz 激光 共振 ， 显 现 出 强 的 吸收 ， Bloch 矢量 绕 D 轴 章 动 ， 
吸收 表现 出 调制 ， 见 图 3.5/5, 上 面 为 调制 吸收 图 ， 下 面 为 方 波 Stark 场 图 ， 这 就 是 光学 
章 动 实验 . 第 二 种 恰 相 反 ， 分 子 在 开始 时 与 激光 共振 ， 处 于 饱和 吸收 ， 设 AS = 一 1, M 
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B (322)5k, &e—0, H 
A mum. (3.4.1) 


24E 


当场 很 温 时 ， Q= —— > z 去 As c0, 加 上 方 波 Stark 场 后 ， 分 子 能 级 发 生 很 大 移 位 ， 


远离 CO 激光 共振 当 sw > QA. —1, 即 原子 由 激发 态 感 生 辐 射 回 到 基态 . 这 种 感 
生 辐 射 最 早 在 磁 共 振 实验 中 被 观察 到 ， 称 之 为 自由 感 生 训 变 . 现在 又 在 光学 实验 中 被 观 
察 到 了 ( 见 图 3.6)[al, 其 吸收 由 极 大 恢复 到 几乎 全 透 ， 同 样 也 有 调制 现象 ， 可 用 Bloch 矢 
量 绕 8 = V6w? 十 02 ~ bw 轴 的 进 动 予 以 解释 . 进 动 结果 使 反 转 粒子 数 脉动 ， 并 导致 吸 
收 的 调制 波形 ， 


"BS /— 时 间 (us) 


图 3.6 用 10.6 p 激光 ， 并 加 上 Stark 场 观 察 到 的 
图 3.5 加 上 Stark 场 观 察 到 的 光学 章 动 示意 图 自由 感 生 训 变 示 意图 
(参照 Bewer 等 [8]) (参照 [8]) 


3.5 d Xm xr di 


Hh T 43058 Bloch 方程 ， 比 原来 的 方程 复杂 ， 只 在 外 场 振幅 £ 为 恒定 时 ， 才 
能 得 到 上 节 所 述 的 解 . 如 果 E ROUES 求解 就 很 困难 . 不 过 当 外 场 变化 很 慢 ， 而 失 谐 
fw 3 Q = 2p£ fh, W B = (Go. 3 Q2 ~ bw, 这 样 就 可 以 认为 Bloch 矢量 总 仍 绝热 跟随 
地 绕 B(—Q,0, 6w) SS ERES ( 见 图 3.7). 又 车 忽略 掉 HE EKkBId fio, M 


无 阻尼 的 Bloch 7j Bx 的 解 可 从 图 3.7 中 得 出 为 
-0 v=0 


/i C 2 | 
Qr ów (3.5.1) 


ów 


VOE 4 RU 
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更 为 详细 的 解析 处 理 是 Crip 做 的 po. 他 的 
做 法 如 下 : 
首先 将 Bloch 方程 重 写 为 


d . 1 . , . 
gT iv) 三 一 (去 ibo) (u — iv) - iQA 
(3.5.2) 
d 


1 


(3.5.2) 式 的 解 为 


t 
u— iv 一 f [iN A(t et tH- gu 


(3.5.4) 
然后 通过 部 分 积分 ， 并 假定 
图 3.7 Bloch 矢量 Ks B Aam 
1 4. d* 
Iq; * i6 > gr LA (3.5.5) 
略 去 n 高 于 2 的 项 ， 便 得 
u- iv = —4—- fas- ~= zan) . (3.5.6) 
+ + 
按 (3.5.3) 式 ， 并 应 用 绝热 跟随 不 等 式 0 > 1/7, 便 得 
d 1 dn 
ges) = -Q EG — Ae) em T Ak 
dn 
~ -Pv +A (3.5.7) 
代入 (3.5.6) st 3E E [o] > n 便 得 
2 29 | pao $9 _ RN 
Verg [(6w)2 + Q2]? dt (3.5.8) 
Vw 4- ( 


除了 wv 分量 外 ，%% 与 A 同 于 按 几 何 关系 得 到 的 (3.5.1) R. 
上 述 绝 热 跟随 近似 ， 也 称 之 为 淄 渐 近似 ， 在 分 析 实 验 结 果 时 甚 为 方便 . 


3.6 光 脉 冲 传播 的 面积 定理 


现在 我 们 通过 解 Bloch 方程 来 讨论 另 一 个 有 趣 的 问题 ， 即 在 吸收 介质 中 光 脉 冲 的 形 
成 与 传输 . 首先 我 们 根据 无 阻尼 的 方程 (3.1.2) 来 证 明 
du? do dA? 
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m = (pue + pe (po, e 7t 4 pige) 
= Pa + piz + pupae + papie" 


i 水 Dt 


2 2 2 * ,—1i2wt 
7 = Q5 t Piz — £12024€ 一 921p12€ 


故 
u? -E v? + A? = 2(95, + pia) + (p22 — 91)? 
对 于 纯 态 来 说 ， 有 
p21 = Piz = (C4C1)(C2€C1) = CC2CTYC1 = p22p11 
代入 上 式 ， 得 


u? to? +A? — (poo - 1)? = 1 


Blu? - v? - A? 守恒 乃 无 阻尼 情况 下 的 几率 守恒 . 
现 进一步 讨论 无 阻尼 情况 下 方程 (3.1.2), B 


du 

dt^ fwv 

dv 

d^ —ówu + QA 
dA 

dt -Qv 


的 解 . 对 共振 激发 情况 6w = 0, (3.6.4) 式 的 第 二 、 三 式 给 出 

v(t, 2;0) = — sin (t, z) 

A(t, 2;0) = — cos b(t, z) 

6(t,z) = f N Q(t, z)dt' = i n S p£ (t, z)dt' 
对 于 一 般 的 失 谐 情形 (6w 关 0) 的 解 v(t,z;6w), 可 用 分 离 变量 的 形式 表示 为 
v(t, z; ôw) = v(t, 2;0)F(6w) 
将 (3.6.7) 式 代入 (3.64) 式 的 第 三 式 ， 并 积分 得 
A=_F(6w)cos0 + F(&) — 1 
又 由 (3.6.2) 式 的 第 二 式 ， 得 
一 F(iu)jcosbQ = —&wu + N|~F (ôw) cos 0 + F(6) — 1] 


Bp 
wu = Q|F (w) — 1| 


代入 (3.6.4) 式 的 第 一 式 ， 便 得 
Bwi = ÖF (bw) — 1] = —(6w)? sin OF (bw) 


即 


(3.6.2) 


(3.6.3) 


(3.6.4) 


(3.6.5) 


(3.6.6) 


(3.6.7) 


(3.6.8) 


(3.6.9) 
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8 -— l sin = 0 
T 
3l (6w)? F(5u) Pleu) = 1 (3.6.10) 
i — 1+ (rw)? 


T2  1-— F(&w) , 
(3.6.10) 式 的 解 一 般 可 通过 椭 贺 函数 来 表示 . 车 边界 条 件 给 定 为 E=£=0, M t= coo, 
则 9 的 解 可 表示 为 | 
0(t,z) = 4tan ! [ep ( =] 
h . (3.6.11) 
E(t, z) = 2i sech (=>) 
HT T 


这 就 是 McCall 与 Hahn 得 到 的 著名 的 sech Jt Bk Peg U:121.9 与 2 对 空间 坐标 z 的 依赖 关 
ARET tot. 在 求 得 9 解 的 基础 上 ， 可 代入 us vs A 的 (3.6.7),(3.6.8),(3.6.9) 诸 式 , RE 


276w sech t — to 
57 IF (rów)? Tj 


2 t — to t— to 
= 一 一 一 sech .0. 
"Til m sec ( z ) tanh ( - ) (3.6.12) 
2. 2 t — to 
入 = 一 1 十 ye i (=>) 


这 个 光 脉 冲 的 求解 过 程 , 根本 没有 涉及 解 光 脉 冲 传播 的 Maxwel 方程 , 就 将 光 脉 冲 形 
状 按 (3.6.11) 式 确定 下 来 了 . 从 求解 过 程 来 看 ， 将 v( 2; 60) 写成 分 离 变量 的 形式 (3.6.7) 
以 及 给 定 边界 条 件 ， 当 t= 土 oo M, £—£—0 是 关键 性 的 步骤 , 因为 这 样 就 限制 了 求解 
的 范围 . 最 后 得 出 的 是 不 明显 依赖 于 空间 坐标 z, 站 在 任 一 点 进行 长 时 间 观 察 均 能 得 到 
同样 的 稳定 的 脉冲 波形 .这 个 波 在 空间 的 传播 没有 变形 ,振幅 没 有 衰减 ， 以 匀速 向 前 平 
B. 但 若 将 这 无 阻尼 的 Bloch 方程 解 代 入 Maxwell 方程 中 ， 情 况 会 是 怎样 的 呢 ? 是 满足 
或 不 满足 呢 ? 要 清楚 回答 这 向 题 ， 只 能 借助 于 由 McCall 与 Hahn 证 明了 的 面积 定理 ， 

现 从 电磁 波 在 非 线性 介质 中 的 传播 方程 (2.1.13), Bn 


c 8g 


(D a 4r PË 
( V ) E S (3.6.13) 
出 发 . 下面 为 了 方便 起 见 ， 去 掉 方程 (3.6.13) 的 矢量 符号 ,并 将 场 强 E 及 极 化 P 写成 慢 
变 振幅 形式 
E(z;t) = £e Fez et)yri(et) 十 ce. 


P(z,t) = noun(p9n- pii) 


(3.6.14) 
二 ; {us, t) + iv(z, t)]e! Uo 770090 十 ce.) 
将 (3.6.14) RARA (3.6.13) 式 ， 并 用 慢 变 振幅 近似 得 
JE  n8OE€ TWO op nag Two 
dz'c8t ne Lt 22) = me (3.6.15) 
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著 考 虑 到 介质 是 非 均 匀 加 宽 的 ， 与 E 波 相 互 作 用 的 原子 的 共振 频率 w = wo 十 Aw 在 
g(Aw) 非 均匀 加 宽 内 分 布 ， 相 应 的 极 化 P(Aw, z, t) 28 


P(Au, z,t) = nop [p21(Aw,z,t) + pi2(Aw, z, t)] (3.6.16) 
= not [p21(z,t) + p12(2,t)] g(Aw) 
于 是 P(z, t), u(z, t), v(z, t) 就 是 对 g(Aw) 线 宽 内 各 种 原子 的 贡献 求 和 ， 即 
P(z.t) | P(Aw, z,t) 
u(z,t) | 一 u(A^w,z,t) | g(Aw)dAw (3.6.17) 
v(z, t) QV v(Au,z,t) 
3b E A E B vb TEUER A 
。 . 24 I ga 
A= lim 82,1) = Jim “E f £(z, t')dt (3.6.18) 
两 边 对 z 求 微 分 ， 得 ， 
dA  . 2H 9 hal 
dcm a Ent (3.6.19) 
将 (3615) 式 第 一 式 代入 (3.6.19) 式 中 É, AA 
dA to o ; 3E 2 
d ^ im QU (6 fos z t o e] X 
. 2 2 
X 
oo t ' 
«f o(awjdao f dt (Bos zt) (3.6.20) 
因 E(,oc) = £(z, -co) = 0, 故 方 括号 内 为 0. 又 将 式 中 必用 CE 代替 (参见 (3.6.4) 式 
的 第 一 式 ), 结果 为 
dA E —2rwoH lim n d^u ep dt oA, zt) A z,t) 
dz ^ nhc i-—oo 
—2 (A 
= TETH lim 三 [u(Ac, z, t) — u(Aw, z, —oo)] 
= cma og lim «d. dAUS g( Au gU) Aw, zt) (3.6.21) 
因 当 上 一 co 时 ， £(2,0 50, m (3 38) x u(Av, 2, — oo) — 0. 故 可 选择 to, 24 t > to Bf, 


E ~ 0, u(Aw,z,t) RE RI to IER u(Ausz D), o(Aw, z, t) KER. 因 这 时 无 阻尼 的 Bloch 7; 
r | 

C —Awv ， -Aw (3.6.22) 
易于 解 得 


u(Aw, z,t) = u(Aw, z, to) cos Aw(t — to) -- v(Aw, z, to) sin Au(t — to) 


(3.6.23) 
v(Aw, z, t) = —u(Au, z, to) sin Auw(t — to) + v(Aw, z, tg) cos Aw(t — to) 
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将 (3.6.23) 式 代 入 (3.6.21) 式 ， 并 注意 到 oa to), v(Aw, z to) 分 别 为 Aw 的 奇 函 数 与 
BEŽ, ETERA 


| Ou | 
u(Aw, Zy t) z (5) Awo -Aw 
v(Aw, z, t) c v(0,z,t) 


Jim. ü MBit) cos Aw(t 一 如 )dAw ~ Jim 3C s AC X 0 
lim. - A z to) c Aw(t to)dAw ~ ro(0, z, to) 
其 中 v(0,2,to) 可 由 无 阻尼 且 共 振 的 Bloch 方程 求解 为 
i 59A , E = (3.6.24) 
A=Aocosb(zt) , v= Aosin6(z,t) 
设 初始 时 原子 处 于 基态 ， 则 
| Ao = nop(p22 — 911) = -Nop (3.6.25) 
v(0, z, tp) = — Nop sin (z, to) 
最 后 将 (3.6.25) 和 (3.6.23) 式 代入 (3.6.21) 式 ， 得 
dA A ， ap = tN (0) (3.6.26) 


dz 2 


这 就 是 由 Maxwell-Bloch 方程 求 得 的 面积 定理 1021. 
现 仔 细 分 析 这 一 定理 的 物理 含义 . 首先 ， 当 面积 A 很 小 时 ， sin A ~ A, 解 (3.6.26) 
式 ， 得 


nhc 


A(z) = A(0)e-?e7/? | (3.6.27) 
这 表明 脉冲 按 e2(z) = &?(0)e779* 衰减 ， ao 正好 是 线性 吸收 系数 . 当 AWAK, WKI 


sin 4 


小 ， 按 (3.6.26) 式 为 对 弱 信 号 吸收 的 一 一 倍 . 特别 是 当 4= ma 时 ， dA o 光 脉冲 可 


dz 
以 完全 没有 损耗 地 通过 吸收 介质 . Mom T" A 有 一 小 的 扰动 6A, B 
dóA a. a 
有 -了 sin(mz 十 54) = 594 (3.6.28) 
将 是 不 稳定 的 ; 但 当 m 为 偶数 时 
d64 o. a 
dz = T3 sin(mr + 6A) 一 -7304 (3.6.29) 


就 是 稳定 的 了 ， 故 稳 态 光 脉 冲 要 求 4 = 2nz. 如 果 光 脉冲 的 初始 4 还 不 是 2n7， mA 
传输 过 程 中 ， 它 会 改变 其 幅度 与 形状 ,逐渐 向 稳 态 值 2n 趋 近 . 故 面积 定理 预示 了 一 
演化 过 程 ， 由 初始 的 面积 向 最 近 的 2mx 面积 演化 ， 图 3.8(a) 中 给 出 了 4 的 演化 方向 " 
初始 A 值 1.17,0.9r 分 别 向 2,07 演化 ; 图 (b) 为 相应 的 光 脉 冲 演化 - 
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A (0)z: 1,1 


(b) 


H8 BHGEUIESUEEUEH 
(a) 面积 A 的 演化 方向 ，(b) 光 脉 冲 的 稳 态 脉冲 演化 在 不 同 丰 离 时 的 波形 
(5 R McCall 4 [12]) 


对 于 4 = 27 稳 态 脉 冲 的 前 半 部 ， 即 由 E(z, —00) ~ 0 到 峰值 E， — Elz, tm), RFE 
收 了 光 脉 冲 的 能 量 ， 由 基态 跃迁 到 激发 态 . 在 光 脉 冲 的 后 半 部 ， 即 由 上， 到 £(z, co), 原 
TOS IB BE SEXE Fe] 3 Ag 这 种 现象 被 称 为 自 感 透明 ， 也 已 为 实验 所 证 实 . 图 3.9 给 
出 “Hg 激光 脉冲 通过 87Rb AUGERE I, 共振 吸收 波长 A 二 7947.7À. 图 中 给 出 
元 线性 运 过 素 与 输入 光 单位 面积 能 量 间 的 关系 ， 脉冲 宽度 了 = 7 x 10755, 碰撞 失 相 时 间 
Tj 二 55 x 10-9s, 自发 辐射 寿命 Ti —40x 10755, CE 7 < Te T, 无 阻尼 的 分 析 是 适用 
的 ， 低能 量 密度 时 的 线性 透 过 率 很 低 ( 0.7 %), 实 线 表示 按 平面 波 计 算出 来 的 理论 信 ， 
有 三 个 平台 分 别 对 应 于 2r, 4r, 6r 稳 态 脉冲 ， 透 过 率 最 大 达 90%, 实验 点 与 理论 曲线 比 
较 ， 基 本 相符 . 

综 上 所 述 ， 我 们 开始 由 解 无 阻尼 的 Bloch 方程 得 出 稳 态 的 sech 脉冲 ， 后 来 又 从 更 为 
一 般 的 Maxwell-Bloch 方程 得 出 2nx 稳 态 脉冲 . sech 脉冲 实际 上 就 是 2r 稳 态 脉冲 . 
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3.7 相干 光 脉 冲 的 合并 、 分 裂 和 面积 演化 097 


关于 相干 光 脉 冲 在 吸收 介质 中 的 传播 ， 已 有 许多 作者 进行 研究 . 最 早 是 前 节 已 提 到 


的 McCall 和 Hahn?! fg Maxell-Bloch 方程 ， 发现 了 自 感 透明 现象 以 及 判定 稳 态 脉冲 的 
计算 输入 面积 
15 


— 理论 (均匀 平面 波 ) 


, 。 实验 〈 接 近 均 匀 平 面 波 ) 


输出 能 量 / 输 入 能 量 


0.4 


HE 0 T$ 
_ a uud 
° os 1.0 


图 3.9 激光 在 "Rb 燕 气 中 的 自 感 透明 
(参照 Slusher 等 [14]) 


面积 定理 . 相干 光 脉 冲 在 吸收 介质 中 传播 时 ， 会 形成 稳 态 脉冲 ， 其 波形 是 双 曲 线 正 割 函 
数 ， 稳 态 面积 是 2nr(n = 0,1,2,.- 小 这样 的 脉冲 在 传播 过 程 中 ， 波 形 、 能 量 都 不 会 发 生 
变化 . 如 果 入 射 脉冲 面积 不 是 稳 态 值 ， 则 随 着 传播 距离 的 增 大 ， 脉 冲 面积 趋向 稳 态 值 ， 
并 且 会 出 现 脉 冲 分 裂 现象 Mn Rik ERAF 30). 一 般 来 说 ， X BOLICN BULIN AUR 
的 中 间 过 程 只 能 依靠 数值 模拟 求解 . 

基于 光 与 二 能 级 原子 相互 作用 模型 ， 可 导出 在 一 般 条 件 (ilt Aw 20, ER JE vi # 0, 
3518 Ya Z Yo 70) 下 的 光 与 原 子 相互 作用 孤立 波 方程 h819]. 也 可 在 计算 机 上 进行 数值 模 
拟 ， 研 究 孤 立波 解 的 演化 过 程 ， 主 要 有 光 上 脉冲 的 合并 和 分 型 现象 ; 光 脉 冲 的 面积 随 传播 
距离 的 演化 ; 脉冲 宽度 的 加 宽 与 压缩 . 计算 结果 表明 ， 除 了 获得 文献 [14] 中 报道 过 的 于 
冲 分 裂 结果 外 ， 还 获得 两 个 脉冲 合并 为 一 个 光 脉 冲 ,， Wd S I LESE [EE 
落地 趋向 稳 态 值 2n7 的 结果 ， Do 


3.7.1 光 与 二 能 级 原 于 系统 作用 方程 
”参照 (2.4.6) 式 ， 可 写 出 二 能 级 系统 的 Schrödinger 7; 05:19 


(& + iwa 十 x) a 一 it [E exp(— wot + ikz) + c.c.] b 
9 (3.7.1) 
ILI Pic popii a reele 
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AP, ab 分 别 为 原子 的 上 、 下 能 级 波 函 教 ;， 五 为 a,b BESR IRL TURAE 5 vum 为 上 、 
PRÉCISE ERE wo 为 光 场 的 中 心 频 率 ; k HRR; oa oV 为 上 、 下 能 级 对 应 的 频 


率 . 令 ( iwot — ikx — iwg 十 iot, 
一 — ———— — —ÓMM ÁáÀÀ€— vU 
a = exp . 2 2 1 | 
b = exp( IKE _ Wwa tiw YS (3.7.2) 
2 2 
.= iwo iwa — Wb 
0 一 
, 2 2 


XB. e 为 光 场 的 频率 ; vuu 是 波 函 数 慢 变 部 分 ， 与 a,5 只 差 一 个 位 相 因 子 ， 具 有 几 
率 振 幅 的 意义 . 将 (3.7.2) 式 代 入 (3.7.1) 式 ， 并 取 旋 波 近似 ， 得 


à į 
ILES t) v = itm 


ð 7 
(3 -5+ 2) n= iEn 


同样 由 光波 在 介质 中 的 传播 方程 (2.1.9), 并 加 上 阻尼 vis 有 


(3.7.3) 


9? ð 2? mE 8P 

— + 2w -— t e] = -4r 
( 十 27 区 sa) [E exp(~iwot + ikx) + c.c.] 4n (3.14) 
P= Noji(ab* + a*b) = Pexp(iwot) 


这 里 No 为 总 的 粒子 数 密度 ， 对 (3.7.4) 式 用 慢 变 振幅 近似 : 


8E jp ŽE oe OE Zw oE, ŽE «we 
ðr 8x ðr’ ðt aaz ^" 5 


和 旋 波 近似 ， 则 (3.7.4) 式 就 变 为 


9 ð 
(s Tel + n) E = inv? Nopviv$ /wo (3.7.5) 
T 


(0€ E =ipE/h, JE EAE BAR AR =x, i—1— r/e, $ p= 2ruo Nop? /h, f 
(x 一 i+ x) v = E*n (3.7.6) 


(3.7.6) 式 就 是 我 们 的 基本 方程. | 
3.7.2 光 脉 冲 传输 计算 的 差分 格式 与 计算 参数 的 取 定 
对 于 共振 情形 5 = 0, (3.7.6) 式 的 各 变量 可 取 为 实数 : 


(& + 2) va = Ev (3-7.7) 


o 
gie 
十 
S 
LÁ 
Qe 
il 
| 
E 
E 
* 
局 
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面积 表达 式 为 
A-2 J Edt (3.7.8) 


M y.— 3 = 二 0 时 ， (3.7.7) 式 给 出 


ð 
aita 2-9 (3.7.9) 


B-doidSTycrp. 为 了 保持 粒子 数字 恒 条 件 (3.7.9)， 且 差分 方程 满足 Von 
Neuman 稳定 条 件 ， (3.7.7) 式 应 取 隐 格式 .至 于 计算 参数 与 初始 条 件 的 取 定 ， 为 了 便于 
输入 脉冲 a 面积 演化 答 出 脉冲 
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对 应 于 表 3.1 的 输入 脉冲 、 面 积 演化 、 输 出 脉冲 波形 


(Amg, mAg [15]) 
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比较 ， 我 们 参照 文献 [14] Hug e MOS HAB n, 吸收 盒 厚 d, 原子 密度 no REC CAS, 
最 后 算得 (3.7.7) 式 的 u = 4.27 x 1020 s-?, 初始 条 件 为 v1 = 0,02 — 1, 入 射 光 脉冲 在 边界 
RE Vi, Ya w 均 取 为 0. 


3.7.3 计算 结果 与 分 析 


在 共振 情形 (6 = 0), 按 上 述 差分 格式 与 参数 ， 对 方程 (3.7.7) 进行 数值 模拟 ， 主 要 结 
果 列 于 表 3.1 中 ， 其 中 (a)~ (d) 为 单 脉冲 输入 ， (e)~(g) 为 双 脉 冲 输 入 ， 图 3.10 中 给 出 
了 输入 、 输 出 脉冲 波形 以 及 脉冲 面积 随 传 输 距 离 的 演变 过 程 ， 其 中 为 场 振幅 ，A4 为 脉 
冲 面积 ，t 为 时 间 (ns),z 为 传输 距离 (mm). 入 射 脉冲 的 面积 大 小 见 表 3.1. 可 以 看 出 ， 不 
论 入 射 光 是 一 个 或 两 个 脉冲 ， 当 光 脉 冲 通过 吸收 介质 后 ， 随 着 传输 距离 的 增加 ， 脉 冲 面 
积 振 落 地 而 不 是 单调 地 ， 按 其 总 面积 大 小 趋向 不 同 稳 态 值 2n (n = 1,2,…). 与 文献 [14] 
不 同 的 地 方 在 于 脉冲 面积 振 菏 地 而 不 是 单调 地 趋 近 . 另外 ， 从 图 3.10(d) 可 以 发 现 ， 入射 
光 脉 冲 面 积 4 > 7 是 形成 稳 态 脉冲 的 阅 值 . 

为 了 在 计算 机 上 模拟 到 脉冲 合并 效应 ， 即 入 射 光 场 是 两 个 在 时 间 上 有 一 定 延 迟 (图 
3.10(e), (g) 为 10 ns,(f) 为 14 ns) 的 脉冲 ， 当 光 脉 冲 的 总 面积 4 满足 


T<4<37 (3.7.10) 


时 ， 它 们 通过 吸收 介质 合并 成 一 个 稳 态 脉冲 ， 面 积 为 2r. 按照 面积 定理 ， 入 射 光 脉冲 面 
积 4 满足 (3.7.10) 式 时 ， 只 能 形成 一 个 稳 态 脉冲 ， 这 就 是 图 3.10(e), (£), (g) 的 情形 . 

图 3.11 给 出 两 个 面积 为 “3 ”的 入 射 脉冲 形成 单个 稳 态 脉冲 时 电场 振幅 、 时 间 、 空间 
三 维 图 . 可 以 看 出 , 前 一 个 脉冲 基本 被 吸收 介质 吸收 , 而 后 一 个 脉冲 形成 2r 稳 态 脉冲 . 
图 3.12 给 出 脉冲 分 裂 时 电场 振幅 , 时间、 空间 三 维 图 . 因 入 射 光 脉冲 的 面积 为 13(> 37), 
故 应 为 两 个 稳 态 脉冲 分裂 后 两 个 脉冲 的 宽度 都 比 入 射 脉冲 的 宽度 小 ， 并 且 前 沿 变 陡 ， 
后 沿 拉 得 较 长 ， 前 一 峰 大 为 放大 ， 后 一 峰 相对 于 入 射 峰 脉 冲 有 一 时 间 延 迟 . 


表 3. 共振 条 件 下 计算 机 模拟 的 结果 


SABNE 脉冲 个 数 | 输出 脉冲 宽度 
一 一 
E 


序号 


全 | 一 


表 3.1 中 均 是 按 阻 尼 及 弛 驳 为 0 的 情况 进行 数值 模拟 的 . 为 了 解 阻尼 及 弛 入 的 影 
响 ， 将 表 31 中 的 a 和 8g 两 例 ， 在 (3.7.7) 方程 加 上 阻尼 、 弛 更 重新 计算 ， 选 参数 为 : 
Ya = 0.119 x 105 /sm = 0,7; = 107/s. 计算 结果 表明 ， 阻 尼 、 弛 列 的 存在 ， 不 改变 相干 光 
脉冲 在 吸收 介质 中 传播 的 合并 、 分 袭 ， 而 脉冲 的 能 量 、 波 形 、 脉 宽 略 有 变化 . 
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传播 距离 


传播 距离 


电场 振幅 
€ (任意 单位 ) 


电场 振幅 0.6 
E (任意 单位 ) “ 


Oo — N w A 


t (ns) 


时 间 
8 16 24 32 40 48 56 64 时 间 4 8 12 16 20 24 28. (ns) 


图 3.11 双 脉 冲 合并 随 距离 的 演化 ) 


图 3.12 ”脉冲 分 裂 随 距离 的 演化 
( 取 自 [15]) 


( 取 自 [15]) 
3.7.4 频率 失 谐 对 相干 光 脉 冲 演化 的 影响 


图 3.13 为 有 失 谐 (5 = 0.2GHz) 与 没有 失 谐 相干 光 脉 冲 演化 的 比较 . 图 中 的 计算 结果 
表明 ， 有 失 谐 情形 ， 面 积 演化 规律 几乎 被 破坏 ， 并 不 像 共振 情形 的 面积 趋向 于 稳 态 值 . 
图 3.14(b) 计算 结果 表明 ， 脉 冲 合 并 在 失 谐 情形 也 开始 消失 . 


0 02 04 06 08 10 0 02 
xmm) 


图 3.13. 脉冲 面积 的 演化 (- - - 共振 情况 ， 一 非 共 振 倩 况 ， 4 = 0.2GHz) 
A 为 脉冲 面积 ， zz 为 传播 距离 


( 取 自 顾 敏 、 谭 维 翰 [16]) 
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20 40 
il (ns) 


图 3.14 输入 、 输出 脉冲 波形 (- - - 共振 情况 ， 一 韭 共 振 销 况 ， 6—0.2GHz ). 
E 为 电场 振幅 ( 归 一 化 单位 ) 沁 为 时 间 
(mA [16]) 


3.7.5 XPE BDN 染料 中 的 合并 与 分 裂 


图 3.15 为 观察 光 脉 冲 合并 与 分 裂 的 实验 光路 . 由 YAG H Q 输出 的 光 脉 冲 经 分 束 延 
R (15ns) FÆ IM, A BDN RRRA. 溶 于 二 氯 乙 烷 中 的 BDN 染料 在 YAG H Q 输 
出 1.064 有 吸收 峰 ， 近 乎 共振 吸收 ,图 3.16 上 面 为 进入 吸收 盒 前 的 双 脉 冲 登 加， 具有 双 
峰 结构 ; 下 面 为 经 吸收 盒 演化 后 的 波形 ， 只 有 一 个 峰 ， 另 一 个 峰 基本 消失 这 一 结果 表 
明了 脉冲 的 合并 图 3.17 为 两 次 实验 结果 ， 图 (a) 为 单 脉 冲 输入 ， 图 (b) 为 双 峰 结构 的 
脉冲 输出 ， 即 脉冲 分 型 . 


图 3.15 “ 光 脉 冲 合并 和 分 虱 的 实验 光路 
(B E AC, pm gas [17]) 


SN 
八 _ 


图 3.16 脉冲 合并 
aka [17]) 


图 3.17 Hem 
( 取 自 [17]) 


3.8 “ 准 二 能 级 ”系统 的 Berry 位 相 


上 几 节 主要 讨论 了 二 能 级 系统 的 密度 矩阵 方程 的 解 ,这 一 节 我 们 研究 “ 准 二 能 级 ” 系 
统 的 Berry 位 相 . 现 考 虑 一 自 施 为 1/2 的 系统 在 慢 变 磁场 B(i) 中 的 运动 、 自 施 与 磁场 的 
HEEM RE H= 9 局 .5.g AMARI H ERATEN E(B)  gBn, n=.. 
这 样 ， 参量 ROMAS BEITARE. (2.7.17) 式 中 的 VRH = Vg = 298, 而 
(Em — En)? = g?B*(m — n, n# m, m,n = +1/2. 不 类 一 般 性 ， 将 z 取 在 请 的 方向 
Bi Š = BZ, 自 旋 量子 化 在 z 方 向 ，< &le- " ; >= +, < STA 7 : >= 0, 于 是 
(2.7.17) 式 的 被 积 函数 


< m|VH|n > x < ni VH|m > 
V (B) E (Em ~ En y? 
= AB "nu 5 (< m|os|n >< n|e,|m > — < mloyln >< njos|m >) 
nm 
01, 
OU ispa? ; m = 1/2 
加 . 1 Id 
IM ; m 一 一 1/2 (3.8.1) 
mË on 


o = -Im a f f, qaz. B z) = —mfX(C) (3.8.2) 


RP, QUC) 为 闭路 C dE S RES IRI Eg B — 0 点 的 立体 角 ( 见 图 3.18). 车 磁场 扫 过 的 图 


锥 半角 为 0o, W 4 
B= B(Zsin ĝo coswt + Ẹsin bo sin wt + Zcos 00) (3.8.3) 


Q(C) = 2x(1 — cos ĝo) 


(3.8.4) 
Ym(C) = -2:1m(1 — cos ĝo) 
这 样 便 得 波 函 数 |w(T) > 与 |o (0) > 的 如 下 关系 : 
R(T) = R(o) 
wr) >= exp(-ih | dt, (ROI) expli (CODI) > (3.8.5) 
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这 个 方程 也 可 看 成 (2.7.8) 式 当 < n'à >= 0 时 的 解 
[n (T) >= er)? (0) > (3.8.6) 
Tomita 5j Chiao 等 zol 是 通过 光学 实验 观察 Berry 位 相 的， 他 们 讨论 的 系统 与 上 面 讨 论 
的 自 旋 为 1/2 的 系统 在 慢 变 磁场 中 的 运动 相当 . Chiao 与 Wu 研究 了 光子 的 自 旋 ， 光 子 
为 玻 色 子 ， 自 旋 s 为 1s(s 十 1) =2,sz = jp 有 三 个 分 量 ， 其 中 由 = -1 1 分 别 对 应 于 左 
旋光 与 右 旋光 ， 亚 = 0 对 应 于 纵 场 是 不 存在 的 09221. xc YR ME KE Ic. AR p=- l, 1 
与 电子 绕 磁场 B Bde. = -1/2, 1/2 为 相当 电子 在 磁场 中 的 哈密 顿 量 为 jg5 B 表 
征 光子 螺旋 性 的 哈密 顿 量 为 K ELK 为 材料 的 旋光 性 系数 . 光 的 总 哈密 顿 量 可 写 为 


= 


H = Ho K-K (3.8.7) 


光子 自 旅 态 的 运动 方 各 为 | 
FRET), e >= HK), >= (Eo + pK)IE(T),p > 
故 有 . n 
|k(7), p >= e XFPotefOr/^— (0), u > (3.8.8) 
AP, Yu 为 Berry WA Yy = 一 KLQ(C),C 为 波 矢 天 扫 过 的 闭路 C 的 立体 角 . 设 光子 进 
入 光纤 时 的 状态 为 线 偏振 光 ， 即 yy = 二 1l 的 右 、 左 旋 偏 振 光 的 释 加 态 为 
i 
lz >= zUt > +|- >} (3.8.9) 


Wi d J6 Sf rp £e Hj RREA m! 点 的 状态 为 
la >= A (erint > 4e Uo K)r hin. |. >) (3.8.10) 


ERF y- = -y WA |< glr > |? = cos2(K7 一 yy). 按 Malus 定理 :这 表明 偏振 面 也 
旋转 了 7 一 y+ AR, HP Km 与 旋光 系数 玉成 正比 , By 5 K Rr 6X 仅 与 光纤 
的 几何 形状 有 关 ， 如 果 光 纤 拉 成 一 直线 的 话 ， ?+ = 0, 如 果 光 纤 在 圆 管 上 绕 成 螺 线 形状 
( 见 图 3.19), W O(C) = 2r(1 — cos0),cos0 = P/S, 其 中 S 为 光纤 长 度 ，P 为 圆 管 长 度 . 
而 Berry 位 相 Y(C) = -AD(C) = 一 2xp(1 一 /3) = 士 ] 为 光子 的 左 、 右 旋 量 子 数 ， 通 过 
测 得 的 偏振 面 的 旋转 角 9 与 上 式 计 算得 到 的 Berry 位 相 7(C) 相符 Po. 


图 3.18 闭路 〇 的 立体 角 Q(C) 图 3.19 观察 Berry 位 相 的 实验 装置 示意 图 
(参照 Chiao 等 [20]) 
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第 四 章 BOLSA 


我 们 已 知 在 强 场 作用 下 ， 简 化 的 二 能 级 、 三 能 级 密度 矩阵 方程 可 解析 求解 ， 并 解释 
了 诸如 人 饱和 吸收 、 光 学 章 动 、 光 脉冲 形成 与 演化 等 现象 . 若 直接 求解 在 强 场 作 用 下 二 能 
级 或 三 能 级 原子 的 Schrödinger 方程 ， 也 会 得 出 许多 有 意义 的 结果 ， 并 能 引出 光学 非 线 
性 相互 作用 中 一 个 重要 的 概念 一 原子 的 级 饰 态 . 有 关 级 饰 态 、 部 分 级 饰 态 的 引入 及 其 应 
用 是 本 章 主要 讨论 的 内 容 A, 


41 二 能 级 原子 Schródinger 方程 的 解 


对 于 二 能 级 原子 ， 设 9 为 基态 ，m 为 激发 态 ， 则 相互 作用 方程 (2.45) 可 写 为 
loy 1 


åg = Hme am, åm = Hngen ag (4.1.1) 
当 该 原子 处 于 交 变 的 电场 中 时 ， 式 中 的 相互 作用 矩阵 元 
Him = Ha, = Hmg( Eet + E* e*t) (4.1.2) 


由 于 E(E-|Ele'*) 的 初 位 相 wp 可 通过 时 间 原 点 to 的 选择 而 消 掉 ， 即 ez = 1, 故 不 
失 一 般 性 ， 可 设 (4.1.2) SURE E= E, 并 令 me — Q,0 为 Rabi 频率 .将 (4.1.2) 起 
代入 (4.11) 式 ， 便 得 


NE -igle ilwmg—w)t +e metta, 
2 (4.1.3) 


dm 一 


— -5 Ue mto) + elema tla 


bp, eft 为 共振 项 ， eti(ometo)t 为 反共 振 项 、 前 者 的 贡献 是 主要 的 ， 后 者 是 
次 要 的 ， 这 从 对 时 间 的 积分 
f "-— B gam dut —1 
Jo C Xxua Ew) 
中 可 看 出 . 车 略 去 反共 振 项 仅 保留 共振 项 , 亦 即 采 用 通常 所 说 的 旋 波 近似 , 令 A = wwmy 
表示 光大 频率 w 相对 于 原子 跃迁 频率 wmo 的 失 谐 ， 则 (4.1.3) 式 可 写 为 


(4.1.4) 


à, = - feta, åm = -Eeto (4.1.5) 
* - 

a, 一 天 et a — K'e 0*5 (4.1.6) 
代入 (4.4.5) 式 ， 得 j 

K'- AK ， AO À)- ($) (4.1.7) 


入 的 两 个 根 为 
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^ / 
in E B Q0 V= (4.1.8) 
则 (4.1.5) 式 的 通 解 为 
a, (t) = erSt/2 (Ae ciu LA eiu 


ua ( A— A 4.1.9 
am(t) = e iM (A A ema 十 A gA ei) ( ) 


式 中 ， AA 为 两 个 任意 的 常数 ， 它 们 可 由 ay 和 am 的 初 值 来 确定 . 
42 原子 的 级 饰 态 
“ 绷 饰 态 ” 一 词 ， 强 调 了 强 场 的 作用 不 仅 影响 原子 在 能 态 间 的 跃迁 ,而且 通 过 (4.1.9) 


式 随 时 间 变 化 的 因子 表现 出 来 的 能 级 移 位 来 “修饰 ”原子 内 部 的 能 态 结构 ， 得 出 新 的 级 
Hp. 利用 通 解 (4.1.9) 式 ， 可 定义 原子 的 经 饰 态 为 D 


A,cd4BM? , A_= A 


1— A/Q l 14 A/Q' (42.1) 
ARLLDUL 1 Bae 
2 2 
注意 到 
A-Q, Ag HR an 
og Hi 3 7 (423) 
Arv, a A108 [AN — pi ME 
VV 3À 
DE IoEUE ps 
ag(t) 一 etet (iB eS t/2 + Alet? t/2) (4.2.3) 


aj (t) 一 —je At ( i24 cimus 十 ipi/29:9 12) 
EL dr er C Hr DRE GE OE. don] ERR RAT 一 = e 772, 级 饰 原子 的 波 函 数 方 
程 为 

Wm = am(t)e Emt/h, 一 AV? Yma 十 iB! sg 


! iu | 4.2.4) 
Vy = as (t)e Pst Pug 一 iB ys 十 AVI, up ( 
Pma = 6 i Ent/h- GA ear 26, 
= eiBmt/h-i(A/2- 0 [2t 
Pmp € u 
- ， (4.2.5) 


Pga — e ÉEst/h CA 2e /2)ty 
Paa — e VACCA 2-9 2), 

从 (4.2.4) 和 (4.2.5) 式 看 出 ， 诛 子 的 缀 饰 态 us 实际 上 包括 两 个 能 态 Vma, Wmo, 间距 为 
Y= V A? - O2. 其 中 Rabi 频率 1E HET 39:38 E, 故 这 一 对 能 态 反映 了 包括 原子 的 哈密 顿 
E Ho .原子 与 场 相互 作用 哈密 顿 量 H' 在 内 的 总 的 哈密 顿 量 Ho-- H' 的 状态 , 是 外 场 被 级 
饰 在 原子 上 的 状态 ， 故 称 之 为 组 饰 态 . EOM, Qe IP og = AL v À. 
由 (4.2.1) 3X; 48A 0,B 5 1. X gi (4.2.4),(4.2.5) R, 4 


. 87. 


de, ng = ie Entf 

Wy > bye = ie Eat Rus 
此 即 没 有 外 场 作用 时 ， H 之 0 的 原子 状态 ， 也 称 之 为 原子 裸 态 图 4.1 给 出 级 饰 态 
Vio; Vm, Vo; Vg 5 Us e Emt Ran, e Pot hag [E] H3 x 8E EAR. 


(4.2.6) 


eol © 


| 
| 
| 
sU D 
M H 
P D 
t ! 
tib» | wl | 
T 
slo 


图 4.1 aii RA BE RE 
(wf Tan Weihan, Lu Weiping and R. G.Harrison [2]) 


2n 
TU. 


3'8,,4 


图 4.2 (o, 8) 分 型 探测 图 4.3 吸收 谱 随 Q 的 变化 曲线 
(参照 H.R.Gray [3] ) 


在 强 场 作用 下 , 二 能 级 原子 状态 的 (a,6) 分 裂 最 早 由 Atler-Townes 研究 过 四, 也 称 之 为 
Atler-Townes 效应 . 这 已 在 实验 上 得 到 验证 4. 在 Atler-Townes 效应 中 , 探测 从 两 个 由 强 
场 联系 起 来 的 能 级 中 的 一 个 到 第 三 个 能 级 的 跃迁 ,预期 有 两 条 吸收 谱 线 .实验 是 这 样 设计 的 
( 见 图 4.2), 第 一 个 激光 ws 激发 钠 原 子 32S1j2(F=2, mp = 2) > 3?Pzja(F' = 3, mp = 3) 
跃迁 , 而 第 二 个 弱 的 探测 光 wa 探测 从 32P3yza(F' = 3, mp = 3) A? Dg (F" — 4, mpr = 
4) 的 吸收 . 所 观察 到 的 吸收 谱 呈 现 两 条 吸收 谱 线 . 用 共振 泵 浦 激 发 时 A =0, A= B = 1/2, 
这 两 条 吸收 谱 是 对 称 的 ; 而 用 偏离 共振 的 泵 浦 激发 时 ,， 则 是 不 对 称 的 ，A 关 0, AZ B. 两 
个 峰 的 间距 O' 与 理论 值 VA? 十 Q2 一 致 . 图 4.3 给 出 wp 与 原子 跃迁 频率 为 共振 , I FIRE 
浦 功率 Is 的 吸收 谱 测量 . 双 峰 间距 随 功 增 大 而 增 大 . 由 上 到 下 Ip 分 别 为 5.3mW /cm2， 
86mW /cm?, 470mW /cm?. 
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4.3 Cohen-Tannoudji B & ffi Js T 


上 节 “ 原 子 的 缘 饰 态 ” 是 指 场 与 原子 的 相互 作用 H 对 原子 的 “修饰 ”产生 的 “原子 
feo Ub 致 于 场 本 身 并 未 被 描述 ,而 由 Cohen-Tannoudji 的 级 饰 原子 概念 最 先是 从 
研究 原子 与 光子 组 合 系统 的 本 征 态 提 出 来 的 51, 组 合 系统 的 哈密 顿 量 HE = Ho H' e Hy, 
式 中 Ho 为 原子 的 哈密 顿 量 ，HE 为 光 场 的 哈密 顿 量 . 在 不 考虑 原子 与 场 的 相互 作用 时 ， 
组 合 系统 的 两 个 近乎 简 并 状态 可 写 为 


n >= esty, |n > 
|s, d (4.3.1) 
—twmt 


Im,n—1»-e umln—1> 


前 者 表示 原子 处 于 基态 ， 场 有 ?7 个 光子 ; 后 者 表示 原子 处 于 激发 态 , 场 有 nn 一 1 个 光 
T. 由 于 场 的 频率 约 等 于 原子 跃迁 频率 wg, WA By 十 niiw x Em (n 1)he. H 
lg,n >, lm,n 一 1 > 为 近乎 简 并 的 ， 在 计 及 相互 作用 E 后 ， 才 会 去 简 并 . 现 写 出 状态 
exp(i— — tlg, n > 和 exp(—it-2220|m,n — 1» BH H = Ho - H' 4- Hz KERET, 并 
求 其 本 征 值 和. 按照 通常 量子 力学 微 扰 论 ， 7 为 下 列 行列 式 的 根 : 
Ej-c(n-1he-hÀ | —-uagE(w) 
—Emg E (w) E, t nhu 一 hÀ 


=0 (4.3.2) 


1 _ 
+n- 5) A =w- wm 则 上 式 为 


-Aj2-A  -Qy2 
| / 2 |o ， Mt = 40/2 (4.3.3) 


-9/2 A/2-A 


对 应 于 本 征 值 A+ 的 本 征 函 数 分 别 为 


7 - At v ciot/2-iQt/2— iu, 
(A -r Oy - 0 
LU —iAt/2—i0't/2— isst 


一 Oe 
VA 062 02 


la, >= *ug|n > 


usn -12» 


4.3.4 
[8 一 0 eiAt/2-ius ( ) 


V (A 4 QY oz 
A+ g iMi Tri t2 iust 
(A - 0? +R? 
其 中 涉及 原子 的 部 分 也 能 从 通 解 (4.1.9) 式 得 到 . 
HEARE, Cohen-Tannoudji 的 级 饰 原子 是 包括 原子 与 场 的 态 ， 而 (4.2.4) 式 的 
级 饰 态 则 仅仅 是 原子 的 态 . 


tivoln > 


umln—1> 


44 原子 部 分 级 饰 态 及 其 展开 外 


我 们 在 第 二 章 用 微 扰 方 法 解 了 Schrodinger 方程 , 将 原子 与 场 相互 作用 后 的 波 函 数 用 
无 相互 作用 的 波 函 数 展开 . 这 虽然 提供 了 计算 各 级 微 扰 波 函 数 与 极 化 率 的 系统 办 法 ， 但 
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Ra& HIT 58 55 TÉDE. ODER CON, GX JRIKGUUERUTSGSRH T. 后 来 又 讨论 了 密度 和 矩阵 
Jj fé, "rau 3E E E A I ERG WE EXE PECES Fe RU E SUCRE. 但 也 只 适用 于 二 能 级 、 三 能 
组 原子， 对 于 多 于 三 能 级 原子 将 是 很 复杂 的 . 在 这 一 节 我 们 将 引入 原子 的 部 分 级 饰 态 ， 

并 以 此 为 基 , 修正 已 有 的 微 扰 展开 方法 ,使 之 适用 于 任意 场 强 ， 而 不 只 限于 弱 场 . 如 前 所 
述 ,包括 自由 原子 Ho 及 相互 作用 VV 在 内 的 哈密 顿 量 五 = Ho +V 的 Schrödinger 方程 为 


in = Hy = (Ho V) (4.4.1) 


u 为 自由 原子 的 本 征 态 Hou; = Eju;, 通常 的 微 扰 方法 就 是 用 wu; 作为 基 来 展开 的 ， 
这 样 的 展开 只 适用 于 弱 场 ， 因 为 wj 是 Ho 的 本 征 态 ， 并 未 反映 场 强 的 大 小 .对 于 强 场 相 
互 作用 来 说 ， 应 选择 与 场 强 有 关 的 基 ， 从 相互 作用 中 取出 一 个 部 分 5 与 Ho 并 在 一 起 ， 
用 以 确定 新 的 基 如 . 将 Schrödinger 方程 写 为 

Bw 
at 
5 即 从 六 中 取出 的 部 分 JH LU ET E e ER. 对 于 弱 场 情形 6 9 0, 99 一 uj, 538 
常 微 扰 理论 一 致 ，5 标志 场 的 强度 ， Wo 由 下 式 确定 : 


ih = [Hy +8) + (V — 6)y (4.4.2) 


ne- (Ho +8)’ (4.4.3) 
设 (4.4.3) RR RER AA 9, 将 (4.4.2) REWE v E 展开 


p = ant 
ay = af +al + .十 ai Le (4.4.4) 
&N = (ih) ‘< él? a? 


式 中 
4$ = Aj(t)u;(?) (4.4.5) 
6 一 经 给 定 便 可 解 方程 (4.4.3) (4.4.5) T. 
4.4.1 单 频 泵 浦 场 近 共 振 激 发 的 多 能 级 系统 
设 单 频 泵 浦 场 E(t) = Eo(e '"' + e'"*) 与 和 多 能 级 原子 的 m, g 能 级 为 共振 或 近 共 振 . 
相互 作用 哈密 顿 量 多 — —uE = -pEo(e 7 e). 5 算 子 由 下 式 定义 : 
Sum = —(1— B)usgE(t)u, 
tg = —(1— B) hgm E(t)um (4.4.6) 
óuj-0 , jzm,g 
式 中 ， 6(0 < 6 < 1) 为 待定 参量 ， 其 物理 意义 将 在 下 面 讨论 . 将 (445) 式 代 入 (4.4.3) 
àt- ES 0. 了 mg 


(4.4.7) 
—iBjt/h VERI) 
99 = ADuj(P) = et us (g) 
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RAL, = E449. — (1 — B) umg Eo(e ?"* + et)A9 

诉 40 = E,A0 — (1 — PuomEole :+ e""*)A9. 
由 方程 (4.4.7) 式 , 我 们 看 到 波 函 数 好 与 常见 的 微 扰 波 函数 的 基 同 ,这 是 因为 vs 能 级 已 
远离 共振 . 对 于 共振 能 级 m, 9 的 方程 (4.4.8), 可 用 旋 波 近似 来 求解 . 参照 (4.1.3)~(4.2.5) 
XX, XE (4.4.8) 式 的 解 代 入 (4.4.5) 式 中 ， 便 得 共振 相互 作用 波 函 数 为 


V9, = A pma + IBS 


(4.4.8) 


0 ipu 41/2 (4.4.9) 
Vs —1 Vya + Pap 
式 中 
Pma = e IEnt/h- i2 iua 
Va = eiBmti/h-iAt/2+iO t2 (4.4.10) 
Pya = e iEnt/h-iAt/2-iQ't/2,, eR 
ys = e Pot ni a, 
1— A/Q' NIW - 
a= ULM ; B= ; A =w — Ung 
(4.4.11) 


- 2umoE 
Q = A/A? Q2, — 8) ; Omg = r 


像 (4.24) 和 (4.2.5) 式 那样 ， (4.4.9) 和 (4.4.10) 式 所 描述 的 乃 激发 态 m 、 基 态 g 由 于 辐 
射 场 的 相互 作用 而 引起 的 (a, 8) 分 裂 ， 现在 的 部 分 级 饰 态 与 前 面 的 缀 饰 态 之 不 同 ， 仅 仅 
如 (4.4.11) XH (1 一 BQmg 来 代替 (4.1.8) 5X Q' 中 的 9 亦 即 有 1—8 部 分 相互 作用 能 
是 用 来 级 饰 原 子 ， 面 不 是 全 部 . 若 1--6=0, 便 是 微 扰 理论 的 结果 ， 没 有 场 能 用 来 缀 饰 原 
子 ; 1-80-—1, 便 基 全 部 相互 作用 能 用 来 缀 饰 原子 ， 即 前 面 (4.2.4) 和 (4.2.5) 式 所 描述 的 
原子 级 饰 态 ; 车 1 > 1- 8 > 0, 即 我 们 现在 讨论 的 原子 部 分 级 饰 态 . 

引用 部 分 缀 饰 态 (4.4.9) 式 ， 可 求 得 电 侦 极 矩 阵 元 如 下 : 


< 40 ler|UD >= umol Ae maset 4 Belmont) 
< Oler|JQ, >= usnm (Ae "most | Be S masat) 


由 6 算 子 的 定义 式 (4.4.6), 并 应 用 上 面 结果 ， 便 得 


< HV -6lvk >= AS At < u;|V — élus > (4.4.12) 
式 中 
Vi ; k |j 5 j k= ; j , k= 
culv -ia >= v. smg; jm g; 19 m 
j >, J=m,k=g,j=g,k=m 


现 进一步 讨论 参量 6 的 物理 意义 . 由 方程 (4.4.3) 与 (44.6),0 ~ 8)V. 即 为 用 来 级 饰 原 
子 的 那 部 分 相互 作用 能 . 车 取 8 = 0, 即 全 部 相互 作用 能 都 用 来 缀 饰 原子 ， 则 由 (4.4.12) 
式 ， 激 发 态 原 子 产生 跃迁 的 能 量 将 消失 掉 ， 妈 


< umlV 一 jug >=< ug|V ~ blum >= 0 (4.4.13) 
于 是 ,在 能 级 m 5j g 间 的 跃迁 将 是 不 可 能 的 . 严格 说 来 ， 这 样 的 选择 与 物理 事实 相悖 
Kj. 另 一 方面 ， 若 取 = 1, 则 又 完全 退化 到 无 织 饰 的 通常 的 微 扰 论 的 情形 ， 因 此 ， 部 分 
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Sum, BD 1 > 1 一 8 > 0, 是 唯一 与 物理 事实 相符 且 能 避免 微 扰 论 强 场 发 散 困难 的 可 能 选 
择 . 

8 的 具体 数值 可 通过 比较 由 部 分 缀 饰 态 计 算得 出 的 电 偶 极 矩 与 密度 矩阵 方法 求 得 的 
电 偶 极 矩 来 确定 ， 也 可 采用 统计 模型 来 确定 9l. 这 里 只 说 密度 矩阵 法 . 

对 于 二 能 级 原子 ， 其 电 侦 极 矩 的 期 待 值 为 


< p >®=< plerlph, > + < 机 erl%9 > (4.4.14) 
— A DA P UR RC RT 3 29 
Vm As n, | (4.4.18) 
Br (4.44) s, di 
1 ; ， 
Al = a] < v9, | — Ber Eole + e*t)? > dt 
ma Eo. // Ae mossa 9)t — Bellemp.sa -€w)t 
= pË : s ( + 2 (4.4.16) 
Wma, gp TY Umfigo — 
求 出 电 偶 极 矩 的 期 待 值 为 
2 2 iQ -in 
PCIE ( 4 B? ABET | ABeCU Y ee 
2 Wma gp — € Wmfga — € — Umo,gü — €" — Umf,ga — W 
(4.4.17) 


AP, cc WAARM, TE. 略 去 上 式 中 x et 名 + 的 项 ， 便 得 出 跃迁 ma — gB 与 
m6 一 ga HRE BERE ( 见 图 4.1). 至 于 跃迁 ma 一 ga 与 mb 一 96, 由 于 相互 抵消 ， 
无 贡献 .在 (4.4.17) 式 中 设 跃 迁 频率 的 带宽 为 v, 则 (4.4.17) 式 为 


Q na- wy? BO Am] | 
(1) = Bmg , i27 O62 V LUN DTP UU O 
<P> 2 "| wiw or fE tee 
L0 pg PQmg(A —ivT) Liv 
= 2 Q2 và e + c.c. 


—Hmg Bmg A? + vr? 
2 (1-98Q02,-- A? 4 v? 
式 中 ， T = 3G+A2/09) 
3—J Wi. Hist EXE PEZ] TE uo np us LR EAE. SESE E, KATEKKE A aA 
Uk PA Eo EL UE 


e "t9 Lee, 


(4.4.18) 


y = ame mu + age stug (4.4.19) 
由 此 可 计算 出 电 偶 极 矩 
«p» = <wierlp > 
= [mg < G5 > e mat 十 c.c. 
= Jmgpmg 十 CC， (4.4.20) 


参照 (3.3.7) 式 ， 得 密度 矩阵 
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_ Bmg Xing ^ov NET —iwt 
Pms 73 VEEATEOR vw 
XB. o v—1/To.1 =1/h, m Ti. To BET BS 3o ER Ep [8] 53 2S PRISE IET. 取 初 值 条 件 
Ao = (Pmm — pgg)o 二 一 1 令 b= nfv, 比较 (4.4.20) 式 与 (4.4.18) 式 ， 假定 用 两 种 方法 算 
得 的 振幅 相等 ， 于 是 有 


(4.4.21) 


Bmg VAT FT? 00 mg V AT EV? 
(1— BPZ, 十 A2 十 z2 T y RAT Q2, /* (4.4.22) 
定义 
mg 
VÄ 
则 (4.4.22) 式 化 为 ， 
Br _ ybx 
Ti Bs (4.4.23) 
式 中 
y= VO + v2)/(A? + v27?) 
A? 
引进 参量 7 = (Ay iy Wi] -y np t3 A 
-1/2 
1 2 2 
pea» s) | (1424) 


"Ad bg 与 归 一 场 强 z 给 定 后 , 便 可 解 (4.4.23) 和 (4.4.24) 式 以 及 相互 作用 能 中 用 来 级 
饰 原子 的 部 分 1— 8, 和 相应 的 修正 后 的 Rabi 423 (1— B)z. 图 44 和 图 45 给 出 (1— B) 
X z,8 对 z 的 变化 曲线 ， 其 中 玉 7 BONG nO LL 


50.12 


a4—-4)x 


”0.0 0.25 0.5 0.75 1.0 1.25 1.5 1.75 20 


图 4.4 归 一 化 的 有 效 Rabi 分 型 随 归 一 化 Rabi 频率 z 变化 的 曲线 
( 取 自 (21) 


45 SE 5 随 归 一 化 Rabi 频率 x 变化 的 曲线 ( 取 自 [2]) 


对 于 小 的 z(z « 1), 亦 即 弱 场 相互 作用 ， 由 (4.4.24) 式 给 出 7 之 1, 与 无关. 而 方程 
(4.4.23) 式 可 简化 为 (1 - B)z z3/b, 这 对 应 于 (1 p) ~ 0, 因而 用 来 修正 原子 状态 的 那 
部 分 相互 作用 能 非常 小 . 但 有 趣 的 是 ， 这 部 分 相互 作用 能 与 5 成 反比 ， 这 就 意味 着 非 相 
干 情形 (1/b — T /Ty 1) 要 比 相干 情形 (1/6 — T1 /Ts = 2) 在 相同 的 归 一 化 Rabi 频率 r 
下 有 更 大 的 Rabi 分 裂 ( 见 图 4.4). 另 一 方面 ， 当 z 很 小 时 ， 由 (4.4.11) 式 ， 我们 有 


Q'2-AÀ , A=1 , B-0 , MACO 
- - (4.4.25) 
Q-Á , A-0 , B-1 , 当 A >0 
相应 的 感 生 电 侦 极 矩 变 为 
EV. 
« p»U- mg l qi 4 e.c. (4.4.26) 
h  w—Wmg 
与 通常 的 弱 场 微 扰 结 果 一 致 . 
对 于 大 (> 1), 即 强 场 作用 情形 ， 解 方程 (4423) 式 得 
1 1 1 
-Aex ( E (4.4.27) 


根据 这 个 关系 式 ， 我 们 可 讨论 两 种 极限 情形 . 其 一 为 7 = 1, 对 应 于 大 失 谐 (A 六 中 情 
E; 另 一 则 为 了 = 0, 对 应 于 共振 跃迁 (A = 0) 情形 . 对 于 第 一 种 情形 ， 由 (4.4.24) RE 
yc 1. 又 车 为 完全 相干 相互 作用 4&5= 2, 则 按 (4.4.27) 式 得 1 一 8 = B — 0.5, 这 就 是 相互 
作用 能 一 半 用 于 缀 饰 原子 ， 构 成 新 的 基 函 数 ， 另 一 半 则 用 于 激发 原子 在 状态 间 了 跃迁 .如 
果 是 非 相 干 相互 作用 , Wb«11—-821-—b-1, 故 几 乎 所 有 的 相互 作用 能 均 用 于 缀 饰 
原子 ， 改 变 原子 的 状态 ， 只 有 很 小 的 一 部 分 用 于 激发 原子 在 状态 间 跃 迁 . 对 于 第 二 种 情 
E, y=2, 完全 相干 相互 作用 1 一 8 x 0.39; 非 相 干 相 互 作用 1 一 8 二 1 一 2b~1. 由 此 得 
出 结论 ， 对 于 非 相 干 相互 作用 ， ie m 的 值 如 何 ， 用 于 激发 引起 能 态 间 跃迁 的 那 部 分 相 
互 作用 能 是 很 少 的 ; 而 在 相干 相互 作用 极限 ， 总 有 一 半 或 近乎 一 半 的 相互 作用 能 用 于 组 
饰 原子 ， 而 另 一 半 用 于 激发 . 
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关于 二 能 级 原子 系统 的 分 析 ， 比 较 (4.4.18) 3X 5j (4.4.26) 式 ， 可 归结 为 对 任意 场 强 的 
相互 作用 应 将 弱 场 因子 作 如 下 代 换 : 
Amg BC sw — wmg — ir) 
Dwm (01 - BRI, Y (o Umg) E? 
式 中 ， 参 量 8 由 (4423) RAE- 
对 于 多 能 级 原子 系统 ， 我 们 注意 到 通常 微 扰 展开 理论 包含 许多 描述 多 光子 过 程 的 因 
. 如 果 每 一 个 这 样 的 因子 均 按 (4.4.23) 式 代 换 ， 则 实现 了 弱 场 微 扰 论 按 强 场 


(4.4.28) 


ü 
T (os - no) 


带 来 的 修正 . 
4.4.2 ”三 次 谐 波 极 化 率 计算 


在 这 一 节 中 ， 我们 将 应 用 上 几 节 阐述 的 多 能 级 微 扰 计算 法 于 共振 或 近 共 振 激 发 多 能 
级 原子 系统 极 化 或 极 化 率 计算 ， 并 以 典型 的 分 子 气 体 产生 红外 三 次 谐 波 为 例 . 


1. 器 场 相 互 作用 
在 弱 场 相互 作用 情形 ， 三 次 谐 波 极 化 率 可 直接 表示 为 UI 


N 
X= n 2 HgalHabHlbefLcg A abe (4.4.29) 
gabc 
1 1 


Aabe CC 十 Co =w) (g — us +) 


+ (weg — w)(wbg + 2w)(wag + w) + (Weg + 3w) (Wag + 2w) (wag +w) 
因 记 选 择 的 能 级 并 不 偏离 共振 很 远 ， 故 上 式 中 只 保留 了 第 一 项 就 够 了 ， 其 余 的 项 可 略 
E. 这 样 就 得 到 简化 的 极 化 率 表 示 式 
3 N Hcglibeltab 


一 x a 4.4.30 
X = M uu, wins — du)(uag Su) a (44,30) 


三 次 谐 波 的 极 化 为 


pG ~ g34Q) = N Reg x v Qab 


x 
8 weg TW Whe — 2.8 — Wap — 3w 


X hga (4.4.31) 


2， 任 意 场 强 的 相互 作用 


首先 看 一 下 与 三 次 谐 波 有 关 的 能 级 结构 ( 见 图 
4.6). 车 相互 作用 能 级 间隔 偏离 其 大 ， 不致 发 生 双 
共振 情形 ， 亦 即 当 有 泵 浦 频率 w 调谐 到 使 (4.4.31) 式 
分 母 中 某 一 因子 为 共振 时 ,其它 两 因子 为 失 谐 很 大 
的 (A 2» Q). 当 这 一 条 件 到 满足 时 ， 单 频 共振 表 式 
(4.4.28) 可 应 用 于 修正 (4.4.31) R, 这 和 样 便 得 出 极 化 
BERA 


N 
pe) 一 3 Cae Gates (4.4.32) 图 4.6 -—vwi SEU d Ho S 


(到 自 p» 
式 中 
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Begecg(Weg — w — iveg) 


Pe = U atas Goes 0) Vi 

Gy, = o eeBe[usg — 2u — img) | 
(1 — bbe) Rie + (wog — 2w)? + vg, (4.4.33) 

Gua = Pap lab (Wag — 3w — ivag) 


(1 一 Bas Y? Nab 十 (ww 一 3w)? + v2, 


式 中 的 8 按 (4.4.23) 和 (4.4.24) 式 确 定 . 当 偏 离 共 振 很 远 时 ， 6 自然 地 趋向 于 LL 
3. 实例 计算 (分 子 气 体 产生 的 远 红 外 三 次 谱 波 ) 
应 用 上 述 公式 ， 计 算 通过 激发 分 子 气体 的 转动 能 级 产生 远 红外 三 次 谱 波 . 表 4.1 列 
出 有 关 的 跃迁 频率 、 碰撞 加 宽 与 跃迁 的 偶 极 矩阵 元 . 在 计算 中 ,我 们 取 定 Ao = 1, b= 
v/v 一 $ =2, N =0.35 x 10174 F/cm?, Bp 1 torr. 
1 
X 4.1 


(单位 为 10718 esu) 
Hab = 0.6 


£5 一 ivy (单位 为 1011 Hz) 


Wag — ivag = 11 — i107 4 


Wbg — Whg = 8.0 一 i1074 Hbc = 0.2 


weg — Veg = 3.8 — i1074 


图 4.7 为 调谐 泵 浦 频 率 w 时 的 三 阶 极 化 率 . 当 光 泵 频率 w = 3.8, 而 入 射 功 率 石 从 
0.01 增 到 100.00k W /cm?(E, = 0.145 增 到 14.5 esu) 时 ，“ |x|!/* 由 0.008 增 到 0.0015 esu. 
HEKERE | PCS] = N x [x] E? 由 0.546 x 10719 增 到 3.6 x 1077 esu. 这 样 一 个 数值 可 
与 相似 密度 的 Na 原子 气体 、 入 射 光束 强度 卫 = 1GW/cm? 时 所 达到 的 极 化 值 1079 esu 
相 比 拟 . 我 们 还 注意 到 ， 对 |x 作出 主要 贡献 的 ， 当 入 射 功率 I 低 时 为 x 的 虚 部 ， 当 
入 射 功 率 高 时 为 x 的 实 部 . 这 可 从 与 图 4.9 中 所 表现 的 五 =100kKWy/cm2 , 0.01kW /cm? 的 
不 同 的 |x|1/3 谱 轮廓 得 到 证 实 . 

图 4.8 给 出 jx? 的 极 大 值 随 光 泵 强度 的 变化 ， 用 Rabi 频率 R 表示 ， 而 泵 浦 频率 w 
圈定 在 w= wo. 对 于 弱 泵 浦 功 率 ， |xl1/3 近似 地 保持 常数 ， 这 就 是 通常 的 微 扰 理论 适用 
的 区 域 . 由 图 4.8 看 出 这 区 域 可 达 Q = 0.0001, 亦 即 1W/cm?. 对 于 强 泵 浦 的 狗 和 效应 ， 
来 源 于 由 和 泵 精光 强 引 起 的 线 宽 ， 最 终 导致 |x|1/3 的 单调 减少 . 


4 


ixi 3 (x 1073) 
[S 
c 
T 


ixi! (x1073) 


1 -L  _ 1 1 | 
3.5 $6 3.7 3.8 3.9 4.0 4.1 5 10 15 20 
w Q 1079) 


图 4.7 三 阶 极 化 率 随 泵 浦 频 率 w 的 变化 曲线 CR B 2) ” 图 4.8 xi 的 极 大 值 随 光 泵 浦 强度 而 变化 的 曲线 ( 取 自 [2]) 
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EL E E TI 6e 


45 集 居 数 、 介 质 增益 与 无 反 转 激光 加 


在 弱 场 作用 下 的 二 能 级 原子 的 共振 吸收 系数 ao 由 (3.3.5) 式 得 


一 4Tw31 


hc 


aof0) = Aeg N p To 

RP, Aeg = p22 一 pu, 即 上 能 级 与 下 能 级 粒子 数 差 ， 也 称 之 为 集 居 数 . 在 通常 的 情况 
下 ， 由 于 Boltzman 分 布 Aeg < 0 ao > 0, 光 信 号 通过 介质 时 ， 由 于 介质 吸收 ， 其 振幅 愈 
来 愈 衰减 . 车 采取 光 泵 抽 远 或 其 它 方式 造成 粒子 数 反 转 Aeg > 0, 则 ao(0) < 0. 光 信 和 号 通 
过 时 ， 由 于 负 有 吸收 ， 其 振幅 不 但 不 衰减 ， 反 而 得 到 放大 ， 这 是 实现 出 激光 的 重要 条 件 . 
但 近来 的 研究 表明 ， 粒 子 数 反 转 还 不 是 出 激光 的 必要 条 件 07201. 理论 上 已 提出 多 种 方 
案 ， 没 有 粒子 数 反 转 ， 即 A < 0, 只 要 条 件 适 合 ， 介 质 也 可 以 有 增益 或 放大 ， 即 无 反 转 
激光 . 这 一 节 我 们 将 道 过 解 三 能 级 原子 的 密度 


矩阵 方程 来 阐述 无 反 激光 的 物理 机 制 和 实现 、 y 
无 反 转 激光 的 条 件 . , , 
现 考虑 一 个 由 泵 浦 场 与 三 能 级 原子 组 成 的 N ^ 
V 体系 ( 见 图 4.9). 原子 能 级 为 1 ~ 3. 泵 浦 频 ' 
率 为 w, 在 能 级 1 与 2 之 间 驱 动 着 能 级 1 与 
3 间 产 生 的 受 激 辐射 频率 为 w. 对 这 个 体系 ， AO ARTAN RA 


(œ B Tan Weihan, Lu Weiping, and 
Robert G. Harrison [8]) 


可 参照 (2.6.18) 式 写 出 密度 矩阵 方程 


dc, ie KY, ' 
Z = (me): — 0.0) + 2«(o1 — olo) + 5 (a7 -ot)+ (o7 —o *) 
di 2 4 
do^ . i 
TOC (y t iA)oT + ifle, + PE (4.5.1) 
dot . . iol 
d —(m — iA)a* ~ ilo, — EN 
d t Q 7 Li Q 
Oz 一 —-(m 一 ef(o — a^) - 2e(0, — 0,9) Fi — (a0 ^ -o +) +i—(o — a?) 
di * 2 4 
do - , iQ 
p = (4, + iA) 7 4 ifla! + S pas (4.5.2) 
do * ETE . iQ 
Wd 一 - (^5 — iÀ Mu 十 一 ifl'o? 一 7g 032 
dp33 H H 1 .Q EN R “十 
m - S dt 5.3 
di (Ys2 - 3A iA )ps2 + in i39 (4.5.3) 
式 中 
1 
e= 3 — 71) 
1 2u453E 
0 —pa3 ， 0z;—c-(pao—-pu) ， Q = LER , A= — 5 
2 h (4.5.4) 
, 1 2m3 E' UU 
0 = p3 ， o = 了 pas — 91) ， 0 = 一 下 一 ，A' — ww! —ug 
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E t E' 5 985 Sq 3 5 COE D B De s. 频率 为 w 与 wi.woi 与 wsl 分 别 为 能 级 2 与 1 3 
与 1 闻 的 跃迁 频率 ， 电 侦 极 矩阵 元 为 Hiz ，J13y7Yi 与 3 ARW OE EC 2 5 S ER ST FR. 
?732 为 能 级 3 与 2 JH] B Bb ERE]. 运动 方程 (4.5.1) 和 (4.5.2) 可 以 看 成 是 两 个 二 能 级 
系统 ， 即 能 级 1 与 2 1 5 3,38 (453) SB dE — E. 纵 、 横 弛 殉 系 数 间 的 关系 为 
Ya 二 /2 十 和 和 二 /2 十 42， Y2 m (n +A) 这 里 Y, V, Yi ARA T A R 
对 阻尼 的 贡献 . 现在 令 (4.5.1)~ (4.5.3) 式 左 端 为 0, RESE, B 

_ (i0'/2)e7 — (i/2)o* 


^32 + iA — iA! (4.5.5) 
_ (—iQ'/2)e* + (i0/2)o - 
P23 = ^tYa2 一 iA t VA! 
gu — 2 c iA) — IA AP) (iNo) + ((02/4)o? — (02/4)e.] (iQ) 
Oa = iA) -iA FIANO HIA) EQ FIAT EQ ANEA cl 
at n O2 tiA (as — iA IA" (7 ie.) + (2/4)07 — (02/4)o.)(0) 
(va — $^) (ys2 — iA + SAT) (95 iA) + (ya +iA)R?/4 + (yo — iA)? /4 
Oz 一 0,9 = 9 imot — 5; Imo 7 
?1 Y 
TN 1 Q . (4.5.7) 
9, — dlo = —— Imo ^ + — Imo 
720 ^ 2 


V 系统 的 初 值 可 取 为 pri — 1 ，p22 = p83s — 0, 故 有 020 = 019 = —0.5.(4.5.6) 式 的 虚 
部 可 写成 如 下 形式 : 


Imo t = 041075 4 21207, 


; (4.5.8) 
Imo ^ = Q210z 十 a220, 
将 (4.5.7) 式 代 入 (4.5.8) 式 中 ， 便 得 
Q Q + e 4 uem [i 
1l — ai — —a15—— ] Imot + CSE Eara + Q12 一 Ime ”= 011050 十 0120,09 
Yı 251 25 ^h. (4 5 9) 
Q Q o ! ， Nu 
(m 一 mage) lnot 十 (: 十 a21l1— + 2) Ime ^ = 431640 + 0220.6 
^ 25 231 1 


用 数值 法 求解 (4.5.9) 式 ， 便 得 我 们 所 需要 的 Imat, Imo. 
现在 先 研究 一 下 如 图 4.9 所 示 的 V 系统 实现 无 反 转 激光 的 可 能 性 .假定 泵 浦 很 强 ， 
而 受 激 辐射 很 弱 ， 即 O QU, 则 (4.5.7) 式 可 近似 为 


Q 
0,— 049 ~ —Im ot 
m (4.5.10) 
0, — 0.9 c 2, ot 
而 方程 (4.5.6) 可 简化 为 
n —iQoc, + 4o; 
ot ~ mA” ; Im c 可 n Aa (4.5.11) 
由 (4.5.10) 式 和 (4.5.11) RE 
O50 o? Y 
os 一 o t= , = 4.5.12 
工 十 20 27172 ý 7 R +A? l ) 


将 (4.5.12) RARA (4.5.10) 式 ， 并 注意 到 oz = olo = —0.5, 则 有 
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lc-z 
0.7 15,7: .— (4.5.13) 


将 (4.5.12) 和 (4.5.13) 式 代入 (4.5.6) sk, FẸ k= 2 可 解 得 


r _ ioo (vaa — 4A E EA')(1 - 2) - 5 m/2 — ike A (4.5.14) 
1 十 22 ke(y3 + A?) + (y2 — iA RAT (5 EAT) B 


由 方程 4.5.14) 可 计算 出 激光 增益 系数 


g = Imo" x oR = —0.5R 


R = Rel(*a5 iA +iA')(1 +z) — 52/2 — ikzA)] 
x [kely + A?) + (32 +iA — iA) (Y —iA!)]) 
= [n + (1 + y2/2)2] A" ~ (295 m /2 + 273 + Kao + 3)] 23 AA 
t (sa + (Ys2 — 5 /2)] kz + [L (1 + kx)z] 45) A? 
+ [va 十 (932 — m /2)z] [key] + 3325] (4.5.15) 


A = 22+ n2 Y 2s + ka + 03) A (4.5.16) 
25 + (295 + 5) 
(4.5.15) ÈREM Rm 
1/2 — k(ya2 + 74)? 
Am = ru corn + uml 2 vA 
十 ?sa + (a2 — 1 /2)o] (key + a2) (4.5.17) 
f (4.5.15) 式 ， 无 反 转 激光 条 件 可 表示 为 9> 0 SER «0. 仔细 研究 (4.5.17) 式 ， 只 要 
第 一 项 的 系数 为 负 且 失 谐 人 A 足够 大 , M RS 为 负 . 例如 , 对 那些 碰撞 贡献 起 主导 作用 的 分 


To 我们 可 设 y2, A D 2y, y1 ME k,e = 1, 这 时 Rm AR, RER A BK. 例如 ， 
Q y5 Q 


yı 
取 yı > V2 Y2 / ; 27 ; 132 c 2312 E +A? 1 + AA , 
则 由 方程 (4.5.16) 和 (4.5.17) 可 得 
A 、 
A'=3A , Rm = -7t 37.375 (4.5.18) 


现 将 人 取 为 30, 按 方程 (4.5.9) 式 数值 求解 增益 g 与 A' 的 函数 关系 ， 结 果 由 图 4.10 
mah. 在 极 大 处 增益 为 正 ， 且 发 生 在 A'= 3A = 90 处 ， 与 (4.5.18) 式 给 出 的 相符 . 
现 讨 论 V 系统 无 反 转 激光 的 物理 机 制 . 对 于 强 泵 浦 情 形 0» V, 略 去 (4.5.6) 式 中 
的 9 2/4 项 ， 并 采用 记号 了 = ?az yh, X =y tiA", WW dr (45.6) 式 导出 
v- n C0 X)itot - (02/4)o. (0) 
(va — IA)[X (y - X) + Q?/4] 


u 1 4 1 iNo, 
i X-X% X-X 2 


| 020! x ' 
F Li 1 suc 了 7+ (4.5.19) 
X-X, X-X) (m iA) 20 


式 中 
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XX --liL , Q-y0?—4? 


注意 到 X Xo ADLIHHIGBAUNS CT AESESUR IER T P8 2. 
(15.19) 式 的 前 一 项 x uo 为 同 相位 各 加 ， 即 通常 线性 色散 理论 结果 ; 后 一 


So y y g 为 异 相位 肥 加 ， 或 称 之 为 级 饰 态 同 的 干涉 ， 对 应 于 通常 说 的 “ 量 
子 干涉 ”或 “ 自 陷 ”， 也 正 是 由 于 这 一 项 ， 才 导致 原 子 的 负 吸收 或 “无 反 转 激光 增益 ”. 
与 通常 线性 色散 理论 不 一 样 ， 这 是 包含 级 联 两 次 量子 跃迁 (由 基态 到 激发 态 ， 接 着 又 由 
激发 态 到 基态 ) 的 高 阶 过 程 . 


0 


~ 10900 


— 2000 


g(x 109) 
g(x 108) 
i 
cen 


— 3000 


— 4000 


- 5000 1 l 一 20 
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图 4.10 ”增益 g 随 失 谐 A' 的 变化 曲线 
( 取 自 [8]) 


46 自 离 化 共振 态 干涉 


上 节 分 析 了 三 能 级 V 系统 由 于 泵 浦 失 谐 及 碰撞 弛 瑰 y 的 贡献 甚大 导致 无 反 转 激光 
增益 ， 这 节 我 们 将 讨论 自 离 化 共振 态 的 干涉 也 能 实现 无 反 转 激光 增益 ， 这 从 2.8 节 对 自 
离 化 共振 态 的 讨论 能 看 出 ， 重 要 的 是 Fano-Beutler 线 型 参量 g( 见 图 2.9), 当 q 很 大 时 ， 
由 基态 v. 向 自 离 化 共振 态 跃迁 的 几率 x | < 更 elITleoy > 上, 要 比 向 连续 态 跃 迁 的 几率 
< Vg|Tle, > P 大 得 多 ， MARLA Ve 由 分 立 态 加 与 连续 态 WE 和 迭 加 而 成 ， 故 此 时 
< eu|T|e, > | 的 贡献 是 主要 的 ， 连 续 态 的 修正 是 次 要 的 ， 线 性 为 Lorentz 型 ， 当 g 逐渐 
变 小 时 ， 线 型 与 Lorentz 型 的 差异 较 大 ; 当 g =0 时 为 反共 振 的 吸收 窗口 , 吸收 截面 达 于 
最 小 ， 甚至 为 零 , 但 辐射 截面 仍 为 原来 的 Lorentz X. 2.8 节 是 对 一 个 分 立 谱 来 分 析 的 ， 
如 果 上 能 级 有 两 个 分 立 谱 Po, os, 则 在 连续 谱 中 含有 两 个 分 立 谱 的 吸收 截面 cu 与 向 
连续 谱 跃 迁 的 吸收 截面 ce 之 比 为 

Tab | « Wa|Tleg >? _ (g/m +g/m -- 1)? 


v. |«wVzTle,» P (l/m-c1/m?41 (4.6.1) 


式 中 


- 100 > 


q: = < Bi|T|po > | 


aV: < Vg|T|es > 


(4.6.2) 


VEgVgi 


.二 ` i 二 
à; «cp [a ETE ， 


文献 [9] 还 给 出 了 辐射 截面 的 计算 公式 ， 即 原子 
初始 处 于 激发 态 wa 时 的 受 激 辐射 截面 ce 与 ce 
之 比 


c. _ P gin + [(@2 — 23) — m]? 
ge Ta nm mtm 

T (2AE)? 

P^ 4D) + CAEP 


AP, AE = Es 一 Es, 为 激发 态 po pa 间 的 能 
量 差 . 根据 吸收 截面 公式 (4.61) 及 辐射 截面 7, 
便 可 计算 损耗 与 增益 , 当 计算 吸收 损耗 ,电子 初 
始 处 于 基态 py; 当 计 算 辐射 增益 , 电子 初始 处 于 
激发 态 oa. 图 4.11 为 数值 计算 结果 ， 参数 取 值 
ž q2 —1000,42-1000,10,0; Ts=1, Ts= 
250, AE = Ej — Ez = 2 000 , m = (wz — 
wi — w)/(T2/2) , m 三 一 (os — wi — w)/(T3/2). 
图 4.11(a) 中 qs,qo 均 很 大 ， 增 益 与 损耗 的 差别 
很 小 ， 均 趋 近 于 Lorentz W, R 4.11(b) 增益 仍 
为 很 大 ,增益 仍 为 Lorentz 型 ， 但 损耗 曲线 已 有 
很 大 偏离 ， 且 在 增益 约 为 10 处 ， 有 吸收 截面 为 0. 
图 4.11(c) 中 g2 — 0, 我 们 得 到 对 称 的 Lorentz 线 
型 ， 在 增益 极 大 处 ， 损 耗 为 0. 这 后 两 种 情形 ， 
就 是 两 个 自 离 化 态 相互 干涉 而 使 得 吸收 截面 减 
小 的 结果 . 这 就 容易 实现 无 反 转 有 净 增 益 (增益 
大 于 吸收 损耗 ) «OC. 


(4.6.3) 


DT A 


截面 o/o, 


截面 we 


0 一 一 
-8-6 -4 -2 0 2 4 Ê 8 
TS XE 


图 4.11 gp2,p3 能 级 干涉 的 增益 与 损耗 轮廓 名 
(参照 Harris [9]) 


4T 简 并 态 的 量子 拍 激 光 


延伸 上 节 自 离 化 态 迭 加 思想 ， 通 过 原子 三 能 级 系统 状态 迷 加 可 使 原子 的 吸 妆 截面 减 
小 或 处 于 无 辐射 的 激发 态 UO]. 前 一 种 为 无 反 转 激光 增益 ， 如 图 4.12(a) 所 示 的 A 系统 ; 
后 一 种 为 处 于 激发 态 而 无 辐射 ， 如 图 4.12(b) 所 示 的 V 系统 . 对 于 A 系统， 原子 初始 处 
于 上 能 级 la >, 而 下 能 级 态 为 近乎 简 并 的 履 > 与 je>, 由 必 > 到 |ec> 属 偶 极 禁 戒 跃迁 ， 
但 可 通过 强 的 微波 场 Qe EZRA MUR v DI Pp so > 处 于 相干 态 . 


Hi fa > m jb >j > 跃迁 的 光子 变 率 方程 为 


. 101 ， 


d 
T = apo, (f + 1) — apl .元 (1 — cos p) (4.7.1) 


AP, a 为 线性 增益 ， o 为 能 级 的 初始 粒子 数 ， wp 为 微波 场 的 相位 . 当 p — 0 BP, 
论 pe 为 何 值 ， 吸 收 均 为 0. 只 要 o0, 20, 总 是 有 增益 的 ， 这 就 是 无 反 转 激光 增益 . 
对 于 图 4.12(b) V 系统 情形 ， 微 波 场 WW E |b >,lc > 上 能 态 看 合成 为 相干 态 ， 同 样 有 
变 率 方程 J 
n 


d^ opp (f + 1)(1 — cos p) 一 ap0 元 (4.7.2) 


当 yp — 0 Hf. 不论 上 能 态 粒子 数 内。 为 何 值 ， 自 发 或 受 激 辐射 恒 为 0, 这 就 是 有 反 转 无 激 
光 情 形 . 实验 上 可 通过 序列 脉冲 激励 原子 ， 同 时 注入 微波 场 耦合 上 能 级 Ja 与 b. 
在 上 述 两 种 情形 ， 实 现 y = 0, 即 状态 | > 与 |c> 或 la > 与 15> 的 量子 拍 很 关键 . 


离 化 区 


有 到 转 无 激光 
(b) 


图 4.12 简 并 量子 拍 激光 及 对 应 的 能 级 图 
(a) 无 反 转 激光 ; (b) 有 反 转 无 数 光 


(SM Scully [10]) 
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第 五 章 ”激光 振荡 理论 


含 原 子 极 化 的 Maxwell 方程 的 重要 应 用 之 一 ， 是 分 析 激 光 振 落 过 程 及 振荡 过 程 所 包 
含 的 噪音 9, 本章 我 们 首先 介绍 激光 振东 的 半 经 典 理论 ， 接 着 讨论 激光 振 菏 的 全 量子 
理论 及 激光 噪音 等 问题 . 


5.1 激光 振荡 的 半 经 典 理论 


一 个 处 于 激发 态 的 原子 自发 辐射 出 光子 ， 光 子 作用 于 相 邻 的 激发 态 原 子 ， 通 过 受 激 
辐射 ， 产生 一 个 新 的 光子 . 此 过 程 继 续 下 去 ， 不断 增 添 新 的 受 激 辐 射 光子 ， 这 就 是 自发 
辐射 光子 通过 相 邻 原子 的 受 激 辐射 产生 的 光 放 大 . 著 同 时 在 放大 介质 的 端面 加 上 部 分 反 
射 或 全 反射 腔 板 ， 形 成 一 光子 在 其 中 来 回 运动 的 腔 ， 于 是 自发 辑 射 便 在 一 个 有 增益 的 监 
内 振荡 ， 并 通过 端面 透射 输出 .. 在 放大 或 振荡 过 程 中 ， 光 子 不 断 增益 而 光 的 波 面 不 断 向 
前 推进 ， 振 幅 不 断 增长 .又 因原 子 的 受 激 辐射 与 驱动 原子 产生 受 激 辐射 的 场 ， 亦 即 入 射 
波 场 为 同位 相 ， 受 激 辐射 波 与 入 射 波 的 释 加 为 同位 相 的 相干 登 加 , 电场 E WE BUE P 
的 Maxwell 方程 (2.1.9) 式 ， 采 用 近似 式 足 x V x Ë = -V2? 记 并 加 上 损耗 项 wË M, 
这 方程 可 写 为 _ 

8? 02P 

ôt? Wy 
式 中 ， yo 为 腔 的 损耗 及 介质 中 的 传播 损耗 ， Yo = w/Q, TRER, KARERE 
的 输出 、 衍 射 损耗 均 包括 在 Yo 之 内 了 宏观 极 化 矢量 巨 在 方程 (5.1.1) 式 中 起 着 电磁 辐 
射 源 的 作用 . 在 外 场 驱 动 下 ， 原 子 内 的 电子 作 强迫 振动， 并 表现 为 互 随时 间 的 振动 . 反 
过 来 互 又 作为 波动 方程 (5.1.1) 的 源 出 现 ， 这 也 体现 了 原子 的 受 激 辐射 (由 电 偶 极 强迫 
振动 产生 的 辐射 ) 相干 地 部 加 在 入 射 的 辐射 场 E E. 在 外 场 请 的 驱动 下 ， 原 子 宏观 极 
化 户 的 强迫 振动 容易 从 二 能 级 原子 密度 矩阵 方程 得 出 ， 下面 为 了 讨论 的 方便 ， 并 不 失 
去 一 般 性 ， 将 矢量 E, P 简化 为 标量 EP. 设 a 为 激发 态 ，5 为 基态 ， 则 由 密度 矩阵 方程 
(2.5.21) 和 (2.5.27), 得 


a . 1 
gi = 一 (iva + z) Pab 一 m E(r, t)(paa 一 Pob) 


4 aFE _ 
Et ceV?g-- (5.1.1) 


ð . 1 iba (5.1.2) 
Er = (iwas 一 z) Pba 十 ick EC, t) (Paa 一 py) 
ES 
P = nopab (Pab + poa) ; A = (Paa — pes)no (5.1.3) 


式 中 ， no 为 单位 体积 内 的 原子 数 ; 已 和 A 为 宏观 极 化 与 反 转 粒子 数 密度 ， 由 (5.12) 和 
(5.1.3) 式 ， 便 得 


o8 "TB 8t 
这 就 是 宏观 极 化 P 满足 的 振动 方程 它 是 通过 电场 互 来 驱动 的 . 由 这 方程 及 (5.1.2) 式 


02 2 0 a 
( tu, 7) P= -24 gain > (5.1.4) 
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看 出 ， 书 波动 不 是 单 色 的 ， 而 是 有 Au gr 的 谱 宽 . 由 极 化 己 产 生 的 电磁 辐射 也 不 是 


单 色 的 .在 不 计 及 膀 的 作用 和 媒质 增益 、 损 耗 等 的 影响 下 ， Aw = 去 就 是 原子 的 自然 
AX. 为 原子 自发 辐射 的 相干 时 间 ， 是 横 驰 瑰 时 间 . 

除了 电场 妃 、 极 化 尸 所 满足 的 方程 (5.1.1), (5.1.4) 外 ， 还 要 求 出 反 转 粒子 密度 A 的 
变 率 方程 .同样 由 密度 矩阵 方程 (2.5.21) 和 (2.5.27), 得 


dA — _;2E hab 
dt h 


A — Apo 
Ti 


no(Pab — psa) 一 (5.1.5) 


AP, Ao ROB EXC fiim fie 1 S1 RO e 
粒子 数 密 度 水 平 ， 五 表示 反 转 粒子 寿命 ， 
Bp RRE. (5.1.5) 式 的 第 一 项 是 由 受 激 
辐射 而 引起 的 反 转 粒子 数 的 变化 . 当 不 考虑 
这 项 的 影响 ， 对 于 给 定 光 泵 水 平 ， 反 转 粒子 
数 随 时 间 的 变化 趋 于 饱和 值 Ao( 见 图 5.1). 
(5.1.1)~ (5.1.5) 式 就 是 我 们 研究 激光 振 
图 5.1 反 转 粒子 数 趋 于 饱和 值 Ao 示意 图 葛 与 放大 的 基本 方程 ， 这 些 方程 的 解 一 般 是 
很 复杂 的 , 现 采取 Lamb 的 解法 加. 首先 将 ECF, t), PC, t) 用 谐振 腔 的 本 征 模式 un (Peet 
展开 ， 这 在 形式 上 与 (2.1.14) 式 和 (2.1.15) 式 基 本 一 致 . 稍 有 不 同 的 是 ， (2.1.15) 式 只 是 
极 化 已 (有 为 中 的 非 线性 部 分 PIT, 而 线性 部 分 已 分 离 出 来 了 ， 除 此 而 外 的 区 别 ， 从 下 面 
表达 式 可 看 出 来 : 


E(7,t) 2 V, Ene "otto Ou, (9) + c.c (5.1.6) 
P(7,t) = $ Pre Ventre Du, (F) + cc (5.1.7) 
-ce V2un (7) = Nuun (DT) (5.1.8) 


AP, Qn 为 谐振 腔 本 振 频 率 ; wn 为 第 ne 个 模式 的 振荡 频率 ; Fa e(t) 分 别 为 慢 变 振幅 
与 位 相 [(2.1.14) 式 中 的 A50, PaF, t) 尚 与 六 有 关 ]. 又 注意 到 -P(t s wP, t), 
将 (5.1.6), (5.1.7) RRA (5.1.1) 式 ， 便 得 


En + 2En(—iwn — ipn) + [Q2 — (wn + $4)? — Bn]Bn = 4192,P, (5.1.9) 
在 上 式 中 略 去 E, Enon, $2, On 诸 项 ， 并 设 Ph = Cn 十 i5%, 便 得 


{wn + pn — 04) En = —2nwC, 


: lw B (5.1.10) 
En + 2Q. n = Tw Sn 
XUB. w= wab 2o. 为 唯 象 引进 的 腔 的 损耗 . 下 面 就 几 种 简单 情形 解 (5.1.10) 式 . 


5.1.1 没有 激活 离子 (或 原子 ) 情形 


这 时 宏观 极 化 P= 0, Cn = P, — 0, 根据 (5.1.10) 式 第 一 方程 ， 并 令 pn = 0, 便 得 激 
光 振 荡 频 率 ww 等 于 谐振 腔 本 征 频率 Q。 由 第 二 方程 得 BE, = Ehe 3n, 这 表明 振幅 是 
按 指数 衰减 的 . 
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5.1.2. 线性 极 化 PexE 
令 C, = x E, Sa = x En 代入 (5.1.10) x, 得 


Wn + Pn — O4 = rwy, (5.1.11) 
Èn + zo, E = mwy En (5.1.12) 
令 Èn = 0, 得 
wn = Ün — 2X (5.1.13) 
E, = Be-(%/(2Q")+2rex )t (5.1.14) 


(5.1.13) 式 为 模式 振荡 频率 Wn 相对 于 腑 本 征 频 率 Qa 的 牵引 ， (5.1.14) 式 则 表明 当 介质 
增益 大 于 损耗 时 -2mrwx” > -En 按 指数 增加 ， 否则 减 小 . 


2Q, 
5.1.3 一 级 近似 
将 E(r,t) 的 展开 式 (5.1.6) 代入 (5.1.2) 式 并 积分 ， 得 极 化 P 的 一 级 近似 
po = nojap(plY 十 od , A= Do(Paa 一 Pob) (5.1.15) 
a). _ ab E.(t)yu(T) . —ilwnt+ pn (t)] 
pit = In 4 iw us) Filo wj PREDA (5.1.16) 


在 做 这 个 积分 时 ， 已 假定 了 Enlt), pn(t) 及 ^ 的 慢 变 函数 性 质 ， 可 从 对 的 积分 号 中 提 
Hi. 还 采用 了 旋 波 近似 ， 略 去 非 共振 项 ， 即 


"hab En En(t)un(? (A e™ilontitea(t A 
- 1/T2 十 1/T 十 io + 十 wa) 


才 得 到 (5.1.16) 式 ， 式 中 w = wab- 
在 一 级 近似 (5.1. 16) 式 的 基础 上 ， 还 可 以 计算 反 转 粒子 数 密度 A t) 随 辐射 场 变化 
的 关系 . 将 E( D, oS 的 展开 式 (5.1.6) 和 (5.1.16) 式 代入 (5.1.5) 式 ， fO 


3A - RA- a-fo | (5.1.17) 
nd 1 
E, E. c (wo —w 
R= 2 2D; 1/T; rus Be tee (5.1.18) 
这 二 式 为 反 转 粒子 数 密度 变 率 方程 ， 稳 态 时 < =0， 我 们 有 A 的 稳 态 解 
A 
A= TT LR (5.1.19) 


这 表明 稳 态 时 反 转 粒子 数 密度 A 由 于 R 的 增 大 而 下 降 ， 亦 即 受 激 辐射 消耗 了 反 转 粒子 
数 ， 使 得 A 被 吃 空 
现 进一步 讨论 一 级 近似 下 的 宏观 极 化 P. 由 (5.1.15) (5.1.16) 式 ， 得 


cus EnO un SD iu tees) 
P(r,t) = 2 l/T,-i(o wn) (oT m 
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由 此 得 (5.1.10) 式 中 的 Ph, Sn 及 Cn 为 
P, = [ P(F,t)u.(F, t)d? . 


5.1.21 
Na = J Au (Tdr ( ) 
2 
— Hia Nn W — Wn 
一 E,———————————— 
Cu TTA R wo) 
(5.1.22) 
g = —pu2,N, 1/T» 
" h "(1/T2)2 + (w — wn)? 
代入 (5.1.11), (5.1.12) 式 ， 便 得 
2 Nn ua uw WwW — Un 
Wn pn = Nn + 3 (T3 3 (w — o. (5.1.23) 
2r N u2 1 
En nNota 1 2 (5.1.24) 
E, h — Q/T)?c-(o—w4.)  2Q« 


(5.1.23) 式 为 激活 介质 的 色散 方程 ， 其 第 二 项 就 是 激活 离子 或 原子 产生 的 色散 或 频率 率 
5]. (5.1.24) 式 右 端 第 一 项 为 介质 的 增益 ， 第 二 项 为 腔 的 损耗 . 增益 与 反 转 粒子 数 分 布 
N, 成 正比 ， 当 增益 等 于 损耗 时 ， 便 给 出 使 得 激光 开始 振 功 的 反 转 数 密度 阔 值 N。 : 


E, Oo W Na 
E TI lx 一 l (5.1.25) 
y Ê U/B} * (v — es 
Ñn = Au — QJ (5.1.26) 
当 激 光 振 葛 频 率 wn 与 原子 跃迁 频率 w 共振 时 ， 便 有 
- h 1 
QU — Wn =Z 0 , Na = 4npl, TaQn (5.1.27) 


5.1.4 气体 激光 的 烧 孔 效应 与 Lamb H p 


在 讨论 (5.1.19) 式 的 物理 意义 时 ， 我 们 已 经 注意 到 受 激 辐 射 消耗 反 转 粒子 数 使 得 人 
PeZ. 如 将 (5.1.19) 式 的 A 代入 PF t) 的 表 式 (5.1.20), 将 会 使 得 PAF, t) 非 线 性 地 依赖 
3 E, 即 出 现 高 阶 极 化 . 本 节 将 结合 气体 激光 的 特点 ,讨论 高 阶 极 化 对 激光 振 划 的 影响 . 
与 加 体 的 激活 介质 不 一 样 ， 对 气体 原子 或 分 子 ， 还 需要 考虑 以 速度 迎 着 观察 者 或 背离 
观察 者 运动 带 来 的 Doppler 频 移 . 设 o 为 原子 的 跃迁 频率 , 观察 到 的 频率 为 w' = vd kv, 
考虑 到 Doppler 频 移 后 ， (5.1.16) 式 为 


e (v) — iat »» | Enun EnunA petente 


h 1T 4 do — koun) IT (o + kv — wn) 
(5.1.28) 
对 单 模 振 葛 情 形 ， .: 去 掉 上 式 对 m 的 求 和 ， 且 (5.1.17) 式 亦 相应 地 写 为 
NE 1 1 2.2 
R= h? [75 + iw — wn — kv) + 1/T5 +i(w — wn + kv) tee.) Est 
(5.1.29) 


Il 


a E, TL ? 
2T» (e) {Z(w — wn — kv) + Llw — wn + kv)) 
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| QT» 
à T (w — wn x kv)? 


当 驻 波 模 式 空间 分 布 jun 用 平均 值 1/2 来 代替 时 ， ROS 


L(w —w + kv) = 


R=T (==) [Lw — wn — kv) + Llw — wn + kv)) (5.1.30) 


类 似 于 (5.1.19) 式 ， 可 得 速度 在 v 至 v 十 dv 范围 内 反 转 粒子 数 密度 的 稳 态 解 为 
A 


A(r,v)dv = ————— 
(T, v)dv IITR” 


(v)dv = A(1 — 27, R)w(v)dv (5.1.31) 


Xp. w(v) 为 原子 的 速度 分 布 函数 . 因子 1- 271 尺 体 现 了 反 转 粒子 被 吃 空 ， 且 在 w(v) 
4r ii iil £v — lw 一 wn)/k 处 留 下 烧 孔 ( 见 图 5.2). 将 (5.1.31) RIRA (5.1.28) 式 ， 并 对 
AURA, BUREAU P, 


Palt) = / P(F, tu, (PaF = (PU? + peint (5.1.32) 


—iu2 ~/ 1 1 
P® = | + 
h 1/T + ilw -wn — kv) 1/D + ilw — wn + kv 


p©®— ga f rot 1 d c.c 
7 ho 7 L1/Ta 4 i(w — wn — kv) Hh +ilw— wa tko 7 


x(—2Ti Ryw(v)dv 


j* ee. w(v)dv 


W w(v) = , 则 -- 阶 极 化 PO? 的 计算 可 通过 等 离子 体 的 色散 函数 Z(w) 表示 


出 来 . Z(w) 的 定义 为 


exp[-v?/u?] 


ik » ena? ik oo e? fut 
Z(e)—- — p dw = 一 dv 5.1. 
(e) A]. "ud ikv! Jn Ju Uu iku (5.1.33) 
于 是 
-An 1o. 
pO) = -2E | 元 — Un 5.1.34 
Ku 元 十 wn) (5.1.34) 
1 
当 ku Auc — ht 
了 2 
1 . "TN . 
Z (z tits) m(Aw) = eO [ym -2 (9 dee”) = iye? 
2 
故 有 
一 ?全 2 一 cm 2 
po ~% EAE, Tel ku ) (5.1.35) 


现 讨论 三 阶 极 化 PO 的 计算 ， 由 (5.1.30) 式 得 


P = Ha p A DTD) (LB PIN ikudy'e- (9 /oa 
ho 1 h ku J o 
{Lw — wn — kv') + Mw — wn + kv')) (5.1.36) 


* TT, + i(w — wn — kv!) 
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在 ku > Aw > m 的 假定 下 ， 最 后 可 得 


po = BT Tes ps exp - (=>) | (Go — os) Lo — os) iE Lo — in) 


ku 
(5.1.37) 
参照 (5.1.12) 式 ， 可 直接 写 出 含有 一 阶 及 三 阶 极 化 的 Lamb 方程 
(wj bs — Q4) = —2rw( CH) + CX) (5.1.38) 
Èn + -2 En = -2xw(S( + 8(3)) (5.1.39) 


Qn ^ 
按 (5.1.35), (5.1.37) 式 ， 并 参照 (5.1.19) 式 可 计算 一 阶 、 三 阶 极 化 对 增益 的 责 献 5(1)，S(3) 


2 


3/2 .2 入 
50) - cem A p e (ee) 
. hku 


DAAM 4 (5.1.40) 
99 — HT, ( Ee CY Lo 一 oj 
h'"ku 
将 (5.1.40) 式 代入 (5.1.39) 式 ， 得 
E w ^ E 2 A 一 (< 
人) O^ 一 (ezee) 
hku 
L= Tiu E, 
^ 2A? 


Èp, Ar 为 阔 值 反 转 粒子 数 密度 ， 厂 为 无 量 纲 光 强 . 由 (5.141) REAA (En = 0) X 
强 输 出 


i-e [i9] 


ku 
= 5.1.42 
^ 1+ L(w ~ wn) ( ) 
0.8 
0.6 
fia 
a 0.4 
0.2 
Ò w 
一 460 一 230 0 230 460 
图 5.2 烧 孔 曲线 o — w ,(MHz) 


(参照 Sargent [1]) 图 5.3 Lamb MKE (参照 (1]) 
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容易 看 出 ， I 随 着 激光 输出 频率 wm 而 异 ， 当 wn 调谐 到 原子 跃迁 频率 ， 即 wn =w 
时 ， 输 出 到 有 极 小 值 ， 这 就 是 Lamb MK. 这 从 烧 孔 曲线 ( 见 图 5.3) 来 看 也 是 很 明显 
的 . 当 w = ws 时 ， 对 激光 有 贡献 的 主要 是 v ~ 0 的 原子 va 0 的 烧 孔 可 看 成 是 
v= ET goo 的 两 个 烧 孔 移 近 肥 加 在 一 起 ， 形 成 一 个 深度 更 深 的 烧 孔 ， 稳 态 反 转 粒 
了 数 密度 很 低 ， 输 出 也 就 相应 下 降 了 

还 应 着 重 指出 的 是 ， Lamb 丫 陷 之 所 以 能 出 现 ， 主 要 是 用 了 Doppler 加 宽 远 大 于 原 
. 子 的 自然 线 宽 ， 即 hu 六 1/To, 它 是 (5.1.42) 式 成 立 的 条 件 . 车 ku 与 1/T 为 同 量 级 ， 则 


不 会 观察 到 四 陷 效应 
5.1.5 多 模 振荡 


有 关 单 模 激 光 振荡 的 Lamb 方程 、 反 转 粒子 数 吃 空 及 Lamb 凹陷 等 已 如 上 述 ， 若 将 
上 面 方法 推广 到 多 模 情形 ， 便 可 研究 存在 于 激光 器 中 的 多 模 竞 争 了 . 首先 RR 的 表示 式 
(5.1.18) 需要 对 N 个 竞争 模式 求 和 ， 参 照 (5.1.32) 至 (5.1.40) 式 的 推导 ， 最 后 将 看 到 ， 对 
SC) 作出 贡献 的 ,除了 ES 以 外 ,还 有 交叉 项 BB2. 在 (5.1.10) 式 中 的 S, 用 SU 4 SO? 
代 ， 便 得 出 振幅 En 满足 的 方程 


E, =anBn — USES — Y 0, En E? (5.1.43) 


pn 


对 于 双 模 竞争 ， 则 有 
Ei 一 œ Ei — B,E 一 8E, E? 


1 2 (5.1.44) 
Es 一 Qo E — B5 E5 一 0E,Ei 
4 r= E, y= E2, WAF (5.1.44) 可 写 为 
£/2= (œ — Byz — 0y)x (5.1.45) 
y/2 = (aa — Bay — 0x)y 
这 个 方程 有 如 下 四 个 奇 点 : 
(1) y=0, z 一 a1/01， Ha> 0 
(2) z-90, y = o2/ 2, Fa > 0 
(3 Qi = Bir 十 0y, "m (5.1.46) 
az = Oz + fy, La 
(4) z=y=0 


第 0) 和 第 (2) 个 奇 点 分 别 对 应 于 模 “ 1” 或 “2” 的 单 模 振荡 稳 态 解 二 二 上 = 0, 第 
(3) 个 奇 点 为 L La 的 交点 ， 如 果 这 交点 在 第 一 象限 ， 便 对 应 于 双 模 振荡 解 . 第 (4) 个 
奇 点 所 对 应 的 解 是 不 稳 解 . 图 5.4 给 出 双 模 振荡 即 5 与 La 交点 在 第 一 象限 内 随时 间 的 
演化 图 . 
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图 5.4。” 双 模 振 荡 演 化 图 (参照 [1]) 


5.2 激光 振东 的 全 量子 理论 


全 量子 理论 是 相对 于 半 经 典 理论 而 言 的 . 半 经 典 理 论 将 电磁 场 看 作 可 用 Maxwell 7; 
程 描述 的 经 典 场 ， 而 与 之 相互 作用 的 原子 或 分 子 则 用 量子 力学 来 描述 . 半 经 典 理论 在 描 
述 激 光 的 振荡 、 放 大 及 模式 竞争 等 方面 是 很 富有 成 效 的 . 但 有 关 辐 射 场 的 相干 统计 性 质 
等 就 要 采用 将 电磁 场 也 进行 量子 化 的 全 量子 理论 来 处 理 . 下 面 先 从 电磁 场 的 量化 来 讨论 
这 一 问题 . 


5.2.1 电磁 场 的 量子 化 
由 Maxwell 方程 得 辐射 场 强 E, Hi 可 通过 矢 势 4 和 标 势 o 表示 为 


HzNxÁ ( ) 
5.2.1 
Ë= -125 grado 


取 库 仑 规范 div4 = 0, RE y = 0. 因为 我 们 主要 讨论 横 场 ， 将 矢 势 4 用 谐振 腔 的 本 征 模 


p dneh E 
A(r,t) — y (be Tbe "teur (5.2.2) 
ABS 6 为 光 的 偏振 ， w(r) 已 规 一 化 . 于 是 可 得 
E(r,t) = d I d V2rhwy (bl e*t 一 bye" eu (P): 


(5.2.3) 
H — Vx ÁA- 5 2re? h x Vu (F(b e! + bye ft) 
X A 
对 于 平面 波 Vux(r) = kyu), 应 用 上 式 可 求 出 场 能 展开 式 
= a, [E + dr = Y hits (5.2.4) 
入 
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注意 在 得 出 (5.2.3) R, CAMRE RM TERET REC IEREOR [ux (Pu, (Pd = ban 

到 现在 为 止 , 场 仍 为 经 典 的 ，b》, b 为 可 对 易 的 c 数 . 这 里 EGO) 展开 式 的 得 到 是 用 了 

关系 局 = 人. guis], ba 引进 对 易 规 则 ， 即 对 场 进行 量子 化 ， 则 巨 的 展开 也 党 全 

可 以 按 Heisenberg i£ 到 动 方程 得 到 .首先 按 (2.6.3) 式 ， 对 易 规 则 为 
[babi] = bab? — biba = Exp 


5.2.5) 
[bab] = [bt bt] =0 (5.2.5) 
算 子 O 的 Heisenberg 运动 方程 为 算 子 O 对 时 间 上 的 全 微分 ， 即 
CC 90 i (5.2.63 
dt = ET 十 zO] (5.2.6) 
于 是 由 (5.2.4) (5.2.6) 式 得 (H bleat, bae at 分 别 写 为 bi, ba) 
» loncth a 
A = DY a EN (5.2.7) 
n wA 
3n DÀldÁ ip 7 
五 (部 = ud sg Hn, Aj 
(5.2.8) 
= iV hub, = bi)8sus(r) 
入 
现在 也, y 已 为 算 符 . 能 量 本 征 矢 的 真空 态 可 定义 为 
bBo=0 (5.2.9) 
其 它 状态 可 通过 算 子 以 的 多 次 作用 表示 为 
Bn ,n,ny = :(1)" (B)"* -o AN Eo (5.2.10) 


vVmiln3l!--- ny! 
这 就 是 具有 mi 个 he. XP. nao € ħw Xo oo. nw 个 how 光子 的 本 征 态 ， 亦 即 光 子 
数 态 ， 也 称 为 Fock 态 ， eaoh oh FERE GS o 上 得 出来 的 ， 故 称 ILLO 
产生 算 符 . 同样 ， 潭 灭 算 符 总 的 作用 在 于 减少 光子 ， (5.2.9) 式 表明 b, 作用 在 “没有 光 
子 ” 的 真空 态 do 其 值 为 0. 一 般 来 说 ， 参 见 (2.6.4) 式 得 出 


CAPE ny, 
b as = Vnx 18. ais l (5.2.11) 


BDB. na, = Na. na 


5.2.2. 辐射 场 与 电子 波 场 的 相互 作用 


包括 辐射 场 与 原子 体系 在 内 的 总 的 能 量 算 符 五 可 写 为 原子 的 互 。 ,辐射 场 的 Cr 及 
Hr 之 和 ， 即 | 
H =H, +H; + Hr; (5.2.12) 


£ 


Ab. H 为 场 与 电 侦 极 的 相互 作用 能 ， 按 经 典 电 动力 学 Hi = -2 .所 量子 化 后 ， 了 了 
JH (5.2.7) 式 来 表示 ， 万 用 相应 的 矩阵 元 f p}PpraiardF KER, 便 有 
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一 > T T b)ux(T?) f juP iuda! at, 


m xin 


(5.2.13) 


(5.2.13) 式 是 辐射 场 与 N 个 原子 的 相互 作用 ，k 是 指 第 4 个 原子 ,相互 作用 对 RA. 
对 于 二 能 级 原子 ， 按 (2.6.14) 和 (2.6.15) REM al, a 等 ， 可 用 自 旋 算 符 o 表示 为 


ot = o, + ioy = ala, 
+ 


0 = Oz — i0, = Q102 
1 

0z = 了 (aza2 一 alaı) 
并 满足 对 易 关 系 

ot? =0? =0 

c*o to ot =1 

[ct+,oz] = Fot 

oto” —o^c* —2o, 
又 定义 

SX FTE wea (dE 


—e [2vh N 4 
Iau T m V wy J exu Pei uA (F)dF 


并 应 用 旋 波 近似 ， 则 (5.2.13) 式 可 写 为 


Hr = Y suos +93 ubao) 
Aus 


而 原子 与 场 的 哈密 顿 量 分 别 为 


Ha = 》 hwoosy, Hr = » hub! by 


m 


总 的 哈密 顿 量 五 = Ha + Ar +H; RA (5.2.6) 运动 方程 中 ， 并 应 用 (5.2.5) 和 


式 ， 便 得 
Tzu 5 DDA — 95 030) 
A 
6, — —iw90,, t i2 subs 
入 
ot = iwoot —i2 y gnbl Ozu 
入 
b, = —iwba — iM guo, 
m 
B= iex i guo; 
m 


上 面 二 式 为 包括 原子 、 辐 射 场 及 其 相互 作用 在 内 的 全 量子 方程 ， 
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(5.2.14) 


(5.2.15) 


(5.2.16) 


(5.2.17) 


(5.2.18) 


(5.2.15) 


(5.2.19) 


(5.2.20) 


5.8. 热 库 模 型 与 激光 输出 的 统计 分 布 


5.3.1 MERE 


上 节 我 们 通过 求解 含 极 化 的 Maxwell 
方程 ,研究 了 激光 振 蔓 问题， 所 涉及 的 是 
辐射 场 与 N 个 原子 体系 的 相互 作用 . X 
` 际 上 ,在 产生 激光 的 体系 中 ,情况 要 复杂 
些 . 辐射 场 在 工作 物质 中 要 被 杂质 原子 散 
射 , 吸收 ， 并 在 镜面 部 分 输出 . 而 N 个 激 
活 原子 也 要 相互 碰 拉 ,或 经 受 唱 格 振动 ， 
且 激 活 原子 的 泵 浦 场 也 是 不 恒定 的 ， 有 无 
规 起 伏 . 所 有 这 些 均 可 归并 为 一 个 热 库 的 图 5.5 热 库 模型 
相互 作用 外 ( 见 图 5.5). 热 库 可 理解 为 一 
全 自由 度 很 大 的 体系 ， 与 热 库 相 互 作用 的 特点 是 它 的 无 规 与 随机 性 . 这 种 随机 性 可 通过 
Langevin 方程 中 的 无 规 力 F(t) KHS. 无 规 力 Fit) 体现 了 热 库 对 体系 的 作用 ， 因 为 是 
无 规 的 ， 故 F(t) 与 FEE z t) JUE BUB XWX, ZRBD F,(0) 的 关联 时 间 趋 于 0, 即 满足 


LEE 


< Fit) Fk (t) >= Qir6(t — t') (5.3.1) 

当 n 为 奇数 时 
< Fifti) F(tn) >=0 (5.3.2) 

当 n 为 偶数 时 


< Fifti) Fut) >= X FP) «FL, Fu)» (5.3.3) 
P 


RP, 》 表示 对 1,2,…,n 的 所 有 排列 An AnA 求 和 . (5.3.1) 式 称 为 Markoff 
P 


条 件 ， 它 表明 无 规 力 的 相干 时 间 非 常 之 短 ， (5.3.2) 和 (5.3.3) 式 称 为 Gauss 条 件 ， 在 通 
常 激光 情形 ， 可 以 认为 Markoff 条 件 和 Gauss 条 件 均 成 立 . 将 无 规 力 加 到 系统 的 运动 方 
程 中 便 得 描述 系统 的 多 自由 度 的 Langevin 方程 


dv; 
: = M Mikok + Fit) ; i=l,- 
k 


(5.3.4) 
Mik = Mio t, v.) 


根据 过 程 的 “Markoff ”性 质 ， 除 了 Langevin 方程 描述 外 ， 还 有 描述 体系 的 速度 分 
布 函数 f (v, t) 满足 的 Fokker-Planck 方程 


Of (v, 0 1 e ij 
ds D - pP às 0f] +3 和 e) (5.3.5) 


式 中 
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« an> 
Bi(v) = 7— —— =< 3 Ma + F;(t) >= V. Ma, (5.3.6) 
k k 


—- 


nt 
< Avi(£)Av; (t^) > 


< [Bitv) + Fi(0][B;(v) + F5(0)] > r 


T 5.3.7 
= Bi(v)B;(v)r + Qi5(t — t')r l ) 
AB T-—-Ü-1?4T—0-8 
. « Avi 
im L = Bie) 
A oa (5.3.8) 
. < ÂV; t i 
lim O - Qu 
关于 Fokker-PLanck 方程 的 详细 推导 ， m 
作为 一 个 例子， 我 们 举 出 复 变量 v 的 非 线 性 Van der Pol 方程 
d 
= — B(n — vv*)v =T(t) (5.3.9) 
Xm, (O XH. REER o= re, 2$ P(t) 为 0 时， (5.3.9) 式 给 出 
Z — B(n —r?)r 2 0 
(5.3.10) 
de -0 
dt | 
参照 (5.3.4), (5.3.6) 式 ， 并 定义 Ma, Bi A 
= p(n — r?) ] Mer = Mre = Moo =0 
B, = A(n? - rhy | B,-0 (5.3.11) 
故 Fokker-Planck 7; f& (5.3.5) 为 
di l8 n-A 18 ðf 19f 
A lin r) f= 2 Gèr "Br 3a) 
(5.3.12) 


= =F -af "n « FE) (t2) > dtıdtz 


5.3.2 激光 场 与 热 库 相 互 作 用 的 Langevin 方程 
针对 激光 振 落 问题 , 并 参照 图 5.5, 将 包括 激光 场 及 热 库 相 互 作 用 在 内 的 哈密 顿 量 五 
写 为 
H = H, + HiB = hw bl ba + 》, (oho B. e*t 十 gi hb, Bie") (5.3.13) 
RA FOE (Ed IH EL BUE EE ACIER TH LO. RP BI, Bo 分 别 为 热 库 的 产生 与 还 灭 
HT. qq 为 辐射 场 第 入 个 模式 与 热 库 ho Se T IRR RH, 是 唯 象 地 引进 的 .由 
(5.8.13) 式 及 Heisenberg 运动 方程 (5.2.6) RITE 0), Bj, 的 运动 方程 对 于 单 模 情形 ， 可 


. 路 去 脚 标 & XA», 于 于 是 有 


"Jl14. 


jb! — ; 
元 = iwo pi + ^ go Bie"! 
" (5.3.14) 


一 zt 


dB! 
——. sdb 


t dB? 
raa, S, = 具有 不 同 的 形式 , KERN bt X Heisenberg 绘 景 中 的 力学 量 , ifi. BI 
已 经 是 相互 作用 绘 景 中 的 力学 量 了 . 由 (5.3.14) 式 ， 得 


t 
Bi = if b'(r)g,e dr + B} (to) 
to 

(5.3.15) 
dot = iwobt -f btr) > lg [2e ar Fi gB} (toje 
dt WO ts 、 - w - wP w o0 
假定 噪音 起 伏 与 w 无 关 ( 称 之 为 白 品 音 假 定 ), 即 设 g 与 w 无关， 将 求 和 化 成 积分 ， 并 令 
gà = Š dw, 则 得 


Yr peste eg = zx - 7) (5.3.16) 
w T J- 
dii . " i . * todud TEN " 
dt p twnb 一 xb 十 iN goBie i (5.3.1 r) 
a men amma” 
FS) 
同样 有 
F(t) — uM g, Bue "** 
< [FA FE] >= M gue 7? < [Bu Bi] > 
us 

= lg, eim 71 = 2x6(t— t") (5.3.18) 


w 


于 是 量子 化 后 的 Langevin 方程 为 


bt s , 
Z = iwgbl — ybi + F'(t) 


5.3.13) 
db , 
u —iugb — xb + F(t) 
XB. F) FEA 为 算 符 ， 对 易 关 系 (5.3.18) 也 上 共有 Markoff f£ 9i (5.3.1) XX. 
现 由 (5.3.19) 式 求 场 算 符 05, b 的 积分 
t 
bt = bt (Qe 0t 二 f prox) 77) Pt (ds 
Q 
' (5.3.20) 


t 
b= b(0)e - ot -f emeton) Fr)dr 
0 


故 有 


15 


d t | 
qg «5M» = -2x<bb,d]>+ n < [F($), F'(r)) > ett nar 
| 0 


t 
十 f < [F(7), Fi (t)] > e6907 NN dr 
0 
= 2x(1- < [b,bt] >) (5.3.21) 

由 初始 的 < [bo bh] >= 1, 得 | 
< [b,b] »21 (5.3.22) 
这 表明 无 规 力 满足 (5.3.18) 式 时 ，b, bt 的 对 易 关 系 可 以 像 (5.3.22) 式 那样 在 对 无 规 力求 
统计 平均 意义 下 得 到 满足 . 
5.3.3 ”原子 体系 与 热 库 相 互 作用 的 Langevin 方程 


参照 激光 场 与 热 浴 相互 作用 的 Langevin 方程 (5.3.19), 我 们 可 在 Schrödinger 方程 粒 
子 数 表象 (2.6.2) 和 (2.6.3) 式 的 基础 上 求 得 原子 体系 与 热 库 相互 作用 的 Langevin 方程 . 
对 于 开放 的 系统 ， 在 anal 的 运动 方程 中 应 加 上 阻尼 及 无 规 力 (Langevin 力 ), 它 反映 热 
库 的 影响 ， 便 得 到 粒子 数 表象 中 的 Langevin 方程 组 


d ] 

Ab n n (5.3.23) 
k t : Lr 1 

dtc gt UN, < MIT > ote et TS 


又 将 算 子 au al 的 对 易 关 系 (2.6.3) RGR E HOE IS B e OR BE SS, WA 


« [ak, ai]a- >=< lkl; t au 2-0 

< [a], al], >=< ala] + alal >= 0 (5.3.24) 
ko» wl 士 一 aga atak >= o. 

< laz, a3]. >=< akal t alay >= fkl 


我 们 用 “ < > ”表示 对 热 库 求 统计 平均 ， 式 中 土 号 分 别 对 应 于 满足 Fermi 分 布 或 Bose 
分 布 的 粒子 ， 如果 在 (5.3.23) 中 只 有 阻尼 力 而 不 加 无 规 力 ， 则 ana, 所 满足 的 对 易 关 系 
(5.3.24) 式 中 第 三 式 将 不 能 成 立 ， 只 有 引进 无 规 力 才能 使 上 式 成 立 . 在 Markoff 情形 下 ， 
无 规 力 满足 关系 
< [T(t), TEE) >= meet - t) (5.3.25) 
现 就 服从 Fermi 分 布 的 粒子 满足 反对 易 关 系 情 形 来 证 明 (5.3.25) 式 ， 由 于 


了 ww、 cá Lad! 
kūp >= X GkG, taka, > 


di 
= «(Day — ifh Y] e KIB'In > one 上 Te 中 > 
LT 
+< as(- 7a] i/& Y < k|H'In > ale m ATL) (5.3.26) 
d 4 a t. 
m « aak >= XàQdk- Lk > 


= < al-F ar —-i/h V^ < k|H'|n > anet + Tk) > 


+< (Ba +ifh YO K[H'|In > ale IL Dl)as > (5.3.27) 
TL 


: 1M6- 


注意 到 


« anai, + alan >= nk 


则 得 , 
一 < jar, al]. > = —Yk < [ar e1].- >+< rral + aT} > 
dt t t (5.3.28) 
+< akI +I ak > Ue 
又 注意 到 
t 一 了 7 ， ; 
«ai» = < n dt'e- 73 (tt (iA M < k|H'|n > anet + T(E) > 
0 n 
t 一 了 D 
= fl e x 0-77) < Tí(UTT() > dt (5.3.29) 
0 
在 (5.3.29) 式 的 推导 中 用 了 关系 式 
< nlt i(t) >=0, t>t, nk (5.3.30) 


此 式 代表 的 是 因果 关系 ， 即 an 与 比 它 晚 的 Langevin 力 没有 关联 ， 同 样 可 以 导出 


t 
«Tal» = f e 0-7 c TROL) > dt 
0 
E 
«ali» = n e 0-0 c TIMER) > dt (5.3.31) 
0 
i 
<Tia > = J e EU < p) (t) > de 
0 


由 (5.3.28) (5.3.31) 式 ， 得 


< maj] >= -y < fan a}] > 
+ f een < [Fx(#), TLE] + [T(t), TG]. > d — (5.3.32) 
0 
当 (5.3.25) 式 得 到 满足 时 ， 便 有 
Se ls) alls >= =e < las (£) eL > + 
< fak(t), aL (t)]} > 三 1 (5.3.33) 


对 服从 Bose 分 布 的 对 易 关 系 情 形 ， 证 明 相 似 ， 
定义 Unm 一 al an, KAT (5.3.27) 式 易 于 计算 出 
d Yn 十 Ym . / iun, 
Hm 7 一 一 om 一 ii < niH'ly > a, rnnt 
HAY om < v|H'|Im > e" Ta (5.3.34) 


式 中 
Lam = al Ta 十 Ti an 


对 于 二 能 级 原子 系统 


“1417 -> 


Q | EE 
-—u4(-—20,)-—i— gT e~ i^t — g eit +r: 
^j ? ) 


» 
do^ . 
P = —ifle'^"tg, — a7 ET (5.3.35) 
dot —. —i^wt + + 
d = iNe Tz — 0 +I 
< TTH) >= 27 < o (tjat (t) > b(t — t") (5.3.36) 


< T* (0T, (t) ~ APEE) >= (5 99) < o+ (tjo: (t) - o: (t)e* (t) > &(t - t") (5:3.37) 
将 (5.3.35) 式 与 二 能 级 原子 系统 运动 方程 (2.6.16) 比较 ， 增 加 了 阻尼 项 及 无 规 力 ， 这些 均 
米 源 于 与 热 诺 的 相互 作用 . 与 Bloch 7; f£ (2.6.18) 比较 , 则 只 增加 了 无 规 力 . 注意 到 Bloch 
方程 的 限 屁 项 是 唯 象 引进 的 ， 只 在 引进 无 规 力 后 ， 才 能 保证 算 子 间 的 对 易 关 系 (5.3.2) 仍 
然 成 立 ， 参 照 辐射 与 二 能 级 原子 相互 作 甩 方程 (5.2.20) 及 有 阻尼 情形 的 Langevin 方程 
(5.5.19), 可 写 出 有 限 尼 情形 单 模 场 的 运动 方程 

db 
dii 
d^ (iw — x)b! -igot +F? 


= —(iw + xb — igo + F 
(5.3.38) 


th (5.3.38) 式 的 第 二 式 及 (5.3.35) 式 的 第 三 式 消去 o+, 得 
b+ iy + wo) +x 4 y+ (liw — ya) (io — x) — g?r) bt 
=  —(iüwg— y2) Ft dgD* + Èt = FÌ (5.3.39) 
14 7j Pi d Ut R LOG 8 c ERE 1. 
5.3.4 ”辐射 场 的 密度 和 矩阵 方程 全 


除了 Langevin 方程 与 Fokker-Planck 方程 外 ， 密 度 和 矩阵 方法 也 是 很 重要 的 . 设 辐射 
场 与 热 库 构成 的 体系 的 密度 矩阵 为 pe, 在 相互 作用 绘 景 中 ， 参 照 (2.5.11) 式 ， era Wi 
是 的 运动 方程 为 
dppg — —i 


E [Hi pue] (5.3.40) 


PLE(t) = = ] EE peale ae + pLB(0) 


代入 (5.3.40) 式 后 ， 得 
H D a t 
dx 全) = Gas unio), f [H1 (t). ppp (t))dt' + pr.p(0)] 
dt hbar 0 


参照 (5.3.13) 式 ， 并 令 BA = 》 gh Bue "^", 则 得 
Hr hA (gb B+ gib B) | (5.3.41) 
A 
对 于 章 模 情形 ， 去 掉 对 入 的 求 和 ， 将 (5.3.41) RRA (5.3.40) A, 在 t=0 tf, prp(0) 
= MAOjps(9] 辣 ; Et x 0 时， 我 们 也 近似 取 这 个 分 解 凤 , BB orst) c p(t)en(0), H 
热 库 很 大 ， 不 会 因 相 互 作用 发 生 大 的 变化 . 将 等 式 两 边 对 热 库 B 求 迹 ， 在 通常 情况 下 
|Hr(t), ppp (0)) 对 热 库 求 迹 后 为 0, 又 计 及 trp(pB) — 1, p= trels) 于 是 有 
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Sp = ([btp, b] + [bt, pbj) Az: + ([bo, 5] + [b, p5!]) A12 
An = [tentia Bid Bona = | < PORE) > df = xas om 


A = Í slg B0B Hona = | < POPE) > dé = x(u 41) 


Z, WERE Sculy-Lamb! 求 得 


AP, x 为 阻尼 系数 ， mu A RPOUTC EA xo 36 


的 原子 东 热 库 作 用 下 密度 矩阵 运动 方程 


p(t) 一 E (b, b p] 十 [pb, b) 一 学 ([* , bp] 十 [eof , 5]) 
| (5.3.43) 
Ra = 和 Nw , Fi = gw + 1) 


在 具体 取 定 热 库 时 ， 文 献 [1] 中 的 (17.16) R, ES Ra —n, = 0, 即 考虑 真空 场 的 起 伏 
p(t) = -gtt — bpb! + pbib — bpb’) (5.3.44) 


在 粒子 数 表象 中 ， 上 式 的 对 角 矩 阵 元 为 


Pnn(£) = -T [nonn 一 (n 十 1)95n43,54.1] (5.3.45) 
RERO OC 的 页 献 
385 bf] - Sh. bt, f) = DI oo ESO, 并 令 5 Aa, €= Aia, 则 (5.3.42) 
AURIS 
| dp _ $ Obip  Opb Obp 'Opb 
dt 7 (o e) 8b * oW 
2l 4 9p | 8p 9p, Op + 
= -6 (29 3t 5 2 € (2028 uL ) 
ð 
= 2£-6)pt26-— Ze e- 6) (vat ap a) (5.3.46) 


上 式 无 疑 是 辐射 密度 矩阵 理论 中 一 个 重要 的 结果 ， 有 意思 的 是 除了 上 面 的 证 明 外 ， 还 
可 应 用 在 相 空 间 (Bu, Bi) 求 密度 矩阵 的 全 微分 的 方法 予以 证 明 . 一 般 来 说 ， 密 度 和 所 
E png 可 以 看 成 是 算 子 b,8t,B, Bi KAX, mi b= b(t),b! —.b'(t), 故 ppp 可 表示 为 
Bo, B} 及 相互 作用 时 间 + 的 函数 prp = prp(B,, Bot), 这 就 表明 可 在 相 空 间 (B, BL) 
来 计算 密度 矩阵 org 对 二 的 全 微分 . 与 Liowille 定理 所 证 明 的 5 = 0 不 一 样 ， 我 
们 现在 讨论 的 光子 数 密度 prBlt), 因 光 子 服从 Bose 统计 分 布 ， ETETEN, 应 该 
有 PEE a o tral Sorn) = 所 tre(pza) = Z 40, 实际 上 我 们 证 明了 D o MERE 
(5.3.46) 式 . | 
设 prp 按 正常 顺序 展开 


PN = 5 Dm bi b? 
AP, pmn 是 Bl, B 的 函数 ， 也 是 按 正常 顺序 排列 的 ， 即 BL 在 B, 之 前 ， 则 可 证 明 
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ten 2px B. ƏB} pn + Sen 10PN 
--5273 -5 api Ut i (5.3.47) 


其 物理 意义 是 ， 前 两 项 URAOMLRE BOUE DIOE BUD. 即 流 进 数 减 去 流出 数 ; 
后 两 项 代表 单位 时 间 内 元 体积 od 六 ,不 是 流 引进 的 . 式 中 的 F, Ft Bp 
热 库 作用 于 系统 的 无 规 力 ， 由 (5317) REX 现 证 后 面 两 项 即 元 体积 中 光子 的 产生 率 


OpN 
wa BT 


His — hb Y ^ g, Bue 7 +b V g Bien 


X S R8 (5.3.17) R FI) 的 定义 ， 得 


abt i - * iw 
(F) Bi z Hrsg, b] =i) a, Bent = ri (5.3.48) 
同样 
9) iHn b= i XO gu Bue ™™ = F 
ET a TRl LB, |= 一 Ju Due = 
故 后 两 项 可 写 为 ; 
OpN ob DB pN _ Opw 
m ) E ). * OR ( ðb ) ^. 8t (5.3.49) 
前 两 项 的 贡献 为 


a( Bi,pN) a(pB.) 
-2, 8B,, -5 8B, 
8 BEC y: $Ccisaon o) 
B DB 0B。 
= -Y [B.(ig.P p) — (ig, pw)B,] + M [Bi (—igz pnb) — (- ios eb) Bi] 
= [Fton — biu F] — [F' pnb — pwbF'] 


Fw » Pmnb pl - » Pun bU" b^ F -F » pas bI pnt 十 » pmnbt™b"tl pet 
| (5.3.50) 


i 


注意 到 | 
Fbt = F(t) (Hoes + | Pi(r)ete dnar) " 
0 (5.3.51) 
< Fbt >= f < F(t)F'(r) > 870077 gr = x(n, +1) 
0 


将 (5.3.50) 式 两 端 对 F, Ft 求 平均 ， 便 得 
YO Pmr lnu 二 1)x(m 十 1)bt™p” — X ”pmnnux(m * 1)e!np^ 一 X` pmnmoxX(m 十 1)” 


OpN | Opw 
fma TEN ——— 
+ 3 Pma(no t T)x(n + 1)6U^U^ = 2xpy + Xx ( db t 5b b) (5.3.52) 
两 项 的 贡献 为 | 


Ft A Sons bin bh 十 3 5 pas b b^ F 
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对 Ft, 下 求 平均 后 为 


pN 
1(m—D)pn—l .. 
2xn, X pmnmnb b —2xngunar 3H 26 (5.3.53) 
于 是 ， 由 (5.3.52), (5.3.53) 和 (5.3.47) 式 ， 得 
dp — iopN | BPN O^ p 
车 将 p 按 反常 顺序 展开 
pA 5 pan b bi (5.3.55) 
同样 可 以 证 明 
= 2xp« + 2x(n, 十 1) 2-04 x (atA + 90A, (5.3.56) 
^it a e ao * Ob ' Bb l 
比较 (5.3.46) 5j (5.3.56) 式 ， 得 
£-6-—x , x(n, t 1) «€ 
pp 
ó ó Nnw 
EPUM > LH (5.3.57) 


这 结果 与 (5:342) 式 一 至 
5.3.5 ”激光 输出 的 统计 分 布 


现在 应 用 上 面 结果 分 析 激 光 的 统计 分 布 . 先 通过 解 单 模 激光 振荡 方程 ， 研究 激光 在 
盖 值 附近 谱 宽 的 变化 ， 接 着 通过 解 Fokker-Planck 方程 研究 激光 输出 的 统计 分 布 . 
上 节 已 求 得 单 模 激光 振 葛 方程 (5.3.39), 为 了 简化 方程 , 现 作 变 换 . 设 bt 一 bte, Fi 一 


= Áz, E= Ár = X(nw + 1). 


Fieint, Q= Hox FUN s wow, 则 有 
X 十 了 2 
j a (x a + n x bj a bos h + = - oo bt = Fi (5.3.58) 
TY (x +72) 


如 果 是 在 阐 值 以 下 ， o. 可 用 5 近似 , 而 b5 也 可 略 去 ， 则 (5.3.58) 式 的 解 为 


: t E L -1 
0 x tv 


8? (5.3.59) 
cm) 
(x +73)? 

x+y t ié(x ~ ya)/(x + 72) 

为 求 得 线 宽 就 需要 求 相关 函数 < btt) >, RER 


. n 
< b! (t)b(t") >= ei t- t) n fl e xXt-0-x'(-7) 
D J0 


XY2 z 
又 一 


62(X 一 y)? p 


1 
O LTA? drdr' (5.3.60) 


x< FÌ (T) Flr’) > lo +v) + 
注意 到 
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F? = —(iwo — ya) Ft +igrt +F,  F!-iüF 


e < F'(r)F(1) > +g? < r*(r)r(0) > 


< Fİ(T)F(T') >= 2xnmðlr — 7") 
<TH(T)E(T') >= 244 Ns6(r — 7') 
将 (5.3.61) 式 代 入 (5.3.60) 式 ， 便 得 


‘<HR> B+ 


(5.3.61) 


62 
242 h + cui Xith 2g? Yo Ns 
(x t2) ea gu p 


2, 9-0], oa 
[+ t atn a+ ) 


2 Y: 1 十 一 一 Nth + 2 2 Y N: 
2 | (x i y X"'th g Toydy3 


(5.3.62) 


GNRH), t<t 
TOG mi 
2 ~ 一、 * 
[erm t (x 4- 53? (XX ) 

Hi (5.3.62) 式 得 知 ， 谱 宽 Aw = Rex, 输出 功率 P xu 

6? 
cr Xun + 2g? yo Ns 

(x 一 4 

(x +72)? Aw 
Sh, Aw 与 输出 功率 疡 之 间 的 反比 关系 ， 正 是 激光 振 跑 输出 很 重要 的 关系 之 一 ， 最 早 
由 Schawlow 与 Townes”! 给 出 这些 结果 只 适用 于 阐 值 以 下 的 阻尼 振荡 情形 ， 所 得 的 结 
果 与 半 经 典 理论 基本 一 致 . 

根据 相关 函数 (5.3.62) 式 , 不 但 可 求 出 谱 宽 ， 而 且 可 求 出 线 型 这 是 因为 除了 e du 
荡 的 模式 外 ， 还 包含 许多 邻近 的 模式 : 


b! (t) = roet tiel) (5.3.64) 


242 i + 


P = 2xhw < b'(t)b(t) >= 2— xhw (5.3.63) 


(x+n)? + 


热 库 与 原子 系统 都 是 许多 独立 的 系统 ， 它 们 对 激光 模式 的 相位 影响 可 表示 为 
一 %(0) = d (5.3.65) 


Pult) E M Uh EB. NUR 


<bt(t)b(0) > = «reti 909. S e roe lI < eiPx(t) > 
"m 


1 
re% I {+ < e(t) > -35 < TAO) >} 


[ 


R 


因 < pu >=0, «ouv, >50, K p rv, 


< b(t)b(0) >~ rdeifte $22 p> ~ roeiNte boo? (5.3.66) 


按 扩散 关系 < (p — qo)? >x Awt, 有 
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< b'(t)(0) >~ retan (5.3.67) 


BEETIITURSCDES A RIA Lorentz W. 

dE BL RD E 8 d UAE REC AE 4E. ME- fü bv ie. 在 不 计 及 无 规 力 并 且 考 虑 稳 态 
情 癌 下 ， 可 在 (5.3.58) 式 中 令 计 = 计 = 网 =0. 因 vs 按 定义 即 反 转 粒 子 数 A 的 一 半 ， 
参照 A 的 稳 态 解 (5.1.19) 和 (5.1.18) 式 ， A ~ Ae(1— 23 R), Ti R ox (btb), 故 可 将 o, X 
RA T, — C?(b0)/g?. 于 是 有 稳 态 解 为 


62 
1+ ————-|-356e;4C? ga -o 5.3.68 
bos | | g (b'b) ( ) 
Bp 
b -0 C|b! 2 6? 
=0, , = ó.— 1-4 5.3.69 
jet} g xm ( T ( ) 


由 上 式 看 出 ， 当 根 号 内 为 负数 ( 亦 即 在 阔 值 

以 下 ) 时 , 不 存在 不 为 0 KASR, Bo = 0. 

只 有 在 国 值 以 上 时 才 有 Jbt 250. 将 bt 对 粒 Lu B 
子 数 反 转 5。 作 图 ( 见 图 5.6),A SANE, h 

0 至 A —HUS LS ELT FO RE d d5. 高 于 阅 

值 时 , 便 实现 了 稳 态 振荡 , 即 图 中 AB 曲线 所 

表示 的 . 在 04 段 振幅 与 位 相 均 可 以 起 伏 ; 

在 4 已 段 有 起 伏 的 主要 是 位 相 ， 对 于 前 一 种 4 3 


情况 ， 我 们 有 图 5.6 BARRE |bt| 随时 间 5。 的 变化 曲线 


| < bt(t)b(0) > | ~ r2e 85e + (5.3.70) 
对 于 后 一 种 情况 ， 我 们 有 
| < b! (£)5(0) > | e r2e7 369 (5.3.71) 


RP, Ae", Av! 分 别 为 振幅 及 位 相 起 伏 . 若 这 两 种 起 伏 的 均值 相等 (Ap7)2 = (Apt, 
则 由 (5.3.70) 和 (5.3.71) 式 可 看 出 ， 阻 尼 解 的 谱 宽 应 是 稳 态 解 谱 宽 的 两 倍 . 

为 得 出 当 光 泵 功率 逐渐 加 大 ， 因 而 反 转 粒子 数 密度 5z 也 逐渐 增加 ， 由 阔 值 下 过 渡 
到 益 值 上 谱 宽 逐渐 变化 的 解 ， 我 们 解 经 典 的 Langevin 方程 及 Fokker-Planck 方程 ， 即 前 
面 的 (5.3.9), (5.3.12) 式 . 在 目前 的 情况 下 ， 略 去 Langevin 方程 (5.3.58) 式 中 二 次 微分 项 
bt, 并 将 算 符 换 成 可 易 的 量 u, 于 是 可 得 出 v 的 运动 方程 


T 一 有 (元 一 u'u)u =T (5.3.72) 
式 中 ， 负 为 光 共 参数 . 4 u= re, 则 由 (5.3.72) Æ (5.3.12) 式 得 Fokker-Planck 方程 
OW BO, mou 4[19,9W,, 10?W 
dU trar OW] =g ES + Gp (5.3.73) 


将 (5.3.73) 式 取 规 一 化 变量 
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为 方便 起 见 ， 仍 用 7,t 表示 
| 1 


OW ; 
Or iol - r°)r’W] = 


谈 式 的 稳 态 解 为 E -o 设 ST 一 0, 则 得 
p 


ON a oo FINE 
W(r?) = —e Ttor , `= re 4 95 dr 
27 0 


(5.3.74) 


(5.3.75) 


(5.3.76) 


稳 态 解 W(r) BDG-T3R — 4C 9R RE & — 的 变化 曲线 如 图 5.7 所 示 . 34a 由 —2, 0, 3 增 至 
6 Rf, Wir) 的 峰值 已 由 >=0 移 至 ~ 坟 0, 远离 中 心 的 地 方 . 利用 稳 态 解 (5.3.76) 式 ， 可 
求 得 光子 计数 率 . 在 dt 时 间 内 测量 到 一 个 光子 的 几率 p(1, dt, t) 应 与 光 强 成 正比 ， 即 


‘p(1,dt,t) = aT(t)dt 
在 了 时 间 内 测量 到 个 光子 的 几率 pln, T,t) H Possion 分 布 给 出 为 


图 5.7 i Wr) 随 元 的 变化 曲线 
(参照 Haken [2]) 
2.0 


—10 -8 —6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 
a 


图 5.9 HBiXCENToMxHnsE a 的 变化 曲线 (参照 [2]) 


将 (5.3.78) XH WUU 分 布 几率 乘 ， 经 积分 得 出 在 了 时 测量 到 ?个 光子 的 几率 
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(n, T,2) = L (aTI)ne 9T! 


„Poisson 分 布 
一 


观察 值 


非 线 性 振荡 


(5.3.77) 


(5.3.78) 


图 5.8 p(n,t) BE n 变化 的 曲线 (参照 [2]) 


p(n, T) = f B (T errW Dal ' (5.3.79) 


图 5.8 给 出 按 非 线 性 振荡 Fokker-Planck 方程 的 稳 态 解 (5.3.76) 和 (5.3.79) 式 计算 得 的 
pin, T), 与 实验 结果 比较 是 很 符合 的 ; 还 给 出 了 按 Poisson 分 布 计算 的 光子 数 分 布 ， 与 实 
验 结果 比较 偏离 很 大 . 
解 非 定 态 方程 (5.3.75), 还 能 得 出 谱 线 变 罕 因子 ala) 随 泵 浦 参 量 a 的 变化 曲线 ( 见 图 
5.9), 4 a 由 —10 增 至 10 H, ala) Hp 2 AE 1, 5 (5.3.70) 和 (5.3.71) RAR. 


054 激光 振荡 量子 噪音 的 变 率 方程 分 析 


激光 振荡 的 量子 理论 是 一 个 研究 得 较 多 的 课题 ~. 较 早 有 Lax 与 Louiselll6- 引 , 后 
来 有 Haken"! 及 Lamb! 学 派对 这 一 课题 做 了 大 量 工 作 . 近年 来 ， 为 获得 低 噪音 非 经 典 
光 场 输出 ， Haus, Yamamoton 等 又 对 半导体 激光 的 量子 噪音 理论 0072 进行 了 研究 . 
但 这 些 研究 有 一 共同 的 特点 ， 即 模型 与 推导 均 较 复杂 ， 各 个 噪音 不 是 看 得 很 清楚 . 在 研 . 
究 这 些 量子 噪音 理论 的 基础 上 , 发 现 将 现 有 阻尼 振子 的 热 库 理论 推广 到 包括 负 阻 尼 振 子 
在 内 的 情形 ， 就 容易 得 出 将 损耗 与 增益 包括 在 内 的 激光 变 率 方程 组 ， 也 容易 得 出 白 泵 浦 
激光 的 噪音 谱 ， 与 前 人 所 得 结果 比较 ， 基 本 相符 

-在 Haken 提出 的 阻尼 振子 热 库 理论 中 , 阻尼 振子 与 热 库 相互 作用 通过 无 规 力 马 Fi 来 
体现 , 而 热 库 便 是 无 规 力 的 源 . 如 上 面 见 到 的 ,Ft 应 满足 < [FEFE >= 2x8(t— t^, 
因子 6(t — t') 体现 Markov 过 程 的 无 规 力 性 质 . Haken 理论 中 还 有 一 个 重要 之 点 ， 即 只 
用 含 未 来 时 (1 > 如 ) 的 解 ， 不 用 含 过 去 时 (t < to) HR EEA HE PEA AFP RR 
如 果 用 含 过 去 时 的 解 ， 当 t 一 t0 二 —oo, M e7XC—7'9) 明显 发 散 . 对 于 负 阻 尼 振 子 ， 由 于 
-x > 0, 恰好 相反 ， 采 用 含 未 来 时 的 解 ， 当 + 一 如 一 oo 时 ， e XU7 发 散 ， 而 用 含 过 去 
O ERAR, Ñ t- to ooe X079 -0, 是 收 伊 的 据 此 可 用 含 过 去 时 的 解 代 替 含 未 来 时 
的 解 ， 实 现 对 负 阻 尼 振 子 与 热 库 相 互 作用 的 推广 . 


541 阻尼 及 负 阻 尼 振 子 的 热 库 模型 ， 
参照 Haken Pl, 设 单 模 场 工 与 热 库 相互 作用 的 哈密 顿 量 HL_B 为 


Hi-p= M V a Bue + b gt Biet ` (5.4.1) 


w w 


单 模 场 的 哈密 顿 量 为 hwbtb, 于 是 算 子 时 , B], 的 Heisenberg 方程 为 


2- "m iD a, Bie" 
" E (5.4.2) 
"d = ibt gae t 
由 此 得 
i n ' bi (r)g,e "dr + B! (to) ， t2 to 
Bi = i (5.4.3) 


to | 
-i n M(r)g,e "dr Bl(to) , to>t 
1 
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将 (5.4.3) 式 代 入 (5.4.2) 式 的 第 一 式 ， 得 


t 

iwobt 一 f bi (r) »» lg, e" 7 ar 十 >》 ,多 B (toje ， 

dbi to w w 

di . : | 

iwobt + n bt(7) 5 lg. Pe 77a + Sg Bl (toje 
t UJ u 


L- (iwo — x) --F'(t) —, t>to 
(iwo + x)b! + F(t) , to>t 
< Fit)F(t) >= 5 Igoe) < B} Bo > ~ 2n,xé(t — t) 


< F(t)F!(t) >= $ jgu e < BoB} > = 2(1+ ñu)xêlt — t") 
u 


(9.4.4) 式 的 解 为 


1 
b! (to)e Go 2006716) +| eG Ot-7) Pt (dr, t» to 
b(t) = 


c 
oO 


b! (£9) e oto (719) u f ? emo) pet Gr, to 2t 


t 


根据 (5.4.4) 与 (5.46) 式 ， 得 
d 
< gt? »2«bbbb 


—2x < btb > 十 fi < < Fi(t)F(r) > e-Cect)t-ngz 
| c IM < Fi(r)F(t) > e8«»—90-7qr, t» to 
2x «bib» -fP < FIEF) > etot- dr 
JE < Fi(r)F(t) > et dr ty» t 


B —2x < btb > +2xn, , 二 > 加 
2x < btb > —2xn, ， to>t 
由 此 得 . 
—2x < [b,b] > 2x , t»t 
[bf] >= x < [b 9] > 十 2X 0 
2x < [b,b] > —2x , to>t 


在 初 值 < [5(to),bi(to)] >= 1 KEF., <b, b] >= 1 是 上 面 方程 的 解 . 归结 为 一 


t fo 
io 5t 


(5.4.4) 


(5.4.5) 


(5.4.6) 


(5.4.7) 


(5.4.8) 


句 ， 对 于 


阻尼 情形 ， 就 采用 上 > to 的 推送 解 ; 而 对 于 负 阻 尼 情 形 ， 就 采用 t+ < to 的 超前 解 ， 才 会 


使 关系 < [b,b] >= 1 得 到 满足 . 
5.4.2 ”包含 量子 躁 音 的 激光 变 率 方程 


在 上 面 阻尼 ( 负 阻 尼 ) 热 库 模型 基础 上 ， 容易 得 出 包含 量子 噪音 的 激光 变 率 方程 为 
讨论 方便 起 见 ， 现 就 阻尼 振子 进行 ， 然 后 推广 到 负 阻 尼 振 子 . 在 (5.4.4) 式 基础 上 ， 作 变 


换 b — beot bt —, b'e"ot, 便 得 阻尼 振子 的 运动 方程 
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一 xb + F 
dt, (5.4.9) 
g= € FI 
由 此 得 
Sb = -2xb!b +b F + Fb (5.4.10) 


注意 到 (645) 和 546) 式 以 及 | (st - nar = IO, FRA 
和 B to 2 


t 
«b(tF(t)» = < (He oem 十 n dN pt(r)ar) F(t) > 
t 


0 


ii 


i 
f eUe-xXt-7) < FHT)F(T) > dr = xh, (5.4.11) 
to ' > 
同样 有 

< F'(t)b(t) >= xh, (5.4.12) 


故 (5.4.10) 式 可 写 为 


d 
—b!b = —2x(bb — n, 
di x( ñw) +G 


(5.4.13) 
G =b F + Ftb- 2xNn, , <G>=0 


< G(t)G(t') >= < [b (t) F(t) + F'(t)b(t) — 2xn,][ (t) F(t*) + FIE) - 2xn4] > 
= < b(t)b(t) >< F(t)F(t) > 十 < FIER) >< b(t)b'(t) > 
+ «BM(0F(U) >< F(t)b!(t) > + < FHB) >< b(t)E (t) 
= [2x(1 + Rw) < b (t)b(t) > -2xn, < b(t)b' (à) >] 6(t — t) 
+ < B F(t) >< F(E (E) > + < FHE) >< b(t)F'(a") > — (5.4.14) 


注意 到 
i 
< [exit ati f -x(t-7) pt(r)d )r Ü»—, tof 
CHOFE (: «s f e (r)dr | PC) > 
l ; tcr 
xh, , toť 
= | A i (5.4.15) 


t 


«FM» = | < F(t) (wo + T 210 > , üt 


0 ; Uct 
B x(-tn,) , Yt 
= 0 (— «d (5.4.16) 
HE 
< Md (OF(U) >< F(R >= X?(»19 Aoust (5.4.17) 


m ru 


lo, =# 
few = , 
0 , txt 


< Fi(ty(t') >< b(t)F'(t') >= x*( 4 Auwt 


< GJG) » = 2x((14 n) « bilt) > 
+ w < b(t)bf (t) >) 6(t — t) 
H2x?( + n), brer 一 (2xn,)* 
特别 是 当 热 噪音 A, 很 低 时 ， (5.4.19) RIE 


< GG) >œ 2x < b'(t)b(t) > é(t — t) 


(5.4.18) 


(5.4.19) 


(5.4.20) 


(5.4.13) 和 (5.4.20) 式 分 别 为 阻尼 情形 的 光子 数 n= bb 的 变 率 方程 与 量子 噪音 . 同样 可 


求 得 负 阻 尼 即 增益 情形 的 变 率 方程 与 量子 噪音 ， 即 
< b! (t) F(t) + F!(t)b(t) >= —-2xn, 
Soto = 2x(blb —n,) +G 
G =btF + Ftb 2xñu , <G>=0 


与 (5.4.13)~(5.4.20) 式 的 推导 相同 ， 结 果 亦 相同 . 
对 于 同时 存在 损耗 与 增益 的 单 模 激光 振荡 ， 得 运动 方程 


db 
一 一 (- 匣 ZEE 


(5.4.21) 


(5.4.22) 


AH, w/2@ 表示 损耗 gA 表示 粒子 反 转 带 来 的 增益 ; F, Fo 为 相应 于 损耗 、 增益 两 


个 独立 的 物理 过 程 而 引进 的 两 个 独立 的 无 规 力 . 参照 (5.4.5) 式 ， 我 们 有 
< FI(A (t) >= 25er -t) = geb - 


< F(t) Falt’) >= 2gAna,6(t — t") 
< Fl(t)F(t) >= 0 


(5.4.23) 


X4 n — bib, 则 参照 (5.4.13), (5.4.19), (5.4.20) 和 (5.4.21) 诸 式 ， 便 导出 光子 数 的 变 率 


方程 
一 (-$ +20A ) n+Gı +G2 
< GaG) >= gnt- t) 
< Gz(t}G2(t') >= 2gAnB(t — t) 
< Gi(t)Ga(t) >= 0 

至 于 反 转 粒子 数 A 的 变 率 方程 ， 也 可 同样 写 出 


dA (A~Ao) 
^R 2gAn +T, 4 T, — G? 
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(5.4.24) 


(5.4.25) 


(5.4.26) 


Fi oL omi 


<LO) >= ze -q 
; Ao 5.4.27) 
< Tf) >= 3-6 - f) (5.4. 


< T ()Ga(t) >=< T(t)G2lt’) >=< T. (t)E$(t) >=0 


(5.4.26) 式 中 引入 —G; 是 明显 的 ， 因 有 损耗 项 -2gAn. 这 样 引进 后 ， 保 证 了 Tu 人 不 


受 增 益 与 无 规 力 G2 WEH. Te, Ip 是 对 自发 辐射 与 光 泵 引进 的 无 规 力 ， 它 们 是 独立 
的 ， 且 分 别 满足 Poisson 分 布 


i 


t t 
< f L,(t)dt^ n L,(t)dt" > 
0 0 


t 1 I t ' 
f f A(t lsi tdi! dt" = f AQ) ge (5.4.28) 
odo D o f 


Ao 12 t hus t Hx ull * Ao 1 
< (Ao(t) — f Ao quy >=< n T, (t^)dt f T, (t")at" >= n Aog, (5.4.29) 
Ti 0 0 0 Ti 
从 (5.4.25) 式 看 出 ， 光 子 分 布 也 具有 Poisson 分 布 性 质 ， 但 这 是 设 元 , 一 0, 即 热 噪 音 
可 略 去 的 情形 . 一 般 的 由 (5.4.19) 式 确 定 ， 并 非 Poisson 分 布 . 
5.4.8 白 泵 浦 激光 的 量子 噪音 


含量 子 噪 音 的 激光 变 率 方程 (5.4.24) ~ (5.4.26) 是 非 线 性 的 ， 一般 采 用 线性 近似 方法 
求解 ， 即 在 平衡 点 (n, As) 附近 展开 ， ns, A, 满足 


< (A(t) E > 


M 


(s 十 295. n, —0 
(5.4.30) 
ETE — 29A,n, — 0 
Ti ss 
pa 
N=N +u ， A-—A.4v (5.4.31) 


X. u, v 为 起 伏 . 将 (5.4.31) RRA (5.424), (5.4.26) A, HEE ”的 二 级 小 量 ， 
便 得 


4*7 (—w/Q -- 29^,)u + 2gn,v + G4 +G2 
二 2gn,v- G1 + G3 (5.4.32) 
d 
"US ES — 2gA,u — 2gn,v T, E T, — Ga 
由 (5.4.30) REN A, = xg TERT (Ao < As, ns — 0), 有 
du 
4 Gı G3 (5.4.33) 


$851 2 IRR ER. EBEE (Ao > A) 有 
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1 Apo 1 
ns = -一 一 
2gTi As 


du 1 /Ao 
= 二 | 人 - G 
d mq 5 JE 2 
dv — ' Ao 
一 一 -一 0 二 THAT -G 
d mA, Ant ly 2 


sx T 为 常数 ， 由 (5.4.26) 式 得 出 的 谱 将 是 白 噪 音 谱 ， 故 称 之 为 白 泵 浦 . 


研究 这 种 情形 的 激光 辐射 谱 . 
K (5.4.34) 式 的 Fourier i£, 用“ — ”来 表示 ， 得 


1 /A MEN 
m= (28-1) + 
1 n» 
A 


iQo = — 


pa Ï- 29A T, e T, Ga 


由 此 得 


gi 
H 


iN (i0 $7 ) 29058. 


A; RTA: . 
当 光 泰 浦 很 强 时 ， <1， 一 KR 一 « 15.4.35) 式 可 简化 为 
0 0 ` 
ü- Gi 十 十 工 。 . 
~ 2gA,-ri 
(a? GY ++i? 


T (29^.)? + (2? 
G2 等 可 用 时 间 相 关 函 数 进 行 计算 ， 应 用 (5.4.24) 式 ， 便 得 


< G2 >= af < G(T)G(0) > e 7dr = a ~ W n 
oe Q Q 
ER - 2Ag  2w - 2A, 
M LEE iir uL ; <D >= 
由 于 d 4 <P> 可 略 去 . 由 (5.4.34) 式 ， 可 得 


n 1 Ao QAo 
um 2gTi As E Tiw ’ 


由 (5.4.40), (5.4.41) 式 ， 则 (5.4.38) 式 可 写 为 


4w 


Q "s 


(a) + 


~ ~ 2w 
«I?»-2«Gi»- Q^ 


(5.4.34) 


下 面 就 


(5.4.35) 


(5.4.36) 


(5.4.37) 


(5.4.38) 


(5.4.39) 


(5.4.40) 


(5.4.41) 


(5.4.42) 


若 与 文献 [11] 进行 比较 ， 名 即 光 子 数 起 伏 的 Fourier 谱 ， 用 文献 Hi] 中 的 记号 表示 , 便 是 
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ü= (Ao +A -AQ72A4AA , n, Ao (5.4.43) 
由 (5.4.42) 和 (5.4.43) 式 得 


AA» LB. (5.4.44) 
Ac 
当 泵 浦 噪音 可 去 掉 ， 即 fo ~ 0, 得 
lw 
AA! = (5.4.45) 
(8) «m 


(5.4.44) 和 (5.4.45) 式 分 别 与 文献 Hi 中 (3.14) 和 (6.5) TES 
5.5 BEIC BOR IB E FR p 6l 


影响 激光 振荡 输出 的 光 强 起 伏 的 因素 很 多 ,其 中 泵 浦 的 量子 噪音 是 很 重要 的 因素 之 
—. 过 去 对 泵 浦 抽 运 主要 是 用 Poisson 分 布 来 描述 ， 近 年 来 已 认识 到 ， 如 果 采 用 规则 扫 
运 的 话 ， 可 能 实现 噪音 水 平 比 Poisson 分 布 为 低 的 亚 Poisson 分 布 , 实际 考察 了 各 种 抽 运 
方案 后 ， 情 况 就 变 得 更 复杂 在 这 一 节 ， 我 们 首先 讨论 规则 泵 浦 抽 运 ， 然 后 讨论 一 般 的 
RM Wia. 


5.5.3 AUR Bh 


有 很 多 文章 0012 研究 了 如 何 减 少 泵 浦 量子 噪音 ， 从 而 降低 输出 光 强 的 起 伏 . 
Golubev 与 Sokolov |!3! 已 经 证 明 ， 有 规 泵 浦 抽 运 将 导致 光 的 亚 Possion 统计 分 布 ， 这 时 
光 强 的 起 伏 将 低 于 散 粒 噪音 水 平 . 但 在 他 们 的 分 析 中 和 假定 密度 矩阵 是 个 小 量 , 采用 了 
ln(1 +u) > u-u?’ /2 近似 ， 这 一 节 ， 我 们 将 给 出 这 一 问题 的 准确 解 ， 不 需 假定 密度 矩阵 
u 是 个 小 量 14. Golubev 与 Sokolov 的 模型 是 这 样 的 ， 设 上 时 刻 辐 射 场 的 密度 矩阵 为 plt), 
在 与 处 于 激发 态 的 单个 原子 作用 At 时 后 ， 密 度 和 矩阵 发 生 了 up(t) 的 变化 ， 即 


plt + At) = (1 + u)p(t) (5.5.1) 
若 在 At 时 间 内 场 与 兄 个 激发 态 原 子 作 用 ， 则 有 
p(t + ^t) = (1 + u)” p(t) (5.5.2) 


我 们 假定 了 各 个 原子 是 在 相继 地 与 场 相 互 作用 . 车 泵 浦 是 无 规 的 ， 即 上 述 n 不 是 确定 
的 值 ， 而 是 服从 Poisson 统计 分 布 ， 在 At 时 间 内 有 "个 原子 被 抽 运 到 激发 态 的 几率 为 
e "人 At(rAt)"/nl. 应 将 这 几率 乘 (5.5.2) 式 右 端 ， 并 对 n KR. 
-r (rAt)" n rAtu 
p(t -- At) 2 Ye ari (l+ u) p(t) = er^*" p(t) (5.5.3) 


n 


对 t 进行 微分 ， 便 得 
p(t) = rup (5.5.4) 


若 将 辐射 场 模式 在 腔 内 的 损耗 包括 进去 ， 便 得 
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p — rup-4 Ap (5.5.5) 

GB hie JST SUR JE tk Poisson 分 布 那 样 随机 抽 运 , 而 是 有 规则 的 抽 运 ,在 At 时 抽 
运 的 原子 数 为 一 确定 的 值 就 是 抽 运 率 7 与 抽 运 时 间 At R, 即 n= rat. 代入 (5.5.2) 
式 ， 并 对 上 微分 ， 便 得 . 
p rln(l1-c u)p- Ap (5.5.6) 
在 光子 数 表 象 ， 密 度 矩 跨 算 子 up 与 阻尼 算 子 Ap WT £38 (5.3.45) 式 写 为 

Un = Pn—1 7 Pn 

Apa = C(-npq + (n t 1)pn) 


Xo, C-2v[Q, 即 腔 的 损耗 引起 的 线 宽 . 采用 下 降 算 子 dpa = pni, 则 方程 (5.5.7) 的 
第 一 式 可 写 为 


(5.5.7) 


upn = (d — 1)pn (5.5.8) 
重复 地 应 用 这 一 关系 ， 便 得 
Wpn = (d — 1)2pn, : 
ee (5.5.9) 


u" Pm — (d 一 1)" Pm 
首先 ， 我 们 和 暂 不 考虑 腔 的 阻尼 项 ， 于 是 在 光子 表象 中 的 (5.5.6) 式 可 写 为 
pn = rln(1-F u)p, (5.5.10) 
我 们 引进 os (t) 的 生成 函数 | 
oe = Got) (5.5.11) 
于 是 有 
>», z^dp, 一 5 z” Pn-1 = ZGo(z,t) 
NNNM : eel (5.5.12) 
5 z”d™ Pn = 5 Z” Pn-m = z™ Go(z,t) 
将 (5.5.10) RH 2° R, F n 求 和 ， 得 到 
9 
5,0900 =rin(l+ u) $ ,z"ps(1) 
c d- 1)" 
catt -D 于 mg 
=r Yr EDT S angl) 
m=1 m E: fr 
=r ln zGo(z, t) (5.5.13) 
满足 初 值 条 件 Go(z,0) = 1 的 (5.5.13) 式 的 解 为 
Go(z, t) = et — zr (5.5.14) 
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1& Bh ^E ji, e C Go (2, t), TRR Eb IE EL PHATA < n >o 及 光子 数 方差 < (An)? >o= 
« n? »9 — « n »$, Bp 


< n >= 6| — rt 9.5.15 
n >= l= =T (5.5.15) 
O02G 

< n(n — 1) »9— "5; l= = ri(rt — 1) (5.5.16) 

亦 即 光子 数 方差 为 
< (An) >0=< n? >g — < n >2=0 (5.5.17) 
<n” >o- <n> =0 , n = 1,2,3, (5.5.18) 


现在 将 腔 的 阻尼 项 Ap 包括 到 (5.5.6) 式 中 去 ， 便 得 


f» = rln(1- u)p, + C[-nps + (n+ 1)ps41] (5.5.19) 
引进 生成 函数 G(z, t) 
G(z,t) = M^ z"p.(t) (5.5.20) 
同样 可 导出 生成 函数 所 满足 的 方程 
aG f 0 
= | Inz+ C(1— FA G (5.5.21) 
或 写成 
9 C 1 à I1nG-rl 5.5.22 
zT (z —- 1)37|In — rlnz (5.5.22) 
故 有 
_ f7 lez . 
G(zo,t) = Go(zo) exp (af - zdz) (5.5.23) 
A, zo =14(z-1e7™, ñ= r/C. 设 在 初始 时 t= 0, 光子 数 为 < n >o, 很 明显 
< n >= DAE. B. Go(1) =1 则 上 t>0 时 的 平均 光子 数 为 
3G 
<n> = t |z=1 
-ER sanee (st 
= «n»ge C. a(l- e €t) (5.5.24) 
8G - -ct -201 
«n(n-1)» = ga e= all-e )<n>+<n(n—1)>oe 
+A(1 — e7) < n >g e7” — ;ü — e*t) (5.5.25) 
Jj 8 (5.5.25) 3X np 33 2g 
«ni»-«n»? = (<n? >- <n >)? 


十 (1 一 e^ €t) (24 X n >o eet) (5.5.26) 
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当 Ct — oo Bh, 方程 (5.526) RAH <n? > — <n>? n/2 = TL 这 结果 与 


Golubev, Sokolov 求 得 的 一 致 、 光 子 数 方差 比 Poisson 情形 的 光子 数 方差 <n>- < 
n»?—- < n> 下 降 了 一 半 ， 这 结果 也 表明 Golubev, Sokolov 采用 的 近似 In(1 十 之 
u — u?/2 并 未 影响 到 光子 数 方差 < (An? >. 这 是 因为 有 等 式 


Ó lnz (OL 1 
z—17 一 


8tz-1 | 一 二 Oz 2 (5.5.27) 


z—1 


从 推导 中 可 看 出 ,近似 In(1 +u) u — u?/2 还 未 影响 方差 . 但 这 个 近似 会 影响 高 阶 方 
差 ， 例 如 三 阶 方差 . 这 是 因为 


La 
经 过 复杂 计算 ， 当 Ct 六 1 情况 下 ， 我 们 得 出 
An=n—-<n> 
< (An) >=- (近似 解 
< (Ay >= -E2?4 E = (准确 解 ) (5.5.29) 


5.5.2 一般 泵 浦 抽 运 l 


除 上 述 规则 泵 浦 抽 运 外 ， 还 有 一 般 泵 浦 抽 运 . 这 可 由 方程 (5.5.5) 式 的 直接 推广 得 
出 方程 (5.5.5) JR XR T 2M fiie te Poisson 分 布 再 加 上 腔 的 阻尼 项 Ap. 方程 (5.5.5) 的 推 
广 是 


Cr = pofu — uiu? + pou? + eo) pn + Apa (5.5.30) 

前 一 项 仍 描述 泵 浦 抽 运 ， 但 不 是 按 Poisson 分 布 ， 我 们 称 这 样 的 过 程 为 一 般 过 程 . 当 

自 三 和 妇 = 三 0 时 ， 一般 过 程 便 退 化 为 熟知 的 Markov 过 程 . 这 时 ， 若 暂 不 讨论 腔 的 阻 
尼 项 Ap, WA F 

mee = Hpoupn = polpn-1 — Pn) (5.5.31) 


因为 对 于 一 般 的 Markov 过 程 来 说 ， 在 时 间 间 隔 鞋 一 上 十 At 内， 光子 产生 的 几率 Pex At, 
但 与 % RtxX. B) 


P(n —n--1) - AAt (5.5.32) 
sc | 
pu (t + At) = ps (t)(1— AAt) + p4 1A At (5.5.33) 
当 At 一 0 时 ， 求 极限 ， 我 们 得 
den = à [Pn-1(t) — o«(t)] = Aups(t) (5.5.34) 


(5.5.34) 3& B] (5.5.31) 式 : 
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对 于 一 般 过 程 ， 在 上 ~t+At 时 间 内 产生 的 光子 数 不 仅 与 At 有关， 还 与 n, tH X, 
与 系统 曾经 历 过 的 历史 pn_1, Pn-2,… AR. 这 就 意味 着 (5.5.34) 式 中 的 入 不 是 常数 . 比 
较 (5.5.34) 与 (5.5.30) 式 ， 得 


入 = pofl — uiu + pau? =) (5.5.35). 
求解 (5.5.30) 式 ， 先 去 掉 阻 尼 项 Apu, 并 注意 到 下 降 算 子 4 可 表示 为 通过 下 降 算 子 d 来 表 


dp, (t) 
dt 


同样 引进 生成 函数 


= po[(d — 1) - in (d — 1)?  ua(d — 1)? — -- Jos (t) (5.5.36) 


Go(z,t) = X z^ ps (t) (5.5.37) 


LT 


像 上 面 一 样 得 出 生成 函数 的 微分 方程 


PREI — polle- 1) - mle- 1}? + Go(z,d) 
Go(z,t) = exp [y Ho[l(z— 1) — ui(z - 1 +- LI (5.5.38) 


该 式 表明 在 上 = 0 时 ， Go(z,0) = 1, SM (5.5.87) sk, BB po(0) 1, p4(0) 20, n > 1. f£ 
助 于 生成 函数 ， 可 求 出 


8G t 
< Nn >= de = n po(t)at (5.5.39) 
0 


2 


3? Go t t 
< n(n 一 1) > 077 一 一 一 ER, 2 |, ,1 = 一 (/ poltat) 一 2/ mmu (5.5.40) 
0 0 


i 
< (An >=< n? >g ~ «n»$i- f koll — 2u41)dt > 0 (5.5.41) 
0 
由 此 得 
poll — 201) 2 0 
对 uo > 0 的 情形 ， 我 们 有 


1 
"ES 3 (5.5.42) 
现 将 腔 的 阻尼 Apn = C[-np, + (n + 1)ps4i]n. RA (5.5.36) 式 中 去 ， 便 得 
dp; 
e 一 = polu — mu? + uou? — -Jpn t+ C[7npa + (n + 1)Pn41] (5.5.43) 


式 中 ，C 表示 谐振 腔 的 线 宽 . 对 应 于 (5.5.43) 式 的 生成 函数 C(z, 满足 的 微分 方程 


ð 4 C(z — 1) 


ET 2 G(z,t) = uol(z — 1) - (z — 1}?  ua(2 — 1? —-]G(z,t) (5.5.44) 


上 式 的 解 可 直接 写 为 
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G(z,t) = Go(z,0) exp Ute — a(z — 13 + ag(z - 1)? — .. Jaz} (5.5.45) 


式 中 
zo = 1+4 (z — le 
t ) Ho 
ao = a eC 7t ) uodt' 一 T 
t , 5.5.46 
al = eC 7!) uou, dt' = 2. 
t ; op 
am = J eC 7 jopmdt = ZFT 
一 DO 
令 / 
H - Hoki  . Hom ~ 
“=p =ñ, u —0 m. 7554 om = TT = Afm (5.5.47) 


代入 (5.5.45) 式 便 得 
G(z,t) = Go(zo) exp E Í «yis 


(5.5.48) 
p(z) 21— mlz - 1) + mlz- 1? -- 
由 这 式 子 可 计算 出 平均 值 
<n>= "rca =< n >o € + n(1— eC!) (5.5.49) 
2 
«n(n-1» = Sl al -e< n> -u) 
+< n(n — 1) 259 € 7*5 + a(l — e7) < n >g e^t 
及 方差 
«(Any >=< R>- <n>? (5.5.50) 
= [< n? >09 > < n »2le?** 4 (1 eTA — 1i) < n 2o €] Ei 
(Ct PHI, H (5.5.49), (5.5.50) 式 得 
<n>=n (5.5.51) 


«(Anf >=< n? > — < n >?= (1 — m) 


该 式 表明 考虑 腔 的 阻尼 后 , 方差 < (An)? > it Poisson 分 布 的 方差 降低 一 因子 (17 13)- 
如 果 将 腔 的 阻尼 去 掉 ， (5.5.41) 式 表示 的 方差 比 Poisson 分 布 方差 降低 一 因子 (1 - 24), 
即 

< (Anf! >= (1 — 2p) (5.5.52) 


仔细 研究 激光 振荡 的 全 量子 理论 ， 可 看 出 对 激光 输出 的 噪音 作出 贡献 的 主要 有 硝 浦 
噪音 、 自 发 辐射 及 真空 起 伏 . 后 者 通过 腔 的 阻尼 项 Apn 体现 出 来 而 泵 浦 噪音 则 由 e(z) 
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来 体现 . 我 们 上 面 的 做 法 ， 实 际 上 是 先 处 理 p(z), 然后 再 加 上 空 起 伏 Apn, 并 引进 参数 C. 
对 于 原子 与 辐射 场 系统 ， 若 原子 被 抽 运 到 激发 态 ， 有 一 起 伏 Am = m- < m >, 则 必然 
反映 到 产生 的 光子 数 起 伏 An 中 来 ， 故 有 

An=Am , < (An? >=< (Am? > (5.5.53) 


以 三 能 级 系统 为 例 ( 见 图 510), 跃迁 到 激发 态 的 几率 了 与 由 激发 态 回 到 基态 的 几率 4 之 


比 为 
P _ paBis+pi12Bi2 _ No 


= = -一 5.5.54 
q A12 + p12 B21 Ni 人 ) 
wA 
Nə N 
= ; 一 —- 5.5.55 
P= NGN 1 N +N (5.5.55) 


f£ n — (Ni N2) "CT P, ümTBCTATNOUE, n-m ^ J-F 3E s 88 JUR BRA T 
项 式 分 布 ， 其 表达 式 为 


pn(m) = mm mr | (5.5.56) 
由 此 给 出 
«m »-—mnp 
一 一 一 2 
< m(m — 1) »— n(n — l)p (5.5.57) 
< (An)? »-«m»(1- p) 
< m(m - 1)(m — 2) >= n(n — 1)(n - 2)p? 
8G G 
将 上 面 结果 分 别 y êE Ot Cus ES ETE z—1s: ET PENT Utt 相对 应 ， 便 能 定 出 参数 Ho, H1, H2: *: 


A TRAGE. 比较 < (Am)! >=< m > (1— p) 与 (5.5.52) R, 得 m = p/2. 对 于 三 能 级 
系统 来 说 ， 当 处 于 阔 值 以 下 时 ， 因 Na « (Ni +N), m — p/2 «€ 1, Mt € (Am)? > 接近 
于 Poisson 分 布 < m >. 但 在 国 值 以 上 时 ， 我 们 有 No > Ni, ui = p/2 > 1/4, WH XF R 
HTEÉEBTI-uXxX1/2«l-u&X 3/46 8 Ri 起 伏 ). 类 似 地 对 于 图 5.11 所 示 的 四 能 
c 1, 故 基本 上 是 Poisson 分 布 . 


£A. Naxo, p= -aa glo- 
级 系统 4 p NAA! q NIA, 


i 


图 5.10 ”三 能 级 系统 图 5.11 NEARS 
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第 六 章 ”辐射 的 相干 统计 性 质 


6.1 平衡 辐射 的 统计 热力 学 


我 们 将 平衡 辐射 分 为 热平衡 辐射 与 非 热 平衡 辐射 . 热平衡 输 射 即 黑 体 辑 射 ， 满 足 
Planck 分 布 ; 非 热 平衡 辐射 不 满足 Planck 分 布 ， 但 仍 为 定 态 ， 即 长 时 间 不 发 生变 化 的 状 
m. 从 这 个 意义 来 说 ， 激 光 就 是 一 种 非 热 平衡 辐射 . 因为 它 一 方面 不 满足 Planck 分 布 ， 
另 一 方面 又 处 于 长 时 间 不 变化 的 定 态 之 中 . 

黑体 辐射 的 研究 四 不 仅 使 得 Planck 假定 构成 黑体 辐射 的 简 谐 振子 的 能 量 取 不 连 
续 的 值 En = neo, Einstein 作出 光量 子 的 假设 ， 而 且 最 后 导致 Bose 创立 一 种 区 别 于 经 典 
Maxwell-Boltzman 统计 的 新 的 统计 ， 妈 Bose-Einstein 量子 统计 . Planck 遵循 Kirchhoff 
定律 “封闭 黑体 内 热平衡 辐射 的 性 质 ， 仅 与 黑体 的 温度 有 关 ， 与 黑体 壁 的 性 质 无 关 ”， 致 
力 于 寻求 与 黑体 保持 热平衡 的 辐射 能 密度 uw D) 的 函数 关系 .在 这 以 前 已 经 有 了 适用 
于 长 波 辐射 的 Rayleigh 公式 


2 
ulw, T)do = ERIT | | (6.1.1) 
以 及 仅 适用 于 短波 辐射 的 Wein 公式 
ho? —hu? /kT 
u(w, T)dw = dt dw (6.1.2) 


通过 热力 学 推论 与 预测 Planck 找到 了 既 适 于 长 波 辐射 又 适 于 短波 辐射 的 经 验 公式 
ho? dw 
q2c39 eħw/kT 1 
但 如 何 从 理论 上 导出 (6-1.3) $W? Planck 采取 了 如 下 的 步骤 . 按 统计 力学 ， 系 统 处 于 
At —JUsmJL P SU S Że Boltzman 关系 为 


S -klnP (6.1.4) 


u(w, T)dw = 


(6.1.3) 


UP. k% Boltzman 常量 . ARH P, Planck 假定 在 给 定 频率 w 后 ， 妈 个 相互 独立 的 
简 谐 振子 的 总 能 量 C.H S.H SUE 


€,-—mnE , Sn=ns (6.1.5) 


式 中 ， 三 为 每 一 简 谐 振子 的 平均 能 量 ， s 73 8E — SUR CT UA. 又 设 总 能 量 En 只 能 取 
某 一 最 小 能 量 eo 的 整数 倍 ， 而 so 又 与 频率 w 成 正比 ， 即 


En = Neg = Nhw (6.1.6) 
于 是 将 N 份 能 量 so 在 n% 个 简 谐 振子 中 进行 分 配 的 方法 数 ， 即 系统 的 几率 为 
_(N+n-1)! 
P Nin - Dj (6.1.7) 
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(N n — 1)! 


S= h^ i ^ ^ k[((N -n — 1) ln(N -n — 1) - NIn N - (n — 1)ln(n — 1)] (6.1.8) 
5S = Rn(N n -1) m NJAN = tn( 5) EE (6.1.9) 
按 热 力学 关系 53 = ČER, 从 (6.1.9) 式 便 可 求 出 
N N 1 
n n- l exp(ħw/kT)—1 (6-1.10) 
再 由 (6.1.5) 和 (6.1.6) 式 即 得 
-Sie mi - (6.1.11) 


n PeT) -1 


用 频率 在 w ~ w + dw RIAN 202 RE RIKA (61.11), 便 得 辐射 场 能 密度 
wlw,T)dw[ 见 公式 (6.1.3)], 这 就 是 1900 年 Planck 给 出 的 黑体 辐射 能 密度 推导 .推导 中 除 
用 到 Boltzman 关系 (6.1.4) 外 ， 主 要 给 出 了 计算 P 的 方法 以 及 用 人 简 谐 振子 的 平均 能 量 E 
作为 每 一 模式 的 平均 辐射 能 ， 代 替 (6.1.1) 式 中 按 能 量 均 分 定理 确定 的 每 一 辐射 模式 具 
有 的 能 量 KT. 将 辐射 场 用 简 谐 振子 来 描写 ， 从 经 典 场 满足 的 波动 方程 来 看 是 合理 的 o 
但 经 典 场 的 振幅 以 及 场 能 可 连续 取 任 意 值 ， 而 简 谐 振子 的 能 量 只 能 取 so BUE E. RB 
En = Nhu, 这 就 是 对 经 典 场 量 子 化 成 了 量子 场 . 

一 般 教 科 书 推导 Planck 公式 P5 并 不 采用 上 述 方 式 ， 而 是 设 简 谐振 子 能 量 是 量子 化 
的 ， 即 En = nho, 处 于 激发 态 En 的 几率 已 , 按 Boltzman 分 布 (ce 7757), 规 -化 后 为 


e—niw/kT un 
Pa — — eg nhefkl e PET) (6.1.12) 


X e jhefF1 


j 
简 谐 振子 的 平均 能 量 为 


fuo 
h 6.1.13 
e=) n e T exp exp(ho/kT) — 1 ( ) 


此 即 (6.3.11) 式 ， 这 样 求 较 为 直接 ， 不 需 用 近似 的 Stirling 公式 . 

将 辐射 场 用 简 谐振 子 来 描写 是 波动 图 象 ， 但 并 非 经 典 场 的 波动 ， 而 是 量子 化 了 的 . 
能 否 将 量子 概念 进一步 发 展 一 下 ， 认 为 辐射 场 本 身 就 是 能 量 = ho Ic To of 
流 呢 ? Einstein 光量 子 学 说 就 是 这 样 认为 的 ， 光 子 具 有 能 景 hw, 动量 hee. 这 样 不 仅 
解释 了 他 当时 要 解释 的 光电 效应 ， 而 且 后 来 对 光 与 物质 相互 作用 的 认识 也 是 一 很 大 的 
推进 . 主要 表现 在 他 推导 Planck 黑体 辐射 公式 中 引进 的 受 激 辐 射 与 自发 辐射 系数 A, B 
E 考虑 到 与 频率 为 hw 的 光子 相互 作用 的 原子 的 两 个 能 态 ， 即 高 能 态 2 与 低能 态 L 出 
高 能 态 向 低能 态 跃 迁 便 辐射 出 光子 ho, 并 满足 能 量 守 衡 关 系 ES - 五 = ho. all ie s inl 
高 能 态 跃 迁 便 吸收 光子 ho. 由 高 能 态 向 低能 态 跃 迁 的 几率 为 


A21 十 Baiu(w, T) (6.1.14) 


Aa 为 自发 辐射 系数 ， 即 没有 辐射 场 情况 下 自发 能 态 跃迁 的 几率 . Ba 为 受 激 辐 射 系 
3  Bau(s,T) 为 受 激 辐射 跃迁 几率 ， 即 在 辐射 场 作用 下 ， 原 子 由 高 能 态 向 低能 态 跃 迁 


: 139 - 


JLZ. 由 低能 态 向 高 能 态 跃 迁 的 吸收 率 为 
Bi2au(w, T) (6.1.15) 


受 激 辐射 与 吸收 均 正 比 于 辐射 场 的 能 密度 ulw, T), 而 自发 辐射 与 (wT) 无 关 . 又 设 处 
于 高 能 态 与 低能 态 的 原子 数 分 别 为 No, INS, 则 总 的 辐射 率 为 [Ai 十 Bziu(w, 了 )]N2, 总 的 
吸收 率 为 Bouw T)N,. 在 热平衡 情况 下 ， 辐 射 率 与 吸收 率 应 相等 ， 即 


[A21 十 B21u(w, T) No 一 Biozu(w,7)A (6.1.16) 
又 设 处 于 高 能 态 原子 数 Na 与 处 于 低能 态 的 原子 数 Ni 满足 Boltzman 分 布 


Na gexp(- 配 /sr) g2 | 
N: gmexp(-EKT) gi exp (hof RT) (6.1.17) 
XU. gn g 分 别 为 能 级 数 2, 1 的 简 并 度 . 由 (6.1.16) 和 (6.117) 式 ， 并 取 定 m - 
hu? gBi u 4 
T9 gy c Ls . 
ulw, T) = hw : (6.1.18) 


T2c3 exp(hw/KkT) —1 
EEX Planck 公式 推导 很 直观 , 除了 引进 A, B 外 , 还 用 了 Bohr 关于 原子 在 能 级 间 跃 迁 
与 辐射 光子 的 最 基本 关系 ES — E, = hw. 比较 Planck 公式 两 种 推导 方法 ， 一 种 是 由 辐射 
场 的 简 谐 振子 模型 出 发 ; 而 另 一 种 则 是 由 原子 在 能 级 间 哮 迁 辐射 或 吸收 光子 模型 出 发 . 
还 可 进一步 设想 是 否 既 不 需 简 谐 振子 模型 ， 也 不 需 考虑 原子 在 能 态 跃 迁 ， 而 是 直接 
从 光子 本 身 服从 的 统计 规律 出 发 也 能 得 出 Planck 分 布 呢 ? 1924 年 ， Bose 做 的 Planck 
分 布 推导 就 是 这 样 的 . 首先 将 相 空 间 分 为 许多 体积 为 (rh)? 的 单 胞 ， 并 考虑 到 光 的 两 个 
独立 的 偏振 分 量 ， 于 是 在 单位 体积 内 ， 频 率 在 由 ~w 十 do 范围 内 ， 有 zdw = -2 ydo i 
胞 可见 ， 每 一 单 胞 就 是 一 个 独立 的 模式 . E w ~ w dw 频率 范围 内 有 N 个 光子 ， 
将 这 N 个 光子 在 dw 个 单 胞 内 分 配 ， 求 不 同 的 分 配 数 . Bose 在 计算 不 同 的 分 配 数 时 ， 
引进 光子 不 可 分 辨 的 概念 . 设 没 有 光子 的 单 胞 数 为 no, 有 一 个 光子 的 单 胞 数 为 n, 有 两 
个 光子 单 胞 数 为 n2,…-, 当 no, mi, ng 给 定 后 ,分 配 也 就 定 了 . 在 ni 个 单 胞 内 光子 的 
交换 不 算 作 新 的 分 配 ; 又 设 每 一 种 分 配 有 相同 的 几率 ， 于 是 总 的 几率 为 


P= I; ，z 一 》 mi | (6.1.19) 
EZ Nħw ，N=》 in; ^A (6.1.20) 
由 óP = ôz = 8E = 0, RATA 


Y(n z — Inn;)ón; = 0 
Dbni=0 , J hwiĝn -0 


应 用 未 知 乘 子 法 及 规 一 化 条 件 > 一 =1, 得 


(6.1.21) 


Di n er-ipio(1 e Bhe) (6.1.22) 


u(w, T) = Nhu = Dinihw = zhw(eP^e — 1)71 (6.1.23) 
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w? 


(6.1.22) 式 即 前 面 导 出 的 (6.1.12) 式 . 将 z = Ls 代入 (6.1.23) 式 ， 便 得 (6.1.18) 式 ， 
B = VAT. 
利用 (6.112) 式 ， 还 可 求 出 光子 的 简 并 度 < n> 与 光子 的 均 方 起 伏 < An? > : 


<n >= np, = L/[exp(Bhu) — 1] (6.1.24) 
< An? >= X(n- < n >) Pa = X (n?- «n2?)P, =< n» +< n>? (6.1.25) 


(6.1.25) 式 前 一 项 具有 粒子 起 伏 的 性 质 ， < (n— n), >= n; 后 一 项 则 表现 出 波动 干涉 
引起 的 涨 落 . 因 波 动 干涉 使 得 振幅 涨 落 正 比 于 振幅 的 平方 和 ， 因 此 涨 落 就 与 < >? 成 
EE. 上 面 就 是 依据 光子 服从 的 Bose 统计 (6.1.19) 式 推导 Planck 公式 的 过 程 . 这 个 推 
XB. BR (6.1.19) 式 外 ， 主 要 就 是 (6.1.21) 式 和 未 知 滋 子 法 . 最 后 求 得 在 热平衡 情况 下 单 
胞 内 具有 ; 光子 的 几率 pi = DE = emire e7P"), Bp (6.122) 式 如果 不 是 热平衡 
(6.1.21) ~ (6.1.22) 式 将 不 能 用 . 但 (6.1.19) 和 (6.1.20) 式 总 是 成 立 的 . 系统 的 精 S 与 内 能 
U 可 通过 o; 表示 为 


S = klnP ~ k (zlnz 一 Yni Inn;) = -k z} pi ln p; = kzsdw (6.1.26) 
dw dw 


U = zdwħw V ipi = zdwħwu 
AP, s, u D CERE A A 8 HE 53 PLE SERE 
u —« n >=} ipi 
8=—  pilnpi 


取 3 V 为 独立 变量 ，U 为 5, VARA, JU dp 72256 KRA UE B ft BR a BET 与 压 
ÄP 的 计算 公式 


(6.1.27) 


dU — TdS -pdV ， T= ÈE , p= (S57)s (6.1.28) 
激光 作为 一 种 非 热 平衡 辐射 ， 它 与 热平衡 辐射 的 关系 ， 以 及 与 各 种 参量 的 关系 在 以 
后 章节 中 讨论 ， 关于 从 热力 学 关系 比较 热平衡 辐射 与 非 热 平衡 辐射 ， 参见 文献 [3]. 


6.2 光 的 相干 性 


自从 Dirac 提出 “光子 自 干 水” 著名 论断 5 以 来 ， 光 的 干涉 ， 特 别 是 弱 光 干涉 ， 一 
直 是 一 个 带 有 基本 意义 的 理论 与 实践 问题 . 为 了 方便 ， 现 分 成 若干 问题 讨论 . 
6.2.4 相 于 条 件 

经 典 光 学 中 ， 当 说 到 两 束 光 释 加 产生 干涉 条 纹 时 ， 总 要 求 疲 加 的 两 束 光 为 同 源 相干 
Jt. 这 是 因为 经 典 光学 中 的 干涉 测量 是 对 干涉 场 进行 长 时 间 的 观察 ， 相 当 于 对 干涉 场 作 
长 时 间 的 统计 平均 . 实际 上 ， 被 登 加 的 两 束 光 ， 不 论 同 源 与 否 ， 只 要 观察 时 间 了 短 于 两 
REHE Ar 的 倒数 ， 即 人 < (Av), 就 产生 干涉 条 纹 . 对 工时 间 求 平均 后 的 光 强 了 与 
被 登 加 的 两 束 光 的 强度 Du, Do. 频率 w, w 及 相位 v1, v2 MARRA 
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I= $f/ me + E(t + 0z/c)]?dt' 
= 元 n r lue) + R(t) + 2 / Ti Et) 
wÜüx 


Xcos 区 — w)t' 一 
c 


qt - et^ j dt' (6.2.1) 


当 了 全 很 大 时 ， 对 时 间 求 积 ， 就 是 对 系 综 求 平均 ， 如果 是 不 同 源 的 光 ， 被 积 函 数 中 表 
现 双 光 束 干 涉 的 位 相差 vi) plt) 的 变化 是 无 规 的 ， 求 平均 后 其 值 为 0. 如 果 是 同 源 
的 相干 光 ， 则 有 
wz 一 ul , plt) = y(t") (6.2.2) 
干涉 项 的 位 相 为 定数 s Om /c, 与 时 间 无 关 ， 对 时 间 求 平均 后 不 为 0. 但 当 卫 不 是 很 大 ， 对 
t 求 平均 , 将 不 经 历 系统 的 各 态 , 而 是 对 部 分 状态 求 平 均 . 在 这 部 分 状态 的 p2(t) 一 p1(t 
变化 不 大 的 情况 下 ， (6.2.1) 式 变 为 


I = hE) +R) + 2V ARE) 


sin(wz — w, }T /2 


(wz — wi)T/2 
sos [lon = wlt 7/2) + EE + palt) - ei (6.2.3) 
由 (6.2.3) 式 得 出 , RET € 一 < - ~ ,即使 是 非 同 源 的 两 束 光 干 涉 ， 也 能 看 
koz~ wi] [v2 — vi] 


到 干涉 条 纹 . 事实 上 ， Forrester 等 可 poo s Sl dk d r6 USA I8. Zeeman 双 线 在 光阴 
极 表 面 上 产生 的 拍 频 调制 发 射 信号 ， 虽 然 信 噪 比 很 低 ( 约 3x 5 5). 能 观察 到 干涉 条 纹 的 
另 一 条 件 ， 即 为 在 T(< (Av) ) 时 间 内 落 到 探测 面 上 的 光子 数 应 尽 可 能 地 多 ， 可 表示 为 


图 6.1 ” 昼 光 干涉 探测 示意 图 

1 激光 器 ， 2 减 光 片 ， 3 Wd 4 监测 光电 管 

Mi Ma 分 光 片 。 5 干涉 探测 器 ， 6 、7 光电 探测 器 
(参照 Mandel 文献 [9]) 
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光子 简 并 度 <m > > 1. 一 般 的 热 辐 射 光源 «n»c10, 要 观察 到 非 同 源 光 的 干涉 或 拍 
频 是 很 困难 的 ， 激光 的 光子 简 并 度 < n 2 1 很 有 利于 观察 非 同 源 光 的 相干 效应 事实 
上 ， Javan,Mandel 等 分 别 观 察 到 独立 的 激光 束 的 干涉 与 两 台独 立 的 激光 器 输出 产生 的 
空间 干涉 .两 束 独 立 的 红宝石 激光 的 拍 频 也 被 观察 到 8. 

用 两 台独 立 的 He-Ne 激光 器 进行 的 弱 光 干涉 实验 也 是 很 有 意思 的 091. 图 6.1 给 出 
实验 装 署 简 图 . 源 与 探测 器 之 间 的 渡 越 时 间 为 3ns, 而 光子 的 间隔 时 间 约 为 150ns. 粗略 
地 说 ， 当 一 个 光子 被 吸收 后 才 会 发 射 第 二 个 光子 . 进行 一 次 观察 所 需 的 时 间 为 20 us. 探 
测 器 的 量子 效率 为 7%, 故 进行 一 次 观察 平均 能 接收 到 10 个 光子 . 两 台独 立 的 He-Ne 单 
模 激 光 器 输出 激光 分 别 通过 半 透 及 全 反射 镜 Ma, Ma, 以 互相 倾斜 成 8 的 角度 射 到 于 涉 
探测 器 的 接收 表面 上 . 因为 每 次 观测 到 约 10 个 光子 ， 只 能 用 相关 接收 器 进行 判别 . 接收 
面 用 一 登 厚 为 工 /2( 约 等 于 干涉 条 纹 间 隔 的 一 半 ，!/2) 的 玻璃 片 组 成 , 其 中 1，3,5 片 的 光 
进入 探测 器 6; 2, 4, 6 片上 的 光 进 入 探测 器 7: 将 两 探测 器 上 测 得 的 光子 数 起 伏 An, Anz 
作 相 关 处 理 ， 其 相关 系数 ”为 

< Anna > ` 

r= ERA (6.2.4) 
图 6.2 给 出 7 与 5/! 的 曲线 ,出 
REH Lal, 相关 系数 
为 负 绝对 值 最 大 . 这 表明 一 组 
玻璃 片 接收 到 亮 纹 ， 而 另 一 组 玻 
SE BERE. L«lBp r 
为 正 , 这 表明 一 个 亮 纹 覆盖 在 几 
个 玻璃 片上 , 两 个 探测 器 上 给 出 
相同 的 光子 计数 ,， 故 相关 系数 为 
E. ER Lol 即 一 个 玻璃 片 
上 接收 到 很 多 干涉 条 纹 , 故 相 关 
为 0. 由 这 实验 得 出 ， 不 同 激光 
器 的 输出 , 如 果 不 是 对 系 综 求 平 
均 ， 会 相干 而 产生 干涉 条 纹 的 . 图 6.2 ”相关 系数 + 对 L/ 的 变化 曲线 . 实验 中 AT = 0.6 

(参照 文献 [9]) 


6.2.2 “光子 自 干 涉 ” 与 “ 同 态 光子 干涉 ” 


“光子 自 干 涉 ” 著 名 论断 表明 ， 每 一 个 光子 只 能 自己 发 生 干 涉 ， 不 同 光子 间 的 干涉 
是 从 来 不 会 发 生 的 UI. 文献 [8] 在 引用 这 一 论断 时 ， 又 补充 道 : “过 去 人 们 在 引用 这 一 论 
其 时， 往往 误 认为 不 同 源 的 光子 是 不 会 相干 的 ”那么 由 实验 证 明 的 不 同 激光 器 发 出 的 
光子 是 可 以 相干 的 ， 可 以 产生 干涉 条 纹 的 ， 这 也 属于 “光子 自己 发 生 干 涉 ”， 而 不 是 “不 
间 光 子 间 的 干涉 ”. 这 就 要 求 “ 两 台 不 同 的 激光 器 会 发 出 同一 光子 实现 自 于 涉 ”， 这 明显 
遇 到 观念 上 的 困难 为 克服 这 一 困难 ， 将 “光子 自 于 涉 ?” 理解 为 包括 “ 同 态 光子 干涉 ? 
在 内 是 必要 的 . 事实 上 ， 同 一 状态 的 光子 是 不 可 区 分 的 全 同 粒子 .不论 是 来 自 同一 发 身 
源 ， 还 是 来 自 不 同 的 发 射 源 ， 只 要 进入 同一 量子 状态 后 ， 就 是 相 于 的 . 不 同 光源 产生 的 
频率 为 vi, va HERI E pat) — olt) 变化 不 大 的 情形 下 ， 可 通过 限制 观察 时 间 T, 
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f£ T < (Av) !, Bl TAv < 1, 便 处 于 同一 量子 状态 ， 达 到 相干 ， 输 出 相干 的 拍 频 信 号 . 其 
它 的 空间 相干 实验 也 都 是 造成 同一 量子 状态 的 相干 条 件 . 两 台独 立 的 红宝石 激光 器 输出 
的 空间 相干 实验 ,两 台独 立 的 He-Ne 激光 的 弱 光 干涉 实验 均 表 明了 同一 状态 的 光子 是 相 
干 的 ， 均 能 在 “ 同 态 光 子 相干 涉 ” 意 义 下 得 到 理解 . 
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一 个 理想 的 光 探 测 器 对 描述 光 强 变化 和 光 强 空间 分 布 来 说 是 重要 的 . 这 理想 的 光 探 
测 器 从 微观 意义 来 说 可 理解 为 一 线 度 比 波长 小 得 多 的 原子 ， 在 受到 光子 激发 后 ， 由 基态 
跃迁 到 连续 态 ， 有 很 宽 的 频率 响应 . 光 与 原子 的 电 侦 极 相互 作用 能 可 表示 为 


Hı = -jü-. E(F,t) | (6.3.1) 

Xm. Et) AEA ZOSRSCTOGUPREOS. 当 测 到 一 个 光子 后 ， 原 子 由 基态 跃迁 到 激发 
态 ， 而 场 也 发 生 了 变化 ， 即 由 初 态 i 到 终 态 f. Hi 的 矩阵 元 可 写 为 

- < f|E(?, t) >- < elilg > - (6.3.2) 


为 方便 计 ， 略 去 矢量 记号 ， 将 EGO i BEEN tp, 将 电场 E(nt) S3 
E(r,t) = E*(T,t) + E- (rt) (6.3.3) 


EHF, t), E-(F,t) 分 别 为 正 频 项 与 负 频 项 , 5 e", el 成 正比 . 考虑 到 能 量 守 恒 关 系 ， 
场 强 E(r,t) 中 频率 o 满足 ho c Ec 一 Ej 的 分 量 的 贡献 是 主要 的 ， 故 (6.3.2) 式 可 近似 为 
-p < f|E* (r,t))i >. 光 吸收 的 路 迁 几 率 为 -p< FEHR Oli > 模 量 的 平方 ， 并 对 各 种 可 
REIRE SRA: 
PYL EHESS P = PY <E EFO >< fIEHE, > 
f f ` 


| 


p dE (mt E+ tN > (6.3.4) 
(6.3.4) 式 是 考虑 到 各 种 可 能 的 未 态 f 构成 一 完备 的 体系 >》 |/ >< fl=1 而 得 出 的 . 一 
f 
般 来 说 ， 光 场 的 初 态 也 不 是 确切 知道 的 ， 故 还 要 对 初 态 i 求 统计 平均 后 才 是 理想 探测 器 
的 输出 ， 应 正比 于 光 强 
I(r,t) = trlpE (F, t)Et (F, t) (6.3.5) 
SR (6.3.4) 式 ， 除 一 常数 因子 p? 外 ， 由 (6.3.5) 式 定义 的 光 强 I(r t) ETERA 
探测 器 的 测量 值 . 
64 场 的 相关 函数 与 场 的 相干 性 


理想 探测 器 测量 的 光 场 I(r,t) 即 光 场 正 频 与 负 频 部 分 的 自 相 关 ， 将 (0,6) 记 为 z, 则 
BIB X PRAE Gz, r) 可 写 为 


I(x) = G(z,z) = tr(pE- (z) E* (z)) | (6.4.1) 


可 是 在 杨 氏 干涉 实验 中 ， 要 测定 的 光 强 来 源 于 双 缝 mi 与 za AEE. SCH 
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T=tr{p(B- (21) + E (22) (E* (21) + E*(02))] 
=tr{pE™ (zi1)ET (21)) 
(BE (2E (29)) + tr{pB- (25) E (21)} + tr{pB™(z2) B+ (73)) 
= G(z1, £1) + G(z1,22) + G(22, 21) + G(£2, 72) (6.4.2) 
参照 (6.4.1) 式 定义 , 第 一 .四 项 为 zi c2 AW ARRA BD a3, x2 点 的 光 强 了 (zx1), (22) 
恒 大 于 0, 县 与 场 强 Elz), Ez) 的 位 相 无 关 ; 第 二 、 三 项 为 (zl,z2) 的 互相 关 消 数 
G(zs2;) = tr(pE- (z:)E+(2;)} (6.4.3) 
G(zi,z2), G(za,z1) AHHAA. G(ami,22) + G(za, 21) 为 实数 ， 可 为 正 或 负 ， 依 赖 于 
登 加 的 场 Ele) Elz) 间 的 相位 差 . 用 光学 干涉 的 术语 来 说 ， 当 位 相差 为 3nr 时， 
G(x1, £2) + G(za, 2i) 为 正 的 极 大 ， 了 = Ina 2 E(zi) 与 Elz) 的 位 相差 为 Qn + 1)r 
时 ， G(zi,22) + G(za,21) ARHED, I= Imn 用 Faxyymin 作 条 纹 能 见 度 V 


Tmax n Tmin ' 
V = p min (6.4.4) 
E: 
IG(z 22)| = V G(x1, 21)G(z2, 22) (6.4.5) 
则 称 为 相 于 场 . 这 时 
G(x1, 22) = VG(z1, 21)G(z2, 22) e'? 
(6.4.6) 
G(x2,21) 一 VG(z1, 21)G(22, 22) e 3? 
当 $ — 2nm 时 
Imax = / G(z1,21) 十 G(z£2, zz) y 
3 ġ = (2n + 1)r 时 
Imin = (y G(z,,21) UM G(z2,23))? 
2 / G(zi, x1)G(z2, 22) (6.4.7) 


H G(z1,21) + G(z2, 22) 


特别 是 当 G(z1,21) = G(z2,22), BE VL. BE V —1, 干涉 条 纹 明 暗 对 比 最 强 . 
一 般 来 说 ， G(zi,z2)] 满足 Schwarz PEA 


IG(z1, 22)| < VO ni) Ol va) (6.4.8) 


特别 是 当 |G(z1,z2)| « J/G(zi,21)G(z2,22). 由 (6.4.4) SUB B. Imax 与 Imin 差别 很 小 ， 
明暗 对 比 很 弹 ，V ~ 0, 这 就 是 非 相干 场 情形 . 
对 于 满足 (6.4.5) 的 相干 场 ， 互 相关 函数 G(xz1,7T2) 有 如 下 的 分 解 式 : 


G(z,72) = £* (z3)£(z1) (6.4.9) 


很 明显 ， 这 是 相干 场 的 充 要 条 件 . 

由 (6.4.3) 式 定义 的 Gæ, 72) 称 为 场 的 一 阶 相关 函数 . 它 是 由 单 光子 吸收 探测 这 一 
物理 过 程 决定 的 . 对 于 理想 的 宽带 探测 器 ， 在 (0,0) 时 间 间 隔 内 探测 到 一 个 光子 的 几率 
pO (t), 可 通过 自 相关 函数 GE, t 7 U) 来 描述 : 
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t 
p? (t) = s f dt GD (Rt, F t!) (6.4.10) 
0 
式 中 ，s 为 标志 探测 器 灵敏 度 的 常数 . 计数 率 为 
(1) 
w (t) = p 0 = sG (F t, F, t) (6.4.11) 


表示 在 ?7 点 二 时 探测 到 单个 光子 的 计数 率 . 如 果 是 探测 ?个 光子 吸收 ， 或 更 简便 些 ， 将 
实验 推广 为 nn 个 理想 探测 器 , 分 别处 于 (F Fon) 点 ， 每 一 探测 器 均 备 有 时 间 快 门 ， 
并 在 (tosti), * * ^ (to, tn) 时 各 探测 到 一 个 光子 的 几率 为 


ti tn . 
p? (ttn) = s" f dt + J dt, tr[pE" (71,15) ET (Fas tn) EY (Fn: tp) -- E* (Fati) 


k ^ (6.4.12) 
现 定 义 % 阶 相关 函数 
G (z1, En Vas) = tr[oE (x1) E (£n) Et (9s) - -E* (y1)] (6.4.13) 
则 每 一 探测 器 均 记录 得 一 个 光子 ，n 个 探测 器 记录 到 个 光子 的 探测 率 为 
wti, tn) = IPO (t tu) = snG( (a, e, ma mayo) (6.4.14) 


0t, --- Ot, 

一 般 来 说 ，n WOIBOEIRSUC G(r, EnEn 21) 并 不 能 分 解 为 全 个 探测 器 的 一 阶 相 

EXE: GO (a5, z3), Bp 

G(x, e, EnEn t 21) É IIc9?(;.2) (6.4.15) 
了 一 上 


即 


wt, tn) # [J ut) (6.4.16) 
A 
类 似 于 一 阶 相关 函数 G(D)(zl zz) 所 满足 的 分 解 式 (6.4.9) 式 ， 对 于 相干 场 ， 高 阶 相 
关 丽 数 也 具有 相应 的 分 解 式 
GO) (z, Tn, Uni 775 yı) = £*(z1) UT £* (Tn)E (yn) tt £(y1) (6.4.17) 


满足 (6.4.17) 式 的 场 称 之 为 完全 相干 场 . 对 于 完全 相干 场 ， 有 


n 


GI (3, P „En; Tns "m ,21) z= II GO (25,2) 
:1 > 


j- (6.4.18) 


ap) (t, t) = H w (t) 
j=l 
65 相 F d 


6.5.1 HFS 
JA EIL NETIENELITIPMEPEISEETSSETIAE E 
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解 式 关 系 (6.4.17). 而 光学 测量 又 都 是 与 相应 的 相关 函数 联系 在 一 起 的 . 相关 函数 结构 总 
是 场 的 正 频 部 分 在 右边 ， 负 频 部 分 在 左边 ， 如 果 所 选择 的 场 的 状态 | > WEEN E+(z) 
Wd db Do, gn 

E*(z)| >= £(z)) > (6.5.1) 
则 在 这 样 的 状态 中 计算 相关 函数 ,恰好 保留 了 相关 函数 的 分 解 性 质 . 而 相关 函数 的 分 解 
性 质 (6.4.17) 又 怡 是 场 为 完全 相干 场 的 充 要 条 件 ， 故 称 由 (6.5.1) 给 出 的 +(z) 的 本 征 态 
AFA El) 为 本 征 值 ， 例 如 


GO(s,z) = tr(pE-(x)E* (z')) =< |E-(z) E* (2) > 

= E*(x)E(x') (6.5.2) 
GO(z,,z2,7),25) = «|E-(zi)E- (z2)E* (21) E* (25) > 
| = £*(zi)£*(z3)£(z,)£(x)) (6.5.3) 


下 面 将 看 到 量子 场 的 正 频 部 分 Ea) 的 展开 式 , 包含 了 各 种 模式 的 潭 没 算 子 . NE 
作用 在 相干 态 上 ， 相 当 于 从 态 申 潭 没 掉 光子 ， 但 仍 保持 态 不 变 ， 这 个 性 质 表 明 相 干 态 不 
可 能 用 有 限 的 光子 态 的 又 加 来 构成 .为 求 得 相干 态 用 光子 态 盖 加 的 显 式 表示 ， 将 B+ (zx) 
用 场 的 正 交 规 一 模式 u) 展开 是 合适 的 ， 参 照 (5.2.3) 式 即 


Et(x) = i2 v2rhwya;ux(rF)e- "t (6.5.4) 
£(z) = iY vAnhuyegug(r)e wrt (6.5.5) 


将 (6.5.5) 代入 (6.5.1) 式 ， 便 得 相干 态 为 | 
|>= Har} >= [] lax > 
k 


(6.5.6) 
klak >= akllak > 
AP, a HEREA, al 为 产生 算 符 . 它们 之 间 满 足 对 易 关 系 
[ar a1] = Sine (6.5.7) 


lap, a4] [al aL] =0 


(6.5.7) REI, DIR E BER k Akar al 是 可 对 易 的 . 但 对 相同 模式 大 = k, 则 ar, al 
是 不 可 对 易 的 . 为 方便 计 ， 我 们 讨论 单 模 情形 . 略 去 脚 标 k, 则 (6.5.6) 式 为 


ala >= ala > (6.5.8) 


将 相干 态 |la > 用 光子 数 态 |n > 展开 . |n > 可 表示 为 


1 
— (at 
In >= ye "I0 > (6.5.9) 
0> 为 真空 态 . 应 用 对 易 关系 (65.7) 式 ， 易 证 
an> = aaah o > = C ala (ato > 
Do, in- 
= ao 10 > = ynin- 1> (6.5.10) 


应 用 (6.5.10) 式 不 难 验证 状态 
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oo a” 
la >= ele ^ ls > (6.5.11) 


满足 关系 式 (6.5.8), 并 且 是 规 一 的 ， 
在 相 于 态 jc > 中 ,观察 到 个 光子 的 几率 p(n) 满足 Poisson 分 布 


2n . 
p(n) = EE exp(-laf) (6.5.12) 
光子 数 平均 值 . , 
< n >= V npln) = jaf? em (Cla) = la? - 6.5.13 
n 5-9 np(n)-lo 2 mr Ole) = lal (6.5.13) 
2 ~、 2 ayn Jen» NU 2 
«x o Pp) = dat Y PL plal?) + lol 
= <n> <n> (6.5.14) 
HFS jo > 还 可 用 位 移 算 子 D(o) 作用 在 真空 态 o> ER, 即 
je»-D(aj0», D(a) =explæa" - a*a) . (6.5.15) 
利用 Baker Hausdorff E 2& 3X, ( 见 附录 A) 
exp(A + B) = exp Aexp Bexp(~314, B]) (6.5.16) 


上 式 成 立 的 条 件 是 [4,B] 与 4 和 B GERE I. M [[4, B], A] = [A,B], B] = 0. t 
(6.5.16) 式 ， 位 移 算 子 D(a) 可 写 为 


D(a) = exp(aafj exp(—o*a) exp( faa, —a*a]) 


= exp( —la|?/2) exp(aa!) exp(—o*a) (6.5.17) 
D(a)|o >= exp(-1o[?/2) Y." S" > (6.5.18) 


相干 态 是 不 正 交 的 ， 因 
< alf >= exp (- 1lof? - 348) E 8227 < nim > 
= exp(o*8 一 lo]? /2 — |8/2/2) (6.5.19) 


| < a] > |? = exp(o8* + a*f — Jo? — (8|?) 
7 — exp(-]a — 8|?) (6.5.20) 
只 有 当 o, 8 的 间距 o — 8| X. exp(-]a — pF) e Ole >, 18 > 才 近 乎 正 交 . 
相干 态 虽 不 正 交 ， 却 是 完备 的 ,完备 性 主要 体现 在 如 下 的 按 单位 算 子 |a ><a) 展开 
关系 上 : E 
da 
J ><a Z 21 (6.5.21) 


(6.5.21) 式 右 端的 1 为 单位 算 子 ， 而 积分 是 对 整个 复 平面 积分 的 . $ a= r +iy= re, 则 
d'a = dedy = rdrd6. 为 证 明 (6.5.21) 式 ， 将 相干 态 用 粒子 数 态 n> 展开 式 (6.5.11) 及 其 
RGORAUA, E 
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In >< mj 


Vi 


Im! 
m 3 n4 [ i(n—m)8 

rdre” p'"m COe 7n 
Ty nlm! Jo > ' 0 (6.5.22) 


— 2 
e lel asmand2a 


La 
la >< al— 
T 


I 
WE 
Me 


i 
Me 


注意 到 


2" oo 
i dgen7799 — 956, n ; f dée 5t" = n! 
J0 0 


便 得 
d? oo 
n >< a| — - » In »«n|21 (6.5.23) 
现在 我 们 来 证 明 已 求 得 的 相干 态 为 最 小 测 不 准 态 ( 见 附录 B), 亦 即 广义 动量 及 广义 
坐标 满足 测 不 准 关系 y< (Ap)? >< (Aq) > = ħ/2,Ap, Aq 分 别 为 广义 动量 、 广 义举 标 
的 测 不 准 量 , 对 单 模 电磁 场 ， 广 义 动量 p、 广义 坐 标 g 与 漂 没 ,产生 算 子 a 、ai 的 关系 


如 下 : 
h À 
q= 地 (at+o) , p=i — (at — a) | (6.5.24) 
故 有 - 
<q> JŽ « ola alla = /Lato 
一 -— > 一 一 一 c£ j 
q D0 Qa Go Dw Œ , 
. [ho " /hw, 、 、 
<p> = ij- <aļa' -aja > = i|- (a* — o) 
2 2 
2 LDAP tat 
«q'» = — <aļja 4 a^ aa! ta'ala > 
2w (6.5.25) 
h 
= 5, (07 +a? + 2a*a +1) 
ħw 
<p> = — < alat? +a? — aa! — ataja > 
; 
一 - (a? +a? — 2a*a — 1) 
方差 为 
。 h 
«(Ag »2«(q- < q >) >=< g? > — < q >?= 3- 
^. (6.5.26) 
< (Ap? >=< (p-- < p»)? >=< p >- <p> 卫 


由 此 得 V< (Ap)? >< (Aq)? > = h/2. 这 是 测 不 准 关 系 ApAd > h/2 所 能 容许 的 最 小 
值 . 


6.5.2. 阻尼 相干 态 03] 


上 面 讨论 的 相干 态 是 简 谐 振子 漂 没 算 符 & 的 本 征 态 ， 系统 是 理想 的 ， 没 有 阻尼 的 . 
若 考虑 到 阻尼 ， 则 需要 解 含 阻尼 及 无 规 力 的 Langevin 方程 (5.3.38), B 


“1I49 - 


- = (—iQ- y/2)ja + F 


do! (6.5.2) 
一 -一 (一 t t 
di (iN — 4/2)a! +F 
解 为 
t . 
a = agel iNY?) 4 n F(t')e DE) qp = age i71/2t 二 
y (6.5.28) 


t 
at = alc G9 /2t +f F' (t')e6077/2)0—à) gp 一 aleC€-7/2t 十 pt 
0 


参照 (6.5.8) 式 ,包括 两 项 ,前 一 项 age 797 /2* 只 作用 在 相干 态 上 ,并 给 出 数 oe 7071/2 
或 简写 为 a; 第 二 项 是 作用 在 热 库 上 的 算 子 8, 因为 它 是 作用 在 热 库 上 的 无 规 力 FE) 构 
成 ， 由 此 可 得 出 由 阻尼 振子 定义 的 相干 配 ， 或 称 阻尼 相干 态 (用 下 脚 标 d 来 标志 ), B 


aja >4= (a + B)]o >a 


6.5.29 
d < ajat = (a* + At) a < a| ( ) 


SLT. a, al 作用 在 la 54, a < o] E, 而 B, Bt 则 作用 在 热 库 上 ，a, at S B, P! 为 可 易 . 

满足 定义 式 (6.5.29) 的 解 为 

. lo >g= eat epbiala > 

.5.30 

d < a| =< alea te-8a" (6.5.30) 

X. leo 即 通常 的 相干 态 |a >a, at 是 作用 在 jw > 上 ,但 B, B! 是 作用 在 热 库 上 ， 
不 作用 在 la E. 注意 到 (A10) 式 ， 有 


epe ae =a — plat, a] 2 a - 8 (6.5.31) 
故 有 
aja 24 = abt eP aja >= ea (a + B)e-8'4|o > 
= efe (o 十 je-?'*|o >= (a + B)la >a (6.5.32) 
a<alat = < ajete Pat — aleh tate- Ba 
= «ol|(o* + Bi)eP «e-8«* = (a* 4. gf) 4 « al (6.5.33) 


算 子 Olata) 的 期 待 值 为 

< ae? *e-8*' O(at, a Jefa! eP «|o > 

< o|e?'*O(at, a -+ B)e-?'*|o > 

< alO(ot + Pt,a+ PB)la >= O(a* + Bi, a +8) (6.5.34) 


dZ ojO(a' , a)|a >d 


Il 


il 


il 


在 上 式 的 推导 中 我 们 用 了 (A15). 
由 定义 (6.5.30) 式 ， 易 于 看 出 阻尼 相干 态 满足 规 一 化 条 件 


a<ala>a = < alef teb eba eP aja > 


< aje£'*e-?'*lo >=< ala>=1 — (6.5.35) 


阻尼 相干 态 在 计算 波 包 的 量子 干涉 时 要 用 到 . 
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6.5.8 ”相干 态 的 又 加 53 


在 经 典 光 学 中 ， 我 们 常 讨论 双 光 束 干 涉 ; 在 量子 光学 中 ， 两 个 波 包 或 两 个 相干 态 的 
干涉 与 全 加 却 成 了 研究 的 热点 B, 当 两 个 相干 态 相 距 甚 远 时 ， 由 此 而 产生 的 又 加 态 
称 为 宏观 合 加 态 或 Schrödinger 猫 态 

首先 我 们 要 指出 在 坐标 表象 中 的 波 包 用 粒子 数 态 ]n > 展开 后 恰 是 一 相干 态 ， 参 昭 
文献 [50], 在 坐标 表象 中 的 波 包 可 写 为 


/ 42 
plz, t) = Vo exp -$e — zocos(?t)? — i (5: + o" zxosinft — 2 D sin 2:3] 


co (Lipe iwe ty 


2 2 
- a? (£20) 1; ~ 
一 ap | a (3 4 2 riwl Y Ju NH, (oz) 


n-Ü 


-人 I 


'2,,2 
RH, [n >= exp[-i(n--1/2)o:t] Na8Xp(— —,—) Ha (ac). 这 表明 波 包 用 |n > 展开 后 就 是 以 
o/zo/ /2 为 参量 的 相干 态 |o ro/V2 >. 下 面 为 书写 简单 起 见 ， 作 变换 o't 一 z,o'zo — tto, 
BUR Yle, t) = |zo/V2 >. 


应 指明 ， 这 里 zo/V2 已 是 无 量 纲 的 数 ， 参 要 (6.5.4), (6.5.5) 式 ， 它 不 代表 “真正 的 空 
FI AM", 而 是 “ 规 一 化 的 电场 振幅 Eo/ 757 IR RRT a 的 本 征 什 o ,下 同 ， 


设 两 个 相干 态 所 对 应 的 波 包 Vi, V2 其 初始 位 置 处 于 x = tro, 波 包 随 时 间 t 上 的 演化 
可 写 为 | 


1 1 , [R To. SN 
plz, t) = Ti XP -3 (2 — zo cos ftt) -í git trosin Nt — 3 sin 20t ) 


1 Q 2 (6.5.37) 
palz, t) = —7, exp ES + zo cos Qt)? — i (2: — zzsin Qt 一 也 sin 22] 
由 波 包 Vs, v» m SH i 
yle, t) = g” (x,t) + ba (a, t)] (6.5.38) 
几率 密度 (x,t) 为 
I(z,t) = CAIK 二 五 十 十 2 hl cos (6.5.39) 
式 中 
h = za exp[-(z ~ zo cos Qt) 
Il = zx exp[- (z + zo cos Qt)? (6.5.40) 
9 = 2zxxcvosinOt 


(6.5.39) A B B ^ Ut £e rJ; RS JL ERE (r,t) 表示 式 . 当 上 给 定 后 ， 该 式 给 出 干涉 花 
样 随 空间 的 分 布 ， 前 两 项 为 背景 项 ， 第 三 项 为 干涉 项 ， 干涉 项 的 大 小 ， 在 很 大 程度 上 取 
次 于 两 个 波 包 ， 即 五 与 疡 重 登 的 程度 . hnGE D, 5 Io 分 得 很 开 的话 ， 干涉 项 贡献 很 小 ， 
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I(z,t) 就 是 背景 项 五 与 S 3R BESEJHL MARZ pn GLRU dEJHCT UD. 只 有 在 pb 
靠 得 很 近 ， 第 三 项 ( 即 相干 项 ) 贡献 很 大 时 ， 才 会 有 相干 县 加 在 空间 表现 出 明 嘻 条 纹 . 与 
经 典 双 光 束 干 涉 不 一 样 ， 由 于 hle t), Zo(s, t) 均 是 时 间 的 函数 ， 故 相干 又 加 也 是 在 随时 
间 在 演化 . 图 6.3 给 出 I(z,t) 随时 间 的 演化 . 我 们 看 到 当 波 包 靠 得 近 时 ， 才 会 有 波 
包干 涉 条 纹 ， 也 称 之 为 量子 干涉 . 当 相 距 很 远 时 ， 量 子 于 涉 条 纹 消失 ， 


1.49 1.99 2.49 2.99 3.49 


0.99 


— 0.01 0.49 


图 6.3 ATARE TIE BED y E 


现在 考虑 阻尼 y 对 波 包干 涉 的 影响 ,在 弱 阻 尼 情 形 yt « 1, 可 应 用 经 典 解 ， 求 几 
率 密度 Llet) 因为 对 易 关 系 的 违背 不 严重 . 经 典 解 ， 即 (6.5.27) RER 玉 的 解 ， 
a = age 1027/2. at = ale 732 731/2)4 JR BI ao, aj, 增加 了 2 因子 ， 这 时 


L(z,t) = Ire + Ia. + 2V Tclac cos b. (6.5.41) 
式 中 
h. — x exp[-(z — zoe 7*7? cos Qt)?] 
he = Ez expl- (z + zoe ?*/? cos Qt)?] (6.5.42) 
6, = 2æroexp(—yt/2)sin Nt 


当 yt 增 大 ， 上 面 的 经 典 解 不 再 适用 . 应 采用 Langevin 方程 的 解 (6.5.28), 将 a, a! 写 为 
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a = (eo+B)exp(-int— v2), B = f exoli + /2IP a 


， (6.5.43) 
a! = (al + B')exp(iQt — 41/2), Bt = f exp[(—iQ + y/2)t'] F' (tdt 
Ü 
由 方程 (6.5.43), 并 令 yo = 0, 我 们 得 
无 二 zoe Tt/2 cos Nt 十 Ale-Yt/2 cos Ot — Aae??? sin Qt (6.5.44) 
J = roet? sin Nt + A1e 7*7? sin Qt + Age cos N+ Uv 
式 中 
zeta .  &-—a! 
73^ 9^7 ^w 
B + B  B-p 
isogo M= 
参照 (6.5.42),(6.5.44) 式 ， 得 出 波 包 量 子 干 涉 的 几率 密度 T, 
T(z,t) = Iq + Ij, + 2V I4 Ia, cos 6, 
— 1 a2 
I 一 2/7 exp| (z £) ] 
— 1 _ az (6.5.45) 
0, = 277 


真空 起 伏 Aie 7172, Ase 71/2 的 平均 值 与 方差 分 别 为 


< Aile 71? >= < Age? >=0 


< (A ey? >= e « qd F(t')eGet/2* gy «f Ft (t!)e 50 0t/2* quy > 
' 4 0 0 
= geb e7") 
< (Aze 71/2? >= mw 十 y — e7t) (6.5.46) 
由 方程 (6.5.46), 可 直接 写 出 分 布 函数 
—yt/2)2 
f(A) 一 .1 LLL e |- A 
n(n 4 3)(1 — e!) (ns + 3)0 = e77) 
1 (A eye (6.5.47) 
f(Ase 71/2) = rcc exp I E Tm 
frs toe) (nt -er 


应 用 f(A), f(Ase 7/2) 及 (6.5.45) 式 ， 可 导出 几率 密度 的 值 


< h(z,t)> = J| [ tare rts tus oae dA 


L(x,t)+ I(z,t) + Is(z,t) (6.5.48) 
式 中 
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LLL LL ep [Ez 206 77 cost? 

T(z,t) = 2/7 1-4 (n, + 1/2)(1 — et) «| EA UG e| 

op oe eos 

BST VT TI oT 
(6.5.49) 

-_ | LL xp | 一 n 1 — ey? 

B(z,t) = FT ?| ne vt 3) )] | 


zie cos? Qt 


LL, LLL 2 -*t/2 sin Qt 
T+ (nw i)- — cos(2zzge sin Qt) 


xe | 
上 面 求 平均 是 对 真空 态 求 平均 ， 若 真空 态 为 下 面 6.8 节 讨 论 的 压缩 真空 态 ， 其 压缩 
EA In p, 则 有 | 
< (Aye? >= nu + 20 ~ e7"*) 


| | i (6.5.50) 
< (A2e7"*/2)? >= a5 Ue 十 z0 一 e "*) 
TB IZ 83 4 Ati e COS 
一 yt/22 
Aie 71H72) 一 Ll LLL [EET 
fat) Amori en (t Qut B cen 
1 (A ev? , (6.5.51) 
para a ep 
a(n, + 4)(1— e7t)/u (nw +3) - e77)/u 
应 用 (6.5.51) 式 对 压缩 真空 态 求 平均 后 的 几率 密度 I(z,t) 为 
< T(x,t) >= a(x, t) + D.(,t) + I.(,t) (6.5.52) 
式 中 
ho = 
2VTV (nu + 3)(1 — e-"*)(sin? Qt + p? cos? Qt) + p 
xexp | p(z — zoe "t? cos Qt)? 
P (mut $)(1 ~ e-"t)(sin? Qt + p? cos? Qt) + p 
(6.5.53) 


had = — o 
24/24) (nu, + 3)(1 — e-"t)(sin? Nt + u? cos? (1t) + u 


xe u(z + zoe7"*/? cos Qt)? 
X — 
P (n, 4 3)0 - e-"*)(sin? Qt + p? cos? Qt) +p 
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MI 


MC ——A———A————— 
VTV (nu + 3)(1 — e-"t) (sin? Qt + i? cos? Qt) + p 


xexp | — +n + - ey | 
(n, + 3)(1 — e-"*) (sin? Qt + i? cos? Nt) + p 

xexp 1 — r? (ny + 3)(1 — e^"*)(u? + sin? Qt + p’ cos? Qt) | 
(sin? Qt + u2 cos? Qt) [(n,, 十 3)(1 — e-"*) (sin? Nt + u? cos? Qt) + pl 


xexp | uz2e^ "t cos? Nt u 
P (n, + 1)(1 — e-"t)(sin? Qt + p? cos? Qt) + p 
x [(nu + 3)(1 — e7"*) + u]2zroe-"!/? sin Qt 
cos (n, + 1)(1— e-"t)(sin? Qt + p? cos? Ot) + u f 
现 研究 经 典 干 涉 Lle, t), EFF t) 及 压缩 真空 态 干 涉 L(2,t) BAR. 首先 
是 经 典 干涉 L(r,t), 4 yt — oo 时 ， 很 明显 Do D. ERO ERI L= i6 干涉 
FAWR. 考虑 到 真空 起 伏 后 的 量子 干涉 D, 参见 (6.5.48) 和 (6.5.49) R, 当 yt 一 co 时 ， 
也 不 再 有 干涉 条 纹 . 但 是 当真 空 态 压 缩 后 的 量子 干涉 L(x, t) 却 宸 现 出 随时 间 t 的 起 伏 . 
6.4 给 出 了 压缩 态 真 空 情 况 下 Ir, t) 随 m, t 而 变化 的 三 维 图 ， 很 明显 当 t 很 大 时 ， 


3.41 


0. 


— 0.098 


"y, NS 


图 6.4 I, BÉ z,t 变化 的 三 维 图 
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l(r,t) Bü t 周期 变化 . 图 6.5 为 取 xo = 5.0 4E Ic(zo, t), Iq(z0, t), T, (zo,t) 随 t 的 变化 曲 
线 ， 当 t 趋 于 很 大 时 ， Ioh 均 不 再 有 起 伏 ， 但 五 则 周期 地 依赖 于 时 间 车 从 对 称 破坏 
去 理解 ， 一般 的 真空 态 为 各 向 同性 ， 但 压缩 真空 态 则 各 向 同性 被 破坏 . 也 许 就 是 由 于 这 
种 各 向 同性 被 破坏 才 导 致 1 随时 间 的 起 伏 . 


i 
I 
E ‘4 
j 
L | 
0.6 


0.4 


0.2 


图 6.5 有 阻尼 情况 下 ， (zs, Io(zo 0), Lo (zo. f) Bi t 的 变化 曲线 


(66 用 相干 态 的 展开 


6.6.1 相干 态 的 了 表示 


相干 态 已 构成 一 完备 体系 ， 就 可 用 相干 态 为 基 将 任 一 态 函 数 v > 进行 展开 ,应 用 
(6.5.23) 式 将 单位 算 子 作用 在 ji» E, 得 


lo >= 1 >< ajy >= [55 « av » la > (6.6.1) 


Bd bro > : Uo (6.6.2) 
应 用 粒子 数 态 的 规 -- 正 交 关 系 , 得 BEN 
ID ab» = ees. < AES > 

| m ere dr ba | (6.6.3) 


A4. Duan o BEBE, BARAR CHA MERE NAR. D 
lal? = a*a. 同样 对 于 算 子 T, 两 边 用 单位 函数 作用 ， 得 
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T = f £85. >< amas « a 


dad. le?  |8P., 
H [F Fe :B)exp(- = 一 5 Je >< fl (6.6.4) 


oa ONO €nlTIm > ambm g Tuma” p™ 
AO — Rm. 22 Vm 


F(a*,B) 为 a*, B 的 解析 函数 ， 其 中 的 指数 因子 eel 2-198 2 已 分 离 出 来 . 我 们 感 兴 
的 辐射 场 密度 矩阵 算 符 p 也 应 可 以 表示 为 与 (6.6.4) 式 相 似 的 形式 : 


n,m 


da d? 
p= | 2 P nt" B)exoC- Io /2 ~ BP /2Io >< B (6.6.5) 
将 密度 和 矩阵 算 符 o 用 相干 态 表 示 ， 就 使 得 计算 按 正规 编 序 排列 的 算 子 乘积 (PARAT 
在 右 ， 产 生 算 子 在 左 ) 的 期 待 值 变 得 很 容易 ， 亦 即 只 需 将 场 算 符 简 单 地 用 相应 的 本 征 值 
KRE, 便 得 我 们 要 的 期 待 值 . Min, 计算 高 阶 相关 函数 (6.4.13) 式 ，p 用 (6.6.5) 式 代 ， 
便 得 


GU) (z1,-- ma Y1, 5Yn) = J etes) x Ely, {88}) :EC(yn, {Be}) 
o x exp( — Y? |ok|? 一 2 doy d^ Bk (6.6.6) 
R(os), (9) x exp(— Elek? - E l TI( )n( ) 


7 T 
式 中 已 考虑 到 多 模 ， 模 式 指标 为 及 
密度 矩阵 p 的 表达 式 (6.6.5) 式 是 普遍 的 ， 可 用 来 表示 场 的 任意 态 . 但 对 有 些 场 来 
说 ,可 能 有 更 简化 的 表示 . 即将 密度 矩阵 按 lo >< al 展开 ， 而 不 是 按 la >< 8| 展开 . 换 
言 之 ， 我 们 寻求 的 是 如 下 对 角形 的 展开 : 


p= /paplwle><a 
人 一 1 


A, P(a) 为 实 的 权重 函数 .我 们 称 (6.6.7) 为 密度 和 矩阵 的 P 表示 . MRA Pla) 为 实 
函数 就 保证 展开 式 的 尼 米 性 质 . 又 从 Pla) 满足 的 规 一 化 条 件 来 看 ，P(a) 具有 概率 密度 
EE, 不 过 还 不 能 把 P(o) 看 成 严格 的 概率 密度 ， 因 为 |la > 不 构成 正 交集 由 P(o) 为 
正 得 出 密度 矩阵 p 为 正定 , 但 由 p 的 正定 性 并 不 能 得 出 P(o) 一 定 不 为 负 显然 在 进行 
实际 计算 时 ， 将 Pla) 看 成 “ 准 概 率 ” 是 有 用 的 . 例如 应 用 P 忆 表示 求 算 子 函 数 的 迹 ， 即 


(6.6.7) 


utm) = [ Puy un ima (6.6.8) 


— R8 Hh. 

(of) = f POSNE o (6.6.9) 
AH, fn (61,6b) 为 按 正常 顺序 排列 (b vk b^ 的 右边 ) 的 函数 . 类似 于 求 Fourier 变换 ， 我 
们 求 密度 和 矩阵 的 特征 函数 X (A), 其 定义 为 
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X(1) trjpD(A)] = tr[pexp(Abt — A*5)] 


一 tr(pe ^ /2939! o- Xt) 
en [ POB) < stet > o 
eM / P(B) exp(A8* — A*B)d^8 (6.6.10) 


上 式 中 位 移 算 子 D(X) 的 表示 是 用 了 (6.5.15);(6.5.17) 5X. 5 XOA 相关 的 还 有 一 种 指数 
算 符 按 正 规 编 序 的 特征 函数 XN(A) 


Xw(A) = tr{fpexp(Mbt) ezp(-A*b)) 


= exp(BE)xQ) (6.6.11) 
上 式 的 反 变换 为 
P(8) - 1. zf exp(* 8 — Ag) X (NA (6.6.12) 


E XNA) 是 平方 可 积 的 ， 则 可 证 权 函 数 P(6) 也 必然 是 平方 可 积 的 . 不 过 XN( 和 ) 不 是 平 
方 可 积 的 情形 也 经 常 碰 到 . 

下 面 讨论 一 个 有 启发 性 的 例子 . 测 不 准 关系 要 求 所 有 的 量子 态 有 |AgAp| > /2. 等 
号 成 立 的 态 为 最 小 测 不 准 态 . 附录 B 中 已 证 明 满 足 如 下 关系 的 态 | > 为 最 小 测 不 准 态 : 


(p- < p >)| >= in(a- < q >)| > (6.6.13) 


由 此 得 (Ap)? = jJ? (Aq)?,u 可 取 任 意 值 . 当 4 — wt, | > 是 潭 没 算 符 已 = (2hw) 1/2(wqtip) 
的 本 征 态 ， 即 相干 态 ， 一 般 来 说 ， (6.6.13) 式 表明 | > 是 AU) WRES. MRY n 的 振 
FHARR F AQ) 为 


(uo) 1? [+ w)b + (u - w)bi] (6.6.14) 


A(u) = (2hu) 1? (uq + ip) = 
Bx AQ) KE. AQ) >= 0. 应 用 (6.5.16) $R | > 的 Xy) 为 
XN(A) 二 < MM » 


- < [exp 27 TEA E AJexp[-A* (SEE A + OEA] > 


2ga + agak ayoa 7 
z EN Nw — i. 
一 e ^l /2 « J e at 4 Ax AY > 


exp [Gu T (àra)? 一 po(X 十 22] | 


2uw 
—w,A A 6.6.15 
ZU (6.6.15) 


对 于 w « n, 当 |ReAÀ| — oo Bf. XNA) 发散; 对 于 ww > gs, 4 [ImA| — oo BF Xy(A) 也 发 
散 ， 于 是 由 (6.6.12) REX PER P(8) 是 不 存在 的 . 除非 p = w, 这 时 (6.6.14) 式 给 
出 A(w) = b,A(w) BD b 的 真空 态 | > 的 Xy, 可 按 (6.5.17),(6.5.18) 求 得 


Xy =< |e e-X*| >= 72 < ID) >=1 
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6.6.2 WQ 5 P 4 fat t 


HLTARGENDAOROOR. BOPRIDEGGEGRDST OHOU JERORORD AU Ek X— 4 HEURE, XE 
比 经 典 力学 定义 两 个 或 多 个 量 的 概率 困难 得 多 .上 面 讨 论 的 已 准 概率 分 布 函数 及 其 发 
散 的 困难 就 是 一 个 合子， 其实， 作为 分 布 函数 ， Wigner 分 布丁 数 出 现 得 最 早 ， 简 称 为 
W 分 布 函数 . 后 来 还 有 Q 分 布 函 数 . 
量子 力学 密度 矩阵 理论 (2.5.9) 式 表明 ， 算 符 4 的 期 待 值 < 4 > 可 通过 tr(4p) KE 
示 ， 即 < 4 >= tr(4p). X A, B 为 不 可 易 算 符 ,， 但 其 期 待 值 < A D, < B > 则 是 可 对 易 
的 c 数 . 设 我 们 讨论 的 共 思 q 算 符 为 坐标 4 与 动量 p 时 ， Wigner 定义 的 分 布 函数 为 
W (p. 9) 一 a f [9e p)—iv(d—q) p)dudv 
- Guy e IP ittre ipptivg p)dudv (6.6.16) 


W(p,d) 就 是 p, q 分 别 取 值 5, q 的“ 概率”. ERM p, qu 而 是 用 消灭 、 产 生 算 符 六 bt 


q= "HE p= Eo — b) (6.6.17) 


则 Wigner 分 布 函数 又 可 表示 为 


^ 1 » 
W (p, à) 一 gg usu ) 


W(u,u*) — E J e IBuc iB" u" tr(eiPoti B b! 0d? G (6.6.18) 
ORP | 
u / V ia ) | 1. j ip) 
p= a wH j, v= gU tp 
d?B = dRe(8)dIm(5) 
应 用 算 子 关系 


gi8b iB"! olBl? /20iBb iB"b! 48? /2 iB" V! Lib (6.6.19) 
便 得 Wu u*) 的 两 种 表示 : 
W (u, u*) — x? eee GA 
= r? f e Bu IB u" ee ( iB" V eit S) IB 242g (6.6.20) 
车 将 式 中 的 因子 el8 72, eP? 去 掉 ， 则 得 另外 两 种 分 布 函数 : 
P(u,u*)- p [ cmm eai erts 
MEN NEM (6.6.21) 
Q(u, u*) m p [ome u tr(ef&b eid b p)d? B 


前 一 种 与 (6.6.12) 式 完 全 相同 ， 即 我 们 在 上 面 讨 论 过 的 尸 表 示 ; 后 一 种 为 Q Xm. 
又 由 于 相干 态 单 位 算 子 为 


.159 ， 


一 7 fi >< alda 
于 是 
"EM 1 m 
24 ud d bt p) 一 Z fiela >< aje'? b dto 
H , Pr 
= L fenere “<alpla > da 
T 


代入 (6.6.21) 式 ， 得 
Q(u,u*) = È < ulphe > 


从 上 面 几 种 分 布 W(u,u*), P(u,u*), Q(u,u*) 来 看 ， 均 涉及 系统 的 密度 矩阵 p. 


道 了 ， 分 布 函数 也 就 可 以 计算 了 . 现 举例 如 下 . 
L ATES 


(6.6.22) 


(6.6.23) 


(6.6.24) 


只 要 pl 


设 系统 处 于 相干 态 la >，a = jaje, 振幅 |a| 是 完全 确定 的 ， 而 位 相 w 则 在 (0, 27) 


内 无 规 分 布 ， 这 种 状态 称 为 相干 混 态 UU. 故 有 


oo oo fin * ym 
ho _ s-lel? (aa!) (a*a) 
pla,a') = |a »«o|-e > > " |0 >< 0| - 
oo n tim 27 
-|af? dato (lala ) f i(m—n)p dp 
e 3 Lo «o — e 2 


nn m=0 


= ele y; (eb (ey )" |n »« n] 
n-—Ü0 
于 是 有 系统 处 于 光子 数 |n > 态 的 几率 为 Poisson 分 布 
_lalz (lal 
n! 


< n|p(a, ai)|n >= e 


tr(eiG"a epa ) = tr(e- lo D le^ « njet” *' ehan >) 
P= n! 


注意 到 

ehen > = Y P) c pi^ - 

ig* at (GO — 
< nle = 2 ~ "Vno mj 
a . 2 2n ^ 2) I 
tr(eif e ging). elel RE Cle on T 
n-0, 
= e 55 5SL.QBI?) = Jo(258) 

式 中 ， n= jaļ?. 


将 (6.6.29) 式 代入 (6.6.20),(6.6.21) 式 ， 便 得 
W(u,u*) = x^? J gioi e p ORI e Pag 
P(u,u*) =r? f g iP" v (IVANE 
Q(u,u) = a7? [ e 79 x vale P vo 
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(6.6.25) 


(6.6.26) 


(6.6.27) 


(6.6.28) 


(6.6.29) 


(6.6.30) 


] 
FN m N m 


注意 到 
6=delamdlg 
dl li 一 让 Bu cos(8—4) E 
x]* Pdo = JollBul) 
故 上 面 诸 式 可 写 为 
A ee 
2 
Puut) => f sie (avalalelala 


Q^) = È f eV ulia ICVTS 
这 三 个 积分 可 应 用 积分 表 求 得 
n eÀ? J (om)J, (Bx )oda 一 zs 洒 (25) 


0 2p 
x 2 -itsa 
W(u,u*) = =e = Io(2V/z|u]) 
. 21 . E 2n 
P(u,u ) 一 Kad "WV (E j lp0 
u MN 
B seyan Ex n Ë Z2V^y2 


s Y y VampulVip 


Q(u, u”) 一 BET e (Vilu) 
4p30N, Pwi 个 5 函数 . 


2. 光子 数 态 n>, p= 二 In><n| 


tr(ei0" 0 eifan, >< nl) = 2 DT L „(1812 ) 


故 有 
W(uu*)— «7? f e 279 Lu (BP)e PP gg 


= 2 f EAT ATT 


T 


P(uu*)- r? / e 19-38 p, (BI?)d2p 
- 2 f JollullBh En (1B) Bld]g] 
Q 
Q= a [om AP eag 
= 2 / Jo(Iul|]) Ls (18]2)e7 4" aya] 
参照 积分 表 [49], 有 


oz? 


2 
oo 2 一 ^ -2 ? 
EC NEM 


(6.6.31) 


(6.6.32) 


(6.6.33) 


leo 


(6.6.34) 


(6.6.35) 


(6.6.36) 


(6.6.37) 
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2 (1 — 2)” 2/5 2u? 
# — 二 ui La 
Wanu) = p mu 2 x1(2- 1) 
2 (a — 2)? 


P(u, u*) = T ont 


2 
-ep | 2 6.6.38 
eu j| i-o (6.6.38) 


* 2 - By —u? ? 
Q(u,u ) 0 € l4 Ln Ean I(8—2)-50 

BEREA, 4 nol SPICE THEE IG VI Joke A He ROC Was ut) = - Le PL [y 
况 是 负 的 .可见 ，W 也 不 是 一 个 好 的 “几率 ”分 布 函 数 ， 


6.7 光子 的 二 阶 相 关 函 数 、 群 聚 与 反 群 聚 效应 


6.7. 光 场 分 布 的 二 阶 相关 测量 


综 上 所 述 ， 在 半 经 典 理论 中 光 场 是 作为 服从 Maxwell 方程 的 经 典 场 来 看 待 的 . 正 频 
部 分 E+(z) 与 负 频 部 分 E (m) 可 易 . 但 从 量子 场 观点 来 看 (参照 (6.5.4) £), 正 频 部 分 
B+(z) 与 负 频 部 分 已 (z) 已 通过 通 没 与 产生 算 符 as, aL 来 展开 , 而 ax, aj 又 满足 Boson 
算 子 对 易 关 系 [anal] = $e. P E — k' 时 ， a 与 ag, 是 不 可 对 易 的 . 基于 这 个 对 易 关 
系 ， 算 子 as, al, 还 满足 在 附录 A 中 给 出 的 许多 Boson 算 子 的 代数 关系 . 但 问题 是 场 的 
量子 特性 如 何 从 实验 观测 上 得 到 反映 ?如 何 区 别 经 典 场 与 量子 场 ? 经典 光学 的 振幅 干 
涉 实验 属 一 阶 相关 测量 ， 它 是 不 能 解决 这 些 问 题 的 ， 只 有 联系 到 二 阶 相关 测量 反映 场 的 
统计 起 伏 性 质 的 实验 才 有 可 能 解决 这 一 问题 ,这 就 是 Hanbury-Brown 与 Twiss(1949) 的 
强度 干涉 ， 亦 即 光子 符合 计数 实验 H3( 见 图 6.6). 


S | P 光电 管 1 
一 一 —N-—— n 
| | ^K [ ] ^ 5 b 
| H 
| 
电 关 
管 器 
2 一 一 -一 一 -一 一下 mn Hg 0 | . EN 
T 
图 6.6 强度 干涉 实验 原理 示意 加 图 6.7 黑体 辐射 源 a 与 激光 源 b 的 二 阶 相 关 测 量 


(参照 Areechi 等 [14]) 


图 6.6 中 ， 由 光源 5 发 出 的 光束 经 分 束 器 书 分 作 光 强 相等 的 两 束 ， 分 别 用 光电 倍增 
管 1, 2 接收 并 进行 计数 ， 产 生 一 个 一 个 的 光子 信号 输出 . 将 这 些 输出 接 到 相关 器 上 ， 就 
发 现 光子 的 到 达 并 非 完全 无 规 的 ， 而 是 存在 如 图 6.7 曲线 ae 所 示 的 群 育 效应 ， 横 坐 标 为 
光束 1 相对 于 光束 2 的 延迟 时 间 . 纵 坐 标 为 光电 倍增 管 1, 2 上 的 相关 计数 或 称 为 光子 符 
合计 数 . 用 二 阶 相关 函数 来 表示 ， 便 是 
_ <mn > 


2 
9 (7) n2 (6.7.1) 
Nn =< ny >=< N > 
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RP, mit, n2(t 十 7) 分 别 为 光电 倍增 管 1, 2 EEG t+r 时 记录 到 的 光子 数 ， 延 迟 时 
log T. 上 只 有 在 (t), na(t T) 均 不 为 0 时 ，ni(t)nz(t 十 7) 才 不 为 0, 敬称 为 符合 计数 
将 ni (t)no(t -- 7) 对 观察 时 间 上 求 统计 平均 ， 用 < > 表示 ， 然后 用 n? 除 ， 进 行规 一 化 ， 
就 作为 经 典 的 二 阶 相关 冰 数 92(r) 的 定义 . 这 里 的 光子 数 n (0) 可 理解 为 与 光 强 成 正比 的 
B. m I(t) = E-(t)E*(0),E- (t) 与 B+(t) 是 可 以 对 易 的 . 如 果 用 黑体 辐射 作为 光源 S, 便 
得 曲线 a, 这 曲线 表明 当 光 束 1, 2 到达 光 源 面 的 相对 延迟 时 间 r 减少 时 ， g(r) 增加 ; 当 
T2308, g(r) 2 BŚ rEXRI, g(r) 由 2 逐渐 下 降 到 1, 趋向 于 不 相关 ， 这 种 了 
变 小 ， 相 关 变 大 ， 趋 向 同时 到 达 的 现象 就 是 光子 的 群 梨 效 应 . 如 果 用 激光 的 单 模 输出 作 
为 光源 做 同样 实验 ， 则 得 曲线 DUO 1. 这 又 表明 激光 光源 的 光子 m, n 是 完全 不 相 
关 的 ， 故 g(r) 近 于 1， 同样 ， 图 6.8 为 对 少数 钠 原 子 的 共振 荧光 光源 作 光 子 相关 济 
量 17. 当 7 很 小 时 ，g2(7) 为 0, 亦 即 光子 的 二 阶 相关 函数 为 0. 这 表明 光子 趋向 不 同 
时 到 达 ， 与 图 6.7 曲线 & 的 情形 完全 相反 ， 故 称 之 为 反 群 聚 . 图 6.7 中 a, b 的 群 率 与 不 
群 聚 均 可 用 经 典 光 场 理论 进行 解释 ; 但 图 6.8 中 的 反 群 聚 ， 则 只 能 用 量子 理论 ， 即 非 经 
典 光 场 来 解释 .为 简单 起 见 ， 设 入 射 到 图 6.6 中 光电 倍增 管 1, 2 上 的 光束 的 相对 延迟 时 
log r—0. 从 经 典 理论 来 看 在 光电 倍增 管 1, 2 上 观察 到 的 光 信 号 同时 到 达 或 符合 计数 
的 几率 ox (t+ 7) > I? (t), 考 碟 到 光 信 号 的 强度 T(t) 与 光子 数 m 成 正比 ， 故 二 阶 
相关 函数 g? (7) 又 可 写 为 


g2(rj o =< I? (t) > / < I(t) >? (6.7.2) 
对 于 单 模 输出 的 激光 ， 因 服从 Poisson 分 布 < P(t) >=< I(t) >°, 故 有 
92(7)|r o = 1 (6.7.3) 
对 于 黑体 辐射 混沌 光 ， 将 证 明 有 < (>= 2 < t) >, 故 有 
P(T) o =2 | (6.7.4) 


t (ns) 
图 6.8 光子 相关 测量 曲线 
(和 一 一 Q^ ~ 2.2; 0— — Qa 二 1.1. 实 线 为 理论 曲线 ) 
(参照 Dangenais [16]) 
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xt RE (6.7.3),(6.7.4) 式 就 给 出 图 6.7 ha, 当 F 一 0 时 ， 二 阶 相关 g2(r) 分 别 趋 近 于 
2 与 1 的 解释 . 但 不 能 用 经 典 理论 解释 图 6.9 中 当 了 0, g?(r) 一 0 对 单个 或 少数 钠 原 
子 共振 散光 的 光子 相关 测量 结果 , 经 典 理 论断 言 ， 光 束 到 达 分 束 器 后 ， 一 半 走 入 光电 信 
增 管 1, 另 一 半 走 入 光电 倍增 管 2, 不 大 可 能 实现 二 阶 相关 g?(7)] 5o = mmn > - 


52 

0, 元 二 < m(t) >=< na(t) >. 而 量子 理论 则 断言 ， 原 子 由 激发 态 态 蜂 迁 到 基态 ， 辐 射出 一 
个 光子 ， 这 个 光子 到 达 分 束 器 后 ， 要 么 透 过 分 束 器 走 入 倍增 管 1 要么 反射 走 入 倍增 管 2， 
不 可 能 光子 的 一 半 走 入 1 而 另 一 半 走 入 2. 另 一 方面 ， 因 原子 已 跃迁 到 基态 ， 不 可 在 极 
短 时 间 内 再 辐射 第 二 个 光子 ， 如 光子 数 n, no RE 6.1 方式 分 配 ， 就 可 能 实现 反 群 到 、 


LRR R. 


表 61 
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du 1/2 0 
Hn 

|[ij1|1 1/2| EER 
EUES 

un 

EN 

ESES 
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| 2 | 2 

nul 日 4/3 
on 


现在 我 们 讨论 通过 双 光 子 吸收 实现 反 群 
聚 的 途径 ( 见 图 6.9). 很 明显 ， 经 双 光 子 吸收 
后 ， 尖 峰 被 削 平 . 这 是 因为 双 光 子 吸 收 几 率 
正比 于 2, 混沌 光 中 尖峰 处 产生 双 光 子 吸 收 
几率 最 大 ， 而 低 四 处 几率 很 小 ， 尖 峰 处 正 是 
图 6.9 (a) 混沌 光 的 强度 起 伏 ， (bj,(c) 经 双 光 子 产生 光子 群 聚 或 光子 符合 的 地 方 . 如 果 将 这 

吸收 后 的 强度 起 伏 些 削 掉 则 显然 得 出 无 群 娶 或 反 群 聚 的 光子 分 
dH. 由 于 双 光 子 吸 收 ， 二 阶 相 关 函 数 下 降 为 
图 6.10 所 示 07). 除 双 光 子 吸 收 外 ， 二 次 谐 波及 共振 荧光 均 能 产生 反 群 聚 ， 


6.2 ”经 典 光 场 与 非 经 典 光 场 | 

(6.7.1) 式 定义 的 二 阶 相 关 函 数 g^ (7) 中 涉及 的 求 统计 平均 < > 是 按 经 典 统计 对 时 
间 t 求 平均 ， 而 不 是 按 量子 统计 对 量子 态 求 平 均 . 如 图 6.6 所 示 的 平稳 随机 光源 9 经 狭 
缝 及 分 束 器 分 束 后 得 (t), T(t 十 7), 分 别 入 射 到 光电 倍增 管 1,2 E, r 为 相对 延迟 时 间 ， 
于 是 


HK 


O <IŒ@It+7)> _ < I0)I(7) > 

IM T PB 

一 方面 ， 按 Hardy 不 等 式 < P (0) > > < I(0) >2, 便 得 
9g(0)>1 (6.7.6) 


I —«I(t) > (6.7.5) 
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一 一 一 双 光 于 吸收 率 


图 6.10” 双 光子 吸收 对 二 阶 相 关 消 数 的 影响 (参照 文献 [17]) 
--- Stt RE, 一 一 初始 为 相 于 光 


另 一 方面 ， 按 Schwarz 不 等 式 < 12(0) >< P(r) > > < HOT) >2, 便 得 
g^(0) > g*(7) (6.7.7) 


不 等 式 (6.7.6) 和 (6.7.7) 可 看 作 经 典 场 与 非 经 典 场 的 判 据 . 凡 满 足 (6.7.6) 和 (6.7.7) 不 等 
式 的 为 经 典 场 ， 否 则 为 非 经 典 场 ， 图 6.7 和 图 6.8 中 绘 出 了 热 辑 射 场 (混沌 光 场 ) HE 
光 场 及 钠 原 子 费 光 场 的 二 阶 相关 函数 测量 . 前 两 种 光 场 分 别 满足 Planck 分 布 与 Poisson 
分 布 . 在 涉及 二 阶 相 关 函 数 所 表现 的 统计 起 伏 中 ， 这 两 种 场 的 量子 行为 是 不 明显 的 ， 可 
用 满足 Maxwell 方程 的 波动 方法 来 处 理 . 下 面 将 证 明 这 两 种 场 的 二 阶 相关 函数 92(7) 也 
满足 (6-7.6), (6.7.7) 式 ， 故 为 经 典 场 . 但 对 后 一 种 荧光 场 ， 其 量子 特征 是 很 明显 的 ， 不 能 
用 经 典 场 方法 来 处 理 . AR 6.8 的 二 阶 相关 违背 上 面 不 等 式 ， 故 属 非 经 典 场 . . 

现 对 热 辐射 与 相干 光 两 种 经 典 场 的 二 阶 相关 函数 g^ (7) 进行 计算 . 参照 (6.1.25) R, 
可 求 黑体 辐射 的 光子 起 伏 为 


一元 十 元 (6.7.8) 


这 十 一 个 状态 内 的 光子 起 伏 . 如 果 是 两 个 互相 独立 的 状态 ,分别 设 为 “<1” 与 “2”， 则 
两 个 状态 的 光子 起 伏 为 


(Ani 十 An3)? = An? + An? + 2AnjAn; 


两 个 状态 的 起 伏 Ani, Ano 也 是 独立 的 ， 故 有 


由 (6.7.8) 和 (6.7.9) 式 ， 并 设 ni 之 ña c] R/2, hry = hva, W 
An? =Nn+n2/2, n = ni 4 na (6.7.10) 
将 (6.7.10) 式 推广 到 NN 个 相近 的 状态 ， 即 
hv ~ hy; c hvy, fü Tm TR/N 


则 有 
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n? 
Am =at (6.7.11) 
n= ni tna +’ +nN 
(6.7.8) 和 (6.7.11) 式 右 端 两 项 有 着 不 同 的 物理 意义 . 第 一 项 表现 光 的 粒子 性 ， 因 为 粒子 
起 伏 满足 An? = n; 第 二 项 表现 光 的 波动 性 ， 因 为 波动 干涉 使 得 振幅 的 涨 落 正 比 于 振幅 
的 平方 和 . 这 样 就 得 到 光子 的 涨 落 与 光子 的 平方 成 正比 ， 即 


n = Sasei(wttws) Dareilwtter) E Ya 
An? = m- 
= 093 af eiotte;))2 x 99 aye i(otbex)y2 一 (Vrai? (6.7.12) 


J k 


= 2.2.5 aj (Nay = n 


现 将 (6.7.11) 式 应 用 于 图 6.6 所 示 的 光子 符合 计数 实验 . 进入 光电 倍增 管 1,2 的 光子 
Hna, ns 来 表示 ， 于 是 有 


n(t) = nalt) + ng(t), An(t) = An a(t} + Ang(t) 


. . — - 52 
An? = nang. DA tha) 
n2 n? RnAnnp (6.7.13) 
三 RAW CnBtoW t? N 
55 — Jj ill . 
An? = An? + An? + 2An4Ang . (6.7.14) 
比较 (6.7.13) 5 (6.7.14) 式 ， 便 得 
AnaÁnp = T (6.7.15) 


与 前 面 的 独立 状态 的 AniAna = 0 不 一 样 ， 这 里 的 Ana, Ang 不 是 独立 的 ， 而 是 
存在 由 (6.7.15) 式 所 表示 的 相关 性 . 注意 到 (6.7.15) 式 中 的 Ana, Ang 为 同时 的 ， 即 
Ana(t)Ang(t) = Tare . 对 于 有 延 时 7 的 情形 


Ana(t-- T)Anpg(t) = AnA(t)Ang(t) A S(v, vo)e'"" dy? 


(6.7.16) 
[f S(v, vo)dv = 1 


AF, S(v,vo) 为 规 一 化 的 线 型 函数 ， 由 (6.7.15) 式 ， 便 得 


Analt + r)Ang(t) = rare] l S(v,v)e "dw? | (6.7.17) 


y/2 


、 y = M 
当 取 定 谱 线形 状 SQ £o) = Lo Y 


则 得 je Sv, vo) dy 之 e-77/2, — B 
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相关 函数 则 为 


u (Na + AnA)(np 十 Ang) u Analt + T)Ang(t) 
B Ti ATL B i WRATpB 


对 服从 Poisson 分 布 的 单 模 激 光 ， (6.7.8) 式 应 换 为 


g^(7) 


+1=1+te Y/N — (6.7.18) 


An? =ñ 


应 用 同样 分 析 方 法 ， 得 
AnA(t)Ang(t) =0 
g(r)-1 
由 (6.7.18) 和 (6.7.19) 式 给 出 的 (7) 明显 满足 不 等 式 (6.7.6) 和 (6.7.7), 故 为 经 典 场 .而 
且 当 7 一 0 时， (6.7.18) 和 (6.7.19) 式 便 过 湾 到 前 面 讨论 中 已 用 到 的 (6.7.4) 和 (6-7.3) 
式 . 
上 面 讨论 了 两 种 经 典 场 及 其 二 阶 相关 函数 gr) 对 于 非 经 典 场 就 要 用 量子 二 阶 相 
关 函 数 来 描述 . 参照 高 阶 相关 本数 定义 (6.4.17) 式 ， 量 子 的 规 一 化 的 二 阶 相关 函数 e? (7) 
可 定义 为 (量子 场 的 二 阶 相关 函数 仍 用 g^ (7) 表示 ) 
< E- (Q)E- (7) E*(r)E* (0) > 
,«E-Et >? 


(6.7.19) 


g2(7) = (6.7.20) 
式 中 求 平均 是 指 对 量子 态 求 平均 ， 而 且 Et 与 五 -是 不 可 对 易 的 . 特别 是 对 于 单 模 场 情 
形 ， 展 开 (6.5.4) 式 只 需 取 其 中 的 一 项 ， 于 是 上 式 可 简化 为 
go) = < alalaa > < al(aa! — 1)a > 
= "Tana |  zada 
Ways ^77? (6.7.21) 
i 
RP, n APRKETAG m APRETAR PE. 3 EN p p Xp 
nı Boc T X. 有 


Pir) = 呈 二 - (6.7.22) 


n 
上 式 对 于 所 有 的 7 均 成 立 . 这 显然 与 不 等 式 (6.7.6) PH KATAS FARD. BA 
光子 数 态 为 非 经 典 场 ， 但 前 面 讨论 的 经 典 场 可 用 光子 数 态 的 几率 分 布 来 描述 . 例如 光子 
数 按 Poisson 分 布 的 场 为 经 典 场 ， 具 有 光子 数 ni 的 几率 为 


Pu, = ine /ml (6.7.23) 
由 此 求 出 光子 数 mn 的 均 方 值 
n= SB, =A +m 


Bp 


An? = ii, ' (6.7.24) 
此 即 用 来 导出 g (T) = 1 的 关系 式 . t (6.7.21) R, A 
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< A, +H (An)? -n > 
g^(r) = 全 2 + (Ani) -m > m) m =} 


又 因 混 沌 光 场 的 光子 数 几 率 分 布 为 
PB, = R(T + RL) (6.7.25) 
由 此 可 导出 | 
n? =X ni Pa = 20 +ñ (6.7.26) 
这 与 关系 式 (6.7.8) 相同 . 
6.7.3 ”原子 共振 荧光 场 的 二 阶 相关 函数 分 析 
已 知 光 子 数 态 jn > 为 非 经 典 光 场 ， 而 原子 的 共振 荧光 表现 出 反 群 聚 ， 当 T 一 
0, g(r) 一 0. 这 是 图 6.8 钠 原 子 共振 荧光 的 实验 结果 ， 也 容易 从 原子 的 发 光 过 程 得 到 理 
f. 因原 子 发 射 一 个 光子 后 ， 已 跃迁 到 基态 ， 不 可 能 再 发 射 第 二 个 光子 ， 给 出 光子 符合 
计数 ， 除 非 当头 0, 原子 又 重新 加 到 激发 态 ， 发 射 第 二 个 光子 ，92(7) 才 不 为 0. 
对 二 能 级 原子 共振 荣光， 辐射 场 的 量子 二 有 阶 相 关 遂 数 可 由 下 式 计 算 : 
< E- ()E- (E* (0*0) > 
< E- (oo) E* (oo) >? 
考虑 到 原子 跃迁 辐射 荧光 的 物理 过 程 ， 场 算 符 可 通过 原子 的 上 升 与 下 降 算 符 表示 为 M 


g(t) = 


E*(f,t) = f(r)o (t- v/c), o~ —- «2| 


(6.7.27) 
E-(v,t) = f'(F)a*(t - rc), ot «|]2»«1]| 
式 中 ， fir) JP A c5, 于 是 有 
g(t) = < a* (0)a* (t)o- (t)a- (0) > (6.7.28) 


< a t(oo)a- (oo) >? 


(6.7.28) 式 的 分 子 涉及 双 时 相关 函数 . 但 可 应 用 Lax 的 量子 回归 定理 ha 使 之 变 为 单 时 
相关 函数 的 计算 . 这 个 定理 表明 ， 若 


< Á(t) >= 》 a;(t) < Ai(0) > 
则 
< B(0)À(0)6(0) >= Y a(t) < B(O)A(O) CO) > (6.7.29) 
Xm. Â, Ê, Ô 为 算 子 . 
通过 解 二 能 级 原子 的 Bloch 方程 ， 可 得 


< ot(t)e (t) >= ^o(t) - a(t) < c*(0) > 
+as(t) < o7 (0) > +a4(t) < a^ (0)o- (0) > (6.7.30) 
通常 我 们 关心 的 是 系统 经 过 长 时 间 演 化 后 到 达 的 稳 态 解 ,. 不 依赖 于 初期 ， 即 


« a*(oo)a" (oo) >= a(o), a2(00) = as(oo) = oa(00)=0 (6.7.31) 
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将 (6.7.30) 式 代 入 (6.7.29) 式 ， 便 得 
< a* (0)c* (t)o- (t)o- (0) >= a(t) <ot(0)o (0) > (6.7.32) 
为 求 得 alt), 可 解 paa(0) =< o (t)e (t) > 的 变 率 方程 
dpa; 


"dt = R- 27022 (6.7.33) 


AB, RAXX, 2y 为 阻尼 ， 易 得 出 
p22(t) = R/23[1 — exp(-2t)] + pza(0)e ~” (6.7.34) 
比较 (6.7.30), (6.7.34) 及 (6.7.28) 式 ， 得 


ex(t) = R/25[1 — e ?"'] 


PU =I- eh (6.7.35) 


一 般 说 来 ， 为 求 得 p2(t) 的 准确 解 ， 应 解 在 外 场 驱动 下 二 能 级 原子 满足 的 Bloch 7j 


程 
d . 
-2 = i/2(01 — p12) — 27p22 
d . . 
en = 一 (了 + iA)p21 + 1 (023 — 011) (6.7.36) 


Pii + p22 = l, p12 = p 


当 光 泵 功率 不 高 ， Rabi HARK, HEERMA, y= y, 满足 初始 条 件 p22(0) = 
p12(0) = p21(0)= 0 精确 到 922 的 解 为 


(t) = OA ox (—24t) — 2 cos At exp(—^t)] ; 
P2240) = A3 uà pic po (6.7.37) 
A — Ug — UU 
A 为 光 泵 频率 相对 于 原子 跃迁 频率 的 失 谐 由 (6.7.28) 式 得 
g^ (t) = 1 + exp(—2yt) — 2cos Atexp(—Yt) (6.7.38) 
车 光 泵 抽 运 频率 与 原子 频率 为 共振 ， 即 A= ww —0, RUE (LES 6.11) 
g? (t) = [1 — exp( -y0? (6.7.39) 


(6.7.38) 和 (6.7.39) 式 的 P(t) 为 单 原子 辑 射 的 二 阶 相关 函数 . 若 为 多 原子 辐射 ， 参 照 定 
X. (6.7.28), 可 推广 为 D5 19] 


S «ef (ef (Qe, (t) (0) > 


ijkl 


G7 (t) 2 LLL 
07 lees eno» 


(6.7.40) 


考虑 到 
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2 4 
yt 


6.41 g?(t) Bi t 的 变化 曲线 . 虚线 为 变 率 方程 解 
( 实 线 A: 420, B; A— 4, CHA — 2) 


(参照 Loudon [15]) 
3 < ot (0)07 (tjo; (t)o (0) >= N < at (0)e* (t)o7 (t)o- (0) > 
ijkl 
+N(N — 1)(« e*(0)e- (t) >< a*(t)a- (0) >+ < e*(0)o- (0) >< o* (t) (t) >} 
SO < o7 (0)o7 (t) >= N < e^ (0)o" (t) > (6.7.41) 


上 式 右边 为 单 原子 的 相关 函数 ， N 为 原子 数 . H (6.7.41) 代入 (6740) 式 ， 便 得 
G*(t) = (g^ (t) + (N - D lg (OP + 1)]/N (6.7.42) 
PE), g (t) 分 别 为 单 原子 的 二 阶 、 一 阶 相关 函数 。 NN PUBUF IO — Br FE ERE G1(t) 与 
YATE, 
2 一 一 一 一 一 p" "OP 
/ G'(t) eg (t) = A i z (6.7.43) 
| | 
| 一 ” 应 用 上 面 解 变 率 方程 求 单 原子 相关 函数 及 公式 
| (6.7.41)， 便 可 计算 多 原子 三 能 级 级 联 辐射 的 相关 
CERLE EA 函数 ， 并 与 实验 结果 进行 比较 . 
\ 图 6.12 所 示 三 能 级 原子 基态 被 抽 运 到 激发 态 2 
— E, PERRE o 跃迁 到 能 态 1, 再 产生 wi 辐 
射 ， 跃 迁 到 基态 0. 各 能 级 布 居 数 变 率 方程 为 


2222 R2 
dt "Y2 p22 

d 

P = 2y2p22 — 2Y1 P11 (6.7.44) 

dpoo 

PO L R42 
di + 201i 

解 为 . 
p22(t) = (p22(0) — R/272) exp(—272t) + R/272 (6.7.45) 
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pu (t) = (pu(0) — R/291) exp( 29,4) + R/27: 


(6.7.46) 
—(2y2p22(0) — R)[exp(—-241t) — exp(—252t)]/2(vy — 72) 
定义 
sO 0)> 
9577 Ze (o9je; (œ) >< oj (o0); (0) > ^" 
-1,2 
| (6.7.47) 
参照 上 面 量子 回归 理论 方法 ， 便 得 
g22(t) = gà, (t) = 1 — exp(—272t) 
gi. (t) = {y [1 — exp(- 22] 
(6.7.48) 


—7Y2ll ~ exp(-253t)])/ m — v) 
gi(t) = gii (t) + (253 / R) exp( 2t) 


又 根据 实验 情况 略 去 (6.7.42) 式 一 阶 相关 函数 的 影响 ， 
5 N >l, 于 是 可 取 近 似 


G2, 人 = 92, (£)/N +1 


G32(t) 一 G3 (t) = Gi(t) ei (6.7.49) (400 ^8) 
2 | ^ q«4 - tata L : ] M 
G? (t) ~ EN exp( -251t) + 1 图 6.13. Hg ET EZR ACC PUM fX 
HEES 


6.13 为 Clauser 对 Hg 原子 级 联 辐射 做 的 二 阶 (BW Clauser, Loudon [19, 15) 
相关 测量 ，t > 0 的 函数 按 IGZ(OP 给 出 ， (0 按 
[G3(- 加 给 出 ， 点 为 实验 测量 结果 ， Ru = 1.42. 注意 上 面 按 (6.7.47) 式 定义 的 atf 
与 g21(t) 是 不 一 样 的 . galt 指 先 辐射 wa 光子，t 时 后 辐射 os 光子 的 相关 符合 计数 ; 
gà (t) 指 先 辐 wi 光子 ，t 时 后 辐射 wa 光子 的 符合 计数 . 


6.8 压缩 态 光 场 


6.8.1 光量 子 起 伏 给 光学 精密 测量 带 来 的 限制 


光 信号 振幅 与 相位 的 起 伏 ， 给 光学 测量 精度 带 来 影响 产生 光 信号 起 伏 的 原因 ， 有 
外 在 环境 ， 如 气流 的 扰动 引起 的 ， 也 有 光学 元 件 不 稳 引 起 的 ， 还 有 许多 人 为 的 因素 ， 当 
这 些 环 境 与 人 为 因素 得 以 克服 后 ， 最 终 还 剩 下 一 种 带 有 实质 性 的 光量 子 起 伏 或 真空 场 起 
R- 对 于 模 体积 为 V, 频率 为 w 的 单 模 场 ， 真 空 场 电 压 起 伏 E = (jiw/2eoV)1/2, 能 量 起 伏 
为 ho[2. 这 就 构成 了 影响 光学 测量 精度 的 量子 极限 .下 面 以 Michelson 干 测 仪 量 为 例 来 
LESS RE 
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如 图 6.14 所 示 ， 用 Michelson 干涉 仪 测量 
镜面 位 置 z 与 z2 的 差 Az = n — z 只 能 准确 
到 标准 量子 极限 SQL. 而 到 达 极 限 SQL 的 两 
镜面 差 


(Az)s.QL = (2hr/m)'/? (6.8.1) 


A 614 Michelon FANENE 式 中 ，7 为 观测 时 间 ， m 为 整个 干涉 仪 的 质 
量 . 影响 精度 的 有 两 个 方面 ， 其 一 为 光子 计数 ; 
另 一 为 辐射 庄 力 ， 设 激光 的 平均 功 直 为 P, 在 测量 时 射 入 干涉 仪 的 平均 光子 数 N 为 


N = Pr /fw . (6.8.2) 


由 于 激光 服从 Poisson 分 布 AN ~ N17, S sui frd 35 6 的 测量 精度 Ag 按 AdgAN~1 
为 
Ag c NO? (6.8.3) 


于 是 因 光 子 计数 误差 引起 的 z 的 测 不 准 量 为 


入 


C - . 
(Az) = z APT LIN 1/2 (6.8.4) 


式 中 ，5 为 光子 在 干涉 仪 内 来 回 的 次 数 ， 此 外 ， 辐 射 压力 作用 于 于 涉 仪 端面 也 会 影响 端 
WILE = RAN, EEA TED DUR A TORRE CD AL CRT REI, XIRA IU 
将 产生 Ap = CONU? 的 影响 ， 而 对 位 移 的 影响 为 

Apr |, hb T wa 


(Azl = (6.8.5) 


2m c m 


改变 激光 输出 功率 PR N), 使 得 总 的 误差 


Az = y (Az)2. + (A2)2, (6.8.6) 


为 最 小 ， 将 (6.8.4) 和 (6.8.5) IERA (6.8.6) 式 ， 求 极 值 便 得 


2A 
Az = (Az)s qr = (Ty (6.8.7) 
最 佳 输出 功率 为 
Popt 一 3 uiri c 8 x 10"W (6.8.8) 


在 得 出 上 面 数值 结果 时 ， 已 根据 实际 技术 可 能 实现 情况 ， 取 了 b= 200, m e 105g, T~ 
2x10-3s, w 之 4x1015s-1( 相 当 于 5000A).8x103W 稳 频 输出 , 要 求 很 高 . 为 降低 激光 输出 
功率 ,以 实现 (Az)s.Q.L, 可 使 (Az), 相当 于 位 置 测定 精度 Ar, 压缩 e 7 fis 而 (Az)rp tA 
当 于 动量 测定 精度 Ap, MA er 倍 . 这 样 并 不 违背 测 不 准 关系 Ae" Ape" = AzAp = h/2, 
但 达到 了 (Azo 的 最 佳 平 均 光 子 数 ， 最 佳 输出 功率 Ppt 已 为 原来 的 e-?*" fi. Bp 


Ppt =8xl0xe2rW (6.8.9) 
这 种 做 法 的 物理 实质 是 ， 原 来 的 两 种 误差 Az，Ap, 前 一 种 为 光电 流 的 散 粒 效应 ， 占 
比重 大 ， 是 主要 的 ; 而 后 一 种 辐射 压力 占 比重 小 ， 是 次 要 的 . 故 提 高 对 前 一 种 的 测量 精 
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度 ， 降 低 对 后 一 种 的 测量 精度 ， 以 较 低 的 Popt 实现 (Az)s.o n. Roi Xx REPE AG (Az 一 
Aze-， Ap — Aper) 称 为 压缩 态 光 . 如 何 实现 (或 产生 ) 这 种 压缩 态 光 ,是 提高 光学 测量 
精度 关键 所 在 . 

6.8.2 iE XE [kg zs 22727. 317744] 


压缩 态 的 通常 定义 不 是 通过 Az Are”, Ap 9 Ape" RRR Art p 的 因 次 不 
一 样 . 我 们 要 取 因 次 相同 且 与 z, p 相当 的 一 对 共 生 量 来 定义 光 的 压缩 态 ， 参 照 (6.5.24) 
式 ， 选 择 下 面 的 量 是 合适 的 : 

X = z(a + a!) = (0/2h) /gq 
2 (6.8.10) 

Y= a; 一 al) 一 (2540) p 
除了 常数 因子 外 ，X, Y 分 别 代表 坐标 9 与 动量 p;X, Y 具有 相同 因 次 , 且 具 有 对 易 关 系 
[X,Y] = i/2 (6.8.11) 


利用 测 不 准 关系 (B10), 由 (6.8.11) R, $8 


(AX) (AY) > 1/16 (6.8.12) 
对 于 相干 态 
132 i 
(AX)? = PIER o> -< aj ^ ja >? 
= jon 十 a? 十 2|o?| 十 1) 一 Ho + a*y == : (6.8.13) 
H 1 1 
y = oi 2. *2 2 1 二 uu SII 
(AY) z +a”? 2a -1) (e ot - 1 
对 于 真空 态 
t Lat 1 
(AX) =< o( 2-2 2]o > 一 < oj jo >2= L 
2 2 4 (6.8.14) 
2 a — a! 210 0 a-a 032 i UU 
AY) = »-—«0|- =- 
(AY = <0 < 0j- ]0 >= - 
图 6.15 d Hi dB T d 8 5px < |AX?| >, 
< |AY?| 212, 其 误差 圆 表示 场 强 忆 的 测量 误差 ， 参 amt 
ER (6.5.5) 式 ， 得 NE 


E(r)= E* (z) + E- (æ)  ivV2zhwu(r)(ae-"** + ofce*"t) | « 
—i2v2mThwu(r)(Xcosut — iY sinwt) (6.8.15) K 


故 有 
Eg 6.15 MTAKA RE 
Gi AE()?- 2hwuw'(r(AX? cos? vt + AY? sin? wt) < |AX?| >12, < |AY?| »17? 
=  Rh(w/2)w*(r) (6.8.16) 


将 相干 态 ja > 表示 为 
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la >= D(a)|0 >, D(a) = exp(aa! — a*a) - (6.8.17) 


应 用 位 移 算 子 性 质 
D-!(a)aD(o) =a +a (6.8.18) 
D-! (aja! D(a) — a! +0" 

可 得 
D-!(o)XD(o) = X + Rea (6.8.19) 


D-!(a)Y D(a) =Y + Ima 


由 (6.8.19) 式 看 出 ， 经 位 移 算 子 作 用 后 ， X, 了 分 别 平移 至 X Rea, Y 十 Ima. 但 误差 
AX = A(X 4 Rea), AY = A(Y + Imo) 
参照 上 面 干 涉 测量 实验 中 的 分 析 及 (6.8.10), (6.8.13), (6.8.14) 式 ， 可 得 出 压缩 态 的 定 
XP: 


< (AX, >= L exp(_2s) 
i (6.8.20) 
< (AY, F >= n exp(2s) 


当 压 缩 态 参量 s = 0, 便 回 到 相干 态 或 真空 态 的 方差 ， 否则 便 是 讨 缩 态 的 均 方差 . 相对 于 
这 样 一 个 均 方 差 ， X, Y 应 经 历 了 一 个 压缩 变换 


X — X, = Xexp(—s) 


(6.8.21) 
Y 9Y,-Yexp(s). 
BIR (6.8.10) 式 ， 对 应 的 漂 没 与 产生 算 符 的 变换 如 下 : 
as = a cosh s — a! sinh s 
(6.8.22) 
ai = at cosh s — a sinh s 
新 的 压缩 态 算 子 满足 如 下 的 对 易 关 系 ， 
UY) 0 四 =1 (6.8.23) 
变换 后 的 哈密 顿 量 为 
H = hw (at. 十 5) (6.8.24) 
“ 准 ” 粒 子 数 态 In。 > 满足 
ala,|n, >= n,[n, > (6.8.25) 
也 可 写 出 压缩 态 空间 的 相干 态 
la, >= Dalo)l0, > (6.8.26) 


D,(o) = exp(aat — a*as) 


174 


经 位 移 算 子 D.l(o) D.a) 的 作用 后 ， 类 似 于 (6.8.19) 3X, 8 
X, D^ !(o)X,D(a) = X, + Rea 


(6.8.27) 
Y, 2 D^! (Q)Y,D(a) = Y, + Imo 
故 表 现 XX, Y, CE i P B6 vx 28 e] YE 2B SPERO RESE. 
更 一 般 的 压缩 态 变换 ， 可 通过 引进 么 正 变换 算 子 SC) 
S(C) = exp (zc 一 je) (6.8.28) 
来 实现 ， 式 中 上 称 为 压缩 参量 
=se, 0«5s«00,0€08 € 2x (6.8.29) 


经 压缩 变换 后 , 图 6.15 所 示 的 相干 态 误差 圆 便 变 成 了 图 6.16. 所 示 的 压缩 态 的 误差 椭圆 . 


图 6.16 ESHA RAMM 


压缩 态 变换 使 得 a, a EX as, al: 
as = S !(()aS(() = a cosh s — ae? sinh s 


ai = S-!(C)a! S(C) = a! cosh s — ae? sinh s (6-8-30) 
引进 算 子 X, Ý, 有 
a= (X +i) , a= (X -ifje (6.8.31) 
于 是 (6.8.30) 的 第 一 式 可 写 为 
S-(X-4iY)S = (X--iY)(e? - e7*)/2 — (X — iY)(e* — e-*)/2 (6.8.32) 


= Xe-* -- iYe* 
这 就 是 图 6.16 所 表明 的 ， 经 过 压缩 变换 后 ， 压 缩 变换 前 的 X 被 压缩 为 e; 而 变换 前 
的 了 efie Yes, 亦 即 
(6.8.33) 


(AX, = (AX he? = Ee” 
(AY,)? 一 (AY e? = et? 
由 于 平移 作用 ((6.8.27) R) 及 误差 椭 贺 不 变 的 性 质 ， (6.8.34) 式 的 压缩 就 可 看 成 压缩 真 


空 态 |0。> 的 压缩 . 亦 即 压缩 真空 态 不 再 是 各 向 同性 ， 而 是 沿 久 方向 被 压缩 ， AY 被 伸 
K. 实际 上 由 (6.8.33) 式 还 能 得 出 压缩 真空 态 |0。> 与 真空 态 间 的 关系 . 用 S 作用 在 真 


(6.8.34) 
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空 态 02 便 得 压缩 真空 态 |0。>; 再 通过 平移 算 子 D(a) 的 作用 ， 得 一 般 的 压缩 态 


lo, >= S(¢)0 >, «0,-«0|5 (6.8.35) 
la, >= D(o)S(C)|0 >= D(a)|0, > (6.8.36) 


(6.8.36) 式 可 作为 压缩 态 又 一 种 定义 方式 ， 即 先 压 缩 真 空 态 ， 再 平移 ， 如 图 6.17 所 示 . 
若 将 (6.8.36) 写 为 


lo, C >= D(o)S(()D- (a)D(o)|0 >= U(C)D(a)|0 > (6.8.37) 
U((,o) = D(a)S(o)D (a) (6.8.38) 


(6.8.37) 可 解释 为 先 平移 ， 再 用 UC) 压缩 得 到 所 需 的 压缩 态 ， 其 过 程 如 图 6.18 所 表明 的 
那样 . 


x 


图 6.17 压缩 态 的 几何 表示 ( 先 压缩) 图 6.18 压缩 态 的 几何 表示 ( 先 平移 ) 
现 应 用 压缩 态 的 定义 式 (6.8.36) 计算 a 等 的 期 待 值 
= -1 = 
<a> = «0,D-"!(ojaD(a)|0, >=< 0,lo + aļ0, > (6.8.39) 
= «0|S-!(a-ra)5|0 >=< O0|a + as|0 > 
用 (6.8.30) 式 代 入 ， 便 得 
<a>=a (6.8.40) 
«n»-«ala» = «0,D-!(a)a! D(a) D! (a)aD(a)|0, > 
= «O0,|(ao*--al)(a-- a)]0, > (6.8.41) 
= < 0|(a* + at)(a + as)|0 > 
H as, at 用 (6.8.30) 式 代 入 ， 便 得 平均 光子 数 
<n >=< afta >= |a|? + sinh? s (6.8.42) 
上 式 第 二 项 为 压缩 真空 态 的 贡献 . 同样 可 计算 
« aa »— a? — e” sinh scoshs, | « ala! >= o*? — e™™” sinhscoshs (6.8.43) 
由 (6.8.40) 3X, 18 
a t al 1 
«X > 一 < >= -(a + a*) = Rea 
2 2 (6.8.44) 


t 1 

~a 

>= —(a—a*)-I 
3; (* a*) = Ime 


Y > 一 .2 
< 24 
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«(AX > = «Jaca -i laca]? 
= i< 0,|(o +a" +a + a!)?|0, > -1a +a)? (6.8.45) 
= HN cos? 8/2 + e?* sin? 0/2) 
< (AY! >= Le? sin? 0/2 + e” cos? 0/2) . — (6.8.46) 


34 cosb > tanhs, 由 (6.8.45) 式 得 知 实现 了 X 的 压缩 . 同样 由 (6.8.46) 式 得 知 ， 当 cosb < 
—tanhs, 实现 了 了 的 压缩 . (6.8.36) 式 又 表明 ， 压 缩 态 |a, C» 即 以 |0。> 为 真空 态 的 
FE 它 还 可 用 压缩 态 的 位 移 算 符 D 表示 为 


lc,» = Dí(a)0, >= exp[aa! — o*a]l0, > 


i0 a*)al 一 


= expl(cosh so — sinh se (cosh so* — sinh se^ ®a)]asl0s > 


, (6.8.47) 
= D,(cosh sa — sinh se'"a"*)|0, > 
= |(cosh sa — sinh se'?a*), > 
BUB 
as|a, C >= (cosh sa — sinh se'?^a*)|o, > (6.8.48) 


JRBI |a,C > 是 os = cosh sa 一 sinh seal 的 本 征 态 ， 本 征 值 为 cosh sa — sinh se'*o*. 参照 
(6.8.20) 式 ， 压 缩 态 也 是 最 小 测 不 准 态 的 一 种 ， 而 且 不 存在 正定 的 书 表 示 . 

这 里 我 们 虽然 证 明了 由 (6.8.36) 式 定 义 的 Jo, C > 为 最 小 测 不 准 态 ， 但 这 只 是 压缩 态 
的 一 种 . 更 一 般 来 说 ， 只 要 其 中 的 一 个 分 量 表现 出 压缩 ， 例 如 < A >Y2< 1/2, 它 与 
REDE < JAY? > 的 乘积 可 大 于 或 等 于 真空 起 估 1/4, 故 压缩 态 不 一 定 是 最 小 测 不 
准 态 . 


6.8.3 ”振幅 压缩 态 25777] 
现 求 压缩 真空 态 的 粒子 数 测 不 准 . 粒子 数 测定 误差 的 均 方 值 为 


2 

3 < onlis >< in]o, > — < 0,[nj0, >? 
i=0 

2 

3 < Onlis >< info, > 

1-1 

2 

> «9o +at)(a alis > |? 


1—1 
2 


< (Any > 


il 


il 


i 


|l 


2 | < 0,|(o* + cosh sat + sinh se ^a, (a + cosh sa, + sinh se”atjis > |?) 
= | sinh s cosh se 0|2 + lo sinh se^*? — a" cosh s!? 


= |a|? (cosh? s + sinh? s) — cosh s sinh s(o2e** + ae~) +2 cosh? ssinh? s 


= jal?fe-2s cos?(ġ — 0/2) + e?* sin? (ġ — 8/2)] + 2 cosh? s sinb? s (6.8.49) 
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34 |a| = 0 Bf, ÆR (6.8.42), (6.8.49) 式 ， 压缩 真空 态 的 光子 数 起 伏 的 平均 值 及 @ 参量 为 


< n >= sinh? s 


OPOS (6.8.50) 
< An? >= 2sinh^ s cosh“ 5 = 2 < n > (< n > +1) 
< (Anm2 >+<n>?- <n> 1 
2(0) = 一 一 -一 一 一 一 一 一 3 6.8.51 
9 (0) «n»? + ny ( ) 
2 
一 > 
g- < >=-<nm>-2?<n>+l (6.8.52) 
<n> 


故 压 缩 真空 态 表现 出 群 素 (g? (0) > 1) 与 超 Poisson(Q > 0). 实际 的 压缩 光源 产生 的 就 是 
这 种 压缩 真空 态 . 但 在 零 拍 探测 中 ， 为 了 探测 压缩 光源 的 压缩 度 ， 又 将 一 较 强 的 相干 光 
分 量 倒 加 到 被 探测 的 压缩 态 光 场 上 .这 就 使 得 < n >= |a|? +sinh s? 中 |al? 的 贡献 远 超 
过 sinhs? 的 贡献 . 当 |o]? exp(s) 时 ， (6.8.49) 式 又 可 写 为 


< (Any. >~ lof?[e^?* cos?’ ($ — 0/2) + e” sin*($ ~ 0/2)) (6.8.53) 
相应 地 Q 参量 为 
Q 


(e7?* — 1) cos?($ — 0/2) + (e?* — 1) sin? (ġ — 0/2) 
= lel*(g*(0) ~ 1) 


当 cos(26 — 0) > tanhs Ej, Q «0, g?(0) — 1 « 0, BE IET SE HL NE Poisson 5 Js SEXE. 故 在 
零 拍 测量 中 加 进去 的 相干 光 信 号 已 改变 了 压缩 光 的 统计 性 质 ， 使 之 由 超 Poisson 5 REX 
变 为 亚 Poisson 与 反 群 雍 ， 这 是 非 经 典 场所 具有 的 性 质 . 由 (6.8.54) 式 ， 当 由 = 0/2 时， 
Q 具有 极 小 值 : 


(6.8.54) 


Qnin = lo]? (g? (0) — 1)min 一 e? —1 (6.8.55) 
36 —0/2-- 1/2,Q 具有 极 大 值 : 
Qmax = loj? (g^(0) — 1)max = e? — 1 (6.8.56) 


在 < (An)? > 的 强 相干 场 近似 式 (6.8.53) 的 基础 上 , KEJL 即 误差 椭圆 在 原 
点 的 张 角 ,可 定义 a 的 位 相 乡 的 测 不 准 Ad 为 与 o 矢量 为 垂直 方向 的 误差 < (An)? >? 
在 原点 张 角 的 一 半 ， 即 
< (An)? > e-23 sin?($ — 0/2) + e? cos?($ — 0/2) 


A) VN RR 6.8.57 
Asl = ens 2le1 (6.8.57) 


由 (6.8.53), (6.8.57) 3X, f8 


«(Any Adm, $=0/2, à — 60/24. m[2 (6.8.58) 


现在 让 我 们 回 到 (6.8.42) 5X 
<n >= |a|? + sinh? s = X? + Y? + sinh? s . (6.8.59) 


为 得 到 理想 压缩 s 一 0o, 平均 光子 数 光 能 也 应 是 无 限 大 ， 这 就 给 理想 压缩 的 实现 增加 了 
困难 . 亦 即 要 求 的 压缩 愈 高 , 激光 能 也 愈 大 , 故 无 论 如 何 也 不 能 实现 理想 压缩 . 但 (6.8.58) 
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式 则 是 另外 一 种 情形 ， 当 < (An) >12 很 小 时 ， Ae 将 很 大 ， 使 测 不 准 关系 得 以 满足 . 
而 相位 噪音 Aq 的 增 大 ， 并 不 需要 增加 平均 光子 数 < n >, 亦 即 不 需要 增加 激光 能 量 ， 
故 从 这 个 意义 来 说 ， 粒子 数 态 也 称 之 为 振幅 压缩 态 ，< (An)? > 的 减 小 不 受 正 交 压缩 坊 
那样 的 限制 设 v= sinhs, Æ <n >> > 1# mF, d (6.8.49) 式 可 得 


<(An?> = (<n>-m vit -vy 4-2/7( 47) 
(<n> —v)1)/AP? 十 272(1 + v?) (6.8.60) 


R 


HERY v^ 求 极 值 ， 得 
«(Any ».am«n»?7? ,  «n»-16/)»1 (6.8.61) 


当 < n> ER. «(An)» FRE <n>? 更 小 , 由 此 得 出 最 佳 的 信 噪 比 为 


«n»? 


—- 4/3 
< (An)? > =< n > / (6.8.62) 


(SNR, )min 一 


这 个 信 噪 比 要 比 相 和 干 光 场 的 信 品 比 SNR, =< n > 大 很 多 . 
6.8.4 压缩 态 的 光子 数 分 布 
为 求 得 压缩 态 的 光子 数 分 布 ， 先 将 压缩 态 |8 >。 按 相干 态 | a > 展开 得 

[8>s= M «al». ja> (6.8.63) 
又 将 压缩 态 18 >。 按 粒子 数 态 1n > 展开 得 

8 >。= >》 <nlf >s In > (6.8.64) 
我 们 先 求 < al8 >。 再 应 用 关系 式 

< al >s= 》 < aln >< nlB >, (6.8.65) 

R < nl8 >。. 因 已 知 相干 态 在 粒子 数 态 [n > 中 展开 的 系数 < aln > 


n 
< ajn >= S leta Z (6.8.66) 
ni 


由 于 |S >。 是 压缩 态 中 的 相干 态 ， 所 以 有 


b|8 >.= BIB >s, , =coshsa+sinhsetat = pa + vai (6.8.67) 
又 因 
«oja = erec /12<0len aa ( ) 
" 8 » 6.8.68 
一 —aa*/2 ~ a*a 
e Ja? (< 0]e? *) 
< aja = [a/2+ 9 <al (6.8.69) 
— 8o* . . 
故 有 
< ajua -- va!|8 »,— B < alb > ' (6.8.70) 
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Bp 


[u (s; 十 d x) t va*] < a[8 >s= 8 < all >, (6.8.71) 
ag cel». (£ - 2 -Z ) < al6 >。 (6.8.72) 
解 (6.8.72) 式 ， 得 
< a|B >。= exp (^? 一 Zla 上 一 D (6.8.73) 
为 一 方面 ,我们 有 
s < llla> = (e+ se) s € Bla > 
: à 
= (e+ 十 本 十 区) < flo > (6.8.74) 
将 。< Bla >= (< alb >) 代入 上 式 ， 并 注意 |u? — |? = 1, 便 得 
* 2 
2 E ee = ua + P - re 
Be ug H (6.8.75) 
[——3 tas 
代入 < al8 >。 的 表达 式 
2 2 x2 * 
< o] >,= u7"? exp (-&E - Pr * P + = - 3,7 2) (6.8.76) 
注意 到 因子 
eX ah e) = ex [2 — a -2 ze)! 
Plut 2s T PPE Yy D v2u*v 2u* 
8. (I vies) (ue 2 (6.8.77) 
- Y V2u*v Vas? 
2 
而 (6.8.76) 式 右 端的 系数 wx? 是 由 于 规 一 化 而 引进 的 ， | < al6 >, PT sap 
< Qal8 >. 的 如 下 展开 : | | 
-14% L yag (Ê sre EE 
<> Ye eg E 
即 
n/2 DB -IBP ER 
< n|B »,— AX ) Hal Ye (6.8.78) 
参照 (6.8.78) 式 ， 便 得 在 压缩 态 Jo 6 > 中 光子 数 的 分 布 几率 Pa 为 07 
P= |«nlo,C»?| 
n/2 
< nja, >= (n!coshs)- 1/2 E exp(i0) tanh s| (6.8.79) 


1 :'*e'? tanh 
xo» [- sf + oet annal] H, [ atoe tanhs j 


(2 exp(i8) tanh s)1/2 
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RP, a = jaje?, *4 jal 很 大 时 ， |o] > €^, « n >s lo^, 上 式 与 以 强 场 均 方差 
< An? »((6.8.53) 式 给 出 ) 的 高 斯 分 布 


P, = exp(- (n - |o|?)?/2 < An? »)/(2x < (Any? >)! (6.8.80) 


很 接近 . 图 6.19(a) 给 出 相干 光 [o]? = 49, s = 0( 实 线 —) . 压缩 态 光 s = 0.5, 0 = 6/2( 点 划 
8 -—) 54 -0/24-«/2( 2x -一 一 ) 的 准确 解 的 曲线 ; 图 6.19(b) 给 出 Ps 的 近似 分 布 曲 
线 ， 二 者 差别 很 小 9. 由 图 6.19 及 (6.8.55), (6.8.56) 式 易于 看 出 ， 当 $= 0/2 时 ， Ph 分 
布 比 相 干 光 分 布 集中 , 但 $= 6/2+T/2 t, Pa 比 相干 光 分 布 弥 散 . 前 者 对 应 于 反 群 府 、 
XE Poisson 分 布 ; 后 者 则 对 应 于 超 Poisson 分 布 . 对 于 理想 的 光子 数 态 ，P = 6(n— no). 
故 前 者 是 向 光子 数 态 千 近 ， 后 者 则 是 远离 了 . 


0. 0.1 


n 
(b) 


图 6.19 (a) 压缩 态 光 子 数 分 布 的 准确 解 (b) 压缩 态 光子 数 分 布 的 近似 角 
(参照 文献 [27]) 
GENE DIEI. EY T 


上 面 我 们 虽然 在 强 相干 场 近 似 式 (6.8.53) 的 基础 上 ， 并 从 直觉 出 发 定义 了 位 相 测 
TH Ap， 得 出 有 普遍 意义 的 测 不 准 关 系 AnrAp > 1/2. 但 严格 引进 位 相 算 子 还 是 困难 
的 29730. 将 算 子 a. a! 按 经 典 方式 分 解 为 

a! = Vne ??, a — ei? /n (6.8.81) 


这 里 多 与 n 均 为 算 子 . 先 姑且 认为 这 样 定义 的 算 子 是 存在 的 ,于 是 将 aa! - ala 一 1 X% 
系 代 以 (6.8.81) 式 ， 便 得 


eigne i9 — Vne Pet /n=1 (6.8.82) 
Wt eih, ei^ Mi ec6. e —1, RJ 
etn — ne? = Qi? (6.8.83) 
显然 车 n,9 满足 下 面 对 易 关系 : 
$n — nó 2 —i (6.8.84) 


则 (6.8.83) 式 成 立 ， 由 (0.8.84) 式 得 测 不 准 关系 (6.8.58) 式 


1 
An^ > 2 (6.8.85) 
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这 样 做 的 困难 是 ， 将 算 子 e^, eit 按 (6.8.81) 式 来 表示 为 a WU 在 粒子 数 表象 
中 ， 对 于 真空 场 来 说 Vn 一 0, 于 是 ei, ec) "ETT 比较 好 的 做 法 应 是 ， 将 
ala 按 下 式 分 解 : 

Er(ata +1)” a = (ala + 1)? E... (6.8.86) 
(6.8.86) 式 与 原 定义 (6.8.81) 式 比较 ， 用 (afa + 1)!/2 代替 Vn = vata, 真空 场 的 发 散 
困难 也 就 避免 了 . 另 一 方面 用 算 子 Ep, E. RE et, et, 也 不 要 求 ELE. — 1, 这样 由 
定义 式 (6.8.86) 式 得 


E, =at(ata 4-1) 17? 
并 定义 


= (afa +1) a 


(6.8.87) 
= 二 (EB- 一 4) (相当 于 siny) 
1 (6.8.88) 
C = 3(E- + E4) (4H 34 F cos v) 
易于 证 明 n = ata, S, C 之 间 满 足 如 下 对 易 关 
n, 5] = iC, [n, C] = -iS (6.8.89) 
故 有 测 不 准 关系 为 
(Anmjz(A5)2> 工 <C> 
(6.8.90) 
| (An) {AC} » i «s 
由 此 得 ; ; 
L 2 (ASY + (AC) 1 
U = (An) cO E.S5374 (6.8.91) 
将 上 述 关 系 应 用 于 研究 粒子 数 态 n > 的 位 相 测 不 准 . 首先 
Ein »-|nil» (6.8.92) 
故 有 ， 
CP = = < nE? + ELE + E_E} +E? |n >= -= 
(C) n n|EX + E. + in» 2 (6.8.93) 
(5? = -7 «n|E? - ELE- E E, + EZ |n >s -= 
将 这 些 结果 与 经 典 场 结 果 相 比较 ， 假 设 p 在 (0,20) 内 均匀 分 布 ， 则 


1 2r 2 1 2r 2 

=f cos ede - z- | sin ydy = ~ 
2m Jo 27 Jg 

与 (6.8.93) 式 相 当 . 这 就 表明 ， 对 于 粒子 数 态 ln > 来 说 

5 可 


2 
C, S 可 在 (~-1l,1) 间 任 意 取 值 


(6.8.94) 

2 可 在 (0,25) 间 任 意 取 值 ; 而 

JRBI 24 fr P3 n 给 定 后 ， 相 位 是 完全 不 确定 的 . 但 对 于 相 

FA la >, 则 是 另 一 种 情形 . 由 5 的 定义 (6.8.88), W ja> 用 jn > ER, 易于 计算 出 
< a|S?]a >= 1. 147^ 


N 


- N” 
4 eva -2 (n + 1)(n + 2) 
E 一 O m — let? 
[(Rea)? + (Ima)? 
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(6.8.95) 


< a|C?|o > 有 同样 结果 ， 只 需 以 1 一 代 赫 (6.8.95) 式 中 的 E 故 有 
< o|C? + Sla >=1— y^ (6.8.96) 


MCN 很 大 时 ， 上 式 趋 近 于 经 典 场 结果 cos? e E sin? g = 1; 但 当 N 很 小 时 ， 上 式 又 趋 近 于 
1/2, 明显 偏离 于 经 典 场 结 果 . 

图 6.20 给 出 U 随 入 的 变化 曲线 这 曲线 
表明 ， 对 于 相 于 态 来 说 ， 1/22 U > 1/4. 只 有 当 ^0 
(6.8.90) 式 的 两 个 等 式 均 成 立 , 才 会 有 (6.8.91) s I^ 


U = 了 成 立 .车 定 义 (6.8.90) 两 等 式 均 成 立 的 态 为 T 
最 小 粒子 数 相位 测 不 准 态 ， 由 图 620 易 见 ， 相 和 干 态 > 
虽 属 最 小 测 不 准 态 ， 但 还 不 是 粒子 数 相位 最 小 测 不 
Hh. 只 有 当 N 很 大 ，U 1/4 相干 态 才 趋 近 粒 


子 数 相位 最 小 测 不 准 态 所 要 求 的 U = 1/4. Mop m m 
粒子 数 相位 测 不 准 态 (NUS) 、 压 缩 态 (SS) 由 

于 在 光 通 信 ; 信息 处 理 、 精密 测 量 与 原子 光谱 等 方 8020 UMN UC A OR CR Cos) 
面 的 可 能 应 用 ， 故 显得 很 重要 . 实现 压缩 态 的 标志 是 零 拍 探测 的 输出 电流 噪音 低 于 相应 
的 真空 场 起 伏 电 流 . 而 实现 NUS 则 是 观察 振幅 压缩 态 ， 即 光子 计数 探测 的 电流 嗓音 低 
干 散 粒 效应 的 电流 噪音 ， 表 现 为 亚 Poisson 分 布 的 电流 噪音 .这 些 还 要 在 非 经 典 光 场 探 
测 中 讨论 。 SS 与 NUS 的 相同 处 在 于 它们 均 属于 非 经 典 光 场 ， 不 存在 正定 的 密度 矩阵 
P(o) 表象 ， 不 可 能 通过 相干 态 (CS) 的 全 加 来 实现 . 虽然 当 N >o, CSH U > 1/4, 
但 对 有 了 恨 的 N 来 说 ， CS 与 NUS 是 明显 区 别 开 来 的 . 前 者 存在 已 表象 为 经 典 场 ， 后 者 
不 存在 己 表 象 为 非 经 典 场 ， 


6.9 非 经 典 光 场 的 探测 


6.9.1 强度 差 的 零 拍 探测 技术 

设想 包括 压缩 态 光 在 内 的 非 经 典 光 已 经 得 到 ， 接 下 来 的 问题 是 如 何 探测 . 通常 采用 
强度 差 的 零 拍 探测 技术 . 如 图 6.22 所 示 ， 将 压缩 态 光 Ss 与 相干 光 Cs BEST SI 5er R 
SE, RARA Es 与 相干 光 Eno 可 分 别 表示 为 


t —4(a — 
s= at coswt + ile- a) sin wt 
pi Pa (6.9.1) 
Ero = ?十 cos wt 十 =e- ) inet 
2 2 
在 探测 器 Da, Do 上 探测 到 的 光 分 别 为 
1 
Ea = —(Es- E 
A vi s — Ero) 
2 2 2 2 
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Cy 1 
" D, Eg = s+ Pro) 
sS la xb a la+b at 
| "Wc "via 
Ero Wi fig * -> 的 引进 , 是 因为 全 反射 在 介质 的 外 
À H (由 空气 到 玻璃 ).Bp 中 无 负 号 ， 是 因为 全 反射 发 
^ 生 在 内 面 (由 玻璃 到 空气 ,不 产生 7 位 相 变化 ), 由 
S ' 探测 器 DA, Dp 出 来 的 电流 i4, ip 经 减法 器 “一” 
TEM 输出 差 拍 信号 i4 — ip, 进入 谱 分 析 吕 .这 一 步 非 党 
图 6.21 强度 差 的 零 拍 探测 重要 ， 其 作用 为 Ero, Es 的 噪 音 相 抵 ， 而 Ero 5 
Es 的 拍 保 留 . 由 (6.9.2) 式 
ala! ~ 81)(a — b) — (at + 81)(a+ 0] "m 
一 —- (afb + bta) 
4 
注意 到 Bro 为 相干 态 <b>=< bt >= 2B, 故 有 
<ia-in >=- <atta>= -< 和 > 
< (ia — iB}? >= 二 < (atb + bta)(afb + bta) >= < X? > (6.9.4) 
< (A(i4 — ip)? >= B? < X? > B? < X >?= B? < (AXP > 
由 (6.9.4) 式 看 到 ， 由 差 电流 保留 下 来 的 ， 即 为 我 们 感 兴趣 的 x - S50 分 量 的 噪音 . 


又 车 相干 光 Ero 相对 于 压缩 态 光 发 生 r/2 相 移 ， 即 b -> 6b, bt 一 it, 则 间 样 可 证 


—i(a — a) 


« i4 — ip >=ĝ< >= ĝ<Y> (6.9.5) 
< (ia — ig >= 9? «Y?» 
故 有 
< (A(ia — ig)? >= 8? < (AYP > (6.9.6) 


于 是 发 生 r/2 相 移 后 ， 保 留 的 不 再 是 < (AX)! > 分 量 , 而 是 < (AY)? >, 即 我 们 感 
兴趣 的 另 一 分 量 的 噪音 均 方 值 ， 当 连续 改变 相干 光 Ero 的 位 相 时 ， 有 时 零 拍 后 的 曲 
音 电 流 比 5.Q.L 噪音 电流 高 ， 因 < (AYP >> 1/4 有 时 又 比 5.Q.L 噪音 电流 低 ， 因 
«(AX > < 1/4 X PE, 就 实现 了 压缩 态 观测 < (AX)? >= 1e, < (AY)? >= ce. 


6.9.2 SRAWE 7 关 1 的 零 拍 探测 71 


探测 方法 有 零 拍 探测 (参考 光 Ero 的 频率 与 压缩 态 光 Es 的 频率 为 相等 ) SAHR 
测 (Ero 的 频率 与 Es 的 频率 相 异 ). 上 面 是 指 探测 效率 ”= 1 的 零 拍 探测 . dno 
还 需要 作 和 仔细 分 析 . 先 考虑 压缩 态 光 经 分 束 后 由 于 损耗 等 原因 ， 仅 有 979<1 的 效率 被 探 
测 器 所 探测 . 于 是 探测 器 上 光 的 淹没 算 子 @ 与 入 射 光 的 沽 没 算 子 & 之 间 存 在 如 下 关系 : 


d — 3 3a 4 (1 Hao (6.9.7) 
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- na [x m 


dU BT 


AU. aC EAR ERRBET SUE SS AE SRERE TEX. H (69.7) X. d, di 
仍 满足 Boson 算 子 对 易 关 系 [d, di] = 1, 而 且 


«did»-2mg«ala»-gc«n» 


6.9.8 
< dididd >= mr < alaiaa >= y? < n(n - 1) > 
于 是 在 光 探 测 器 上 接收 到 的 光子 平均 数 及 均 方 差 值 分 别 为 
«m >=< d'd »-9«ala»-n«n» (6.9.9) 
2 E tddtd s 2 
« (Am) > = < d'dd'd > — < m > (6.9.10) 


= n? < (An)? >+ -n) <n> 
式 中 ， «(Any >, <n > 4 3l d (6.8.42), (6.8.49) RAH. 对 于 o? > sinh? s 情形 ， 有 


<m> œ nla 
« (Am)? > njal? (1 + n[exp(—2s) cos?($ — 8/2) (6.9.11) 
4- exp(2s) sin?(6 — 8/2) — 1]) 


上 式 括号 () 内 的 第 一 项 即 通常 的 相干 探测 的 散 粒 噪音 ; 而 第 二 项 按 前 面 对 (6.8.54) 式 
的 分 析 ， 当 满足 cos(20 —0) > tanhs 反 橙 东 条 件 时 为 负 ， 踊 < (Am)? > 为 亚 Poisson 分 
布 . : 

为 消除 (6.9.11) 式 中 的 散 粒 噪音 ,就 得 用 图 6.21 所 示 的 减 电 流 ， 即 平衡 差 折 方法. 参 
照 (6.9.11) 3X, 并 考虑 到 探测 器 量子 效率 7, 输出 的 差 光 子 m 的 平均 值 及 均 方 值 分 别 为 


n 


< m4? >= 2nlar| < E(x) > 


l (6.9.12) 
< (Am33)? >= nloz {1 q[4 < (&EGOY > -1] 


式 中 


« E(x) >= acos(x — 0/2) 


1 ; a (6.9.13) 
« CAE(x)? >= Ilexp( 一 25) cos" (x — 0/2) + exp(2s) sin’ (x — 8/2)| 


Bx- 了 十 dr， 可 通过 pL 调节 , 当 X--8/2=0 时 , 压缩 态 光 场 有 极 大 值 < E(0/2) >= a, 
而 均 方差 什 有 极 小 值 < (AB(b/2) >= 了 exp(-2s). 这 就 是 平衡 差 拍 探测 所 达到 的 最 侍 
工作 状况 . 


6.9.8 ”压缩 态 光 的 全 息 探测 uU 


上 面 介绍 了 零 拍 探测 压缩 态 光 方法 . 这 种 方法 属 光电 子 学 方法 . 实际 上 ， 用 光学 全 
息 方法 也 能 达到 探测 压缩 态 光 的 目的 . 

如 图 6.22 所 示 ， 压 缩 态 光 Es 与 参考 的 相干 态 光 Ero 通过 分 析 器 后 被 记录 在 全 息 
HHQH Ho E. 了 为 负片 ， 瑟 为 正片 . 又 设 H (H2) W r(x) 方向 移动 ,在 Hi(H2) 
上 的 信号 场 将 由 下 面 的 场 算 符 确定 : 

e1 = ta —raL, €z 一 7G 十 zar 


(6.9.14) 
argt = argr 
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AP, tr 为 分 东 器 的 透射 与 反射 系数 . a 为 输 
入 的 压缩 光 算 子 被 倒 加 在 参考 的 相干 态 光 ar E. 
于 是 负片 Hi 上 的 平均 光 强 为 

< h >=< elei >=|rl?|arl? + |t|? < afa > 


—2lrlltllar| < E(x) > (6.9.15) 


式 中 
7 < E(x) >= < $lexo(-idr/2)a! + exp(ióo/2)a] > 

图 6.22 ”压缩 态 光 的 全 息 记录 $r/2-— —argar (6.9.16) 
(到 自 Ton Weisi 等 [S1]) 设 输入 的 压缩 态 光 Es 与 参考 的 相干 光 Ero 有 相 


同 的 频率 , 于 是 由 (6.9.15) 式 定 义 的 五 与 时 间 无 关 . 相似 地 , 在 正片 Ho 上 的 平均 光 强 为 
< h >=< ele >= [tllo + irl? < afa > 42|rlitllar| < Elx) > (6.9.17) 


因 对 负片 ,正片 的 分 析 是 类 似 的 , 下 面 主要 讨论 负片 H. 将 负片 Hl 上 的 平均 光 强 < > 
代入 全 拒 振 幅 透 过 率 公式 中 ， 我们 得 


Tj = (hT) = [jr Plar? + jt? < afa > -2|r|ltllar! < E(x) >] /27™? (6.9.18) 
式 中 ，T 为 曝光 时 间 . (6.9.18) 式 最 后 一 项 包含 了 压缩 态 光 信息 记录 为 : 
2|r|lt]Jaz| < E(x) >= < atar + aat, > (6.9.19) 
AH, alar, 表示 全 息 象 ， aaf KGUE'ES. 设 参 考 光 的 振幅 ar 很 强 ， 则 (6.9.18) 可 近 
似 地 写 为 . 
pH s E00 >} 
rllazr! 


这 样 压缩 态 光 的 信息 已 被 全 息 记录 下 来 了 . 现 讨论 第 2 步 即 全 息 重 构 ， 将 压缩 态 光 信息 
检测 出 来 ， 如 图 6.23 所 示 ， 用 相干 态 的 参考 光 Bzo 通过 负片 H, 其 复数 振幅 输出 为 


Ti = (irlje.z |! 2)* [i (6.9.20) 


«W'»-«a T» ~ o,(Irllez|r/2) (1 — 2» < Elx) >) 


, (6.9.21) 


lrllazl 


t 


7] 一 


ERAM AX 分 量 (etaz aal) 很 容易 从 背景 噪音 中 分 离 出 来 ， 只 需 将 图 6.23 的 下 


图 6.23 ”全息 探 测 装置 示意 图 ( 取 自 [31]) 
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处 ,用 黑 斑 将 零 级 衍射 谱 挡 掉 就 可 以 了 ， 当 背景 去 掉 后 ， 在 负片 HH' 上 的 强度 分 布 卫 为 


算 子 W'W" 所 决定 ， 即 


i 


ww naja, (a.a -- afaz)(al a + afar) 
n 9 (Irl|t]r 1/2)" 


平均 强度 < 了 > 及 均 方 值 < I? > 分 别 为 


«I >=< W'W'! >= maha < E?(x) > + < afa >] 


«I?» = «WUW'IW'W' >= qt < (aj ag 4 aptat) 


x[16(al?a2 - al az) E*(x) + 8atarataB?(x)] + ata? + afa > 
注意 到 < Etx) >=< [AEX > + < E?(x) >?, 并 应 用 (6.9.23) 和 (6.9.24) 式 ， 便 得 


; l 
< (ATP >=< I? > — «I! >?= n'lo',or|^(16 ( 十 m) 
L 


1 1 \< £(x)»? 
14 —]«I[AE?G ? > +16 (1+ ) + 
«(vigi < P) laf 
< [A(d'a)? > 8«ala»« E?(x) » < (ata? > 
lez l* lo; P lez? larl lar]? 
当 参 考 的 相干 光 很 强 并 满足 下 式 : 
« ala» < E?(x) > 
—— «1, — «1, — s «l1 
lez? lez? la? 


则 方程 (6.9.25) 式 可 简化 为 
< (AI? >= 16% oz 人 az < [AE (x)? > 
设 压缩 态 光 算 符 a, ot 与 相干 态 算 符 b, b 间 的 关系 为 
a = cosh sb + sh se 9b! 
at = cosh sbt + sh seb 
则 由 (6.9.16) 式 定义 的 EO) 可 表示 为 
E(x) = Zle" cos(óz/2 --6/2)8 — e-* sin(o/2 + 6/2)8] 
式 中 
5= 3 ena + be-i9/2) = 1a (8t +8) 
j- 3 teta —be- 19/2) = iJo(B! — B) 
当 $,/2-0/2 = —[2 Wi, 方程 (6.9.29) 式 变 为 


l ,. 
EQ) ^ se y 


方程 (6.9.27) 式 变 为 


lar? 


(6.9.22) 


(6.9.23) 


(6.9.24) 


< E?(x) >? 


(6.9.25) 


(6.9.26) 


(6.9.27) 


(6.9.28) 


(6.9.29) 


(6.9.30) 


(6.9.31) 


< (AY! >min= ?*|orar[*e ** < (Ag? > ^ (6.9.32) 
按 乡 的 定义 (6.9.30), 得 
> on E" 
«(Ap p > = <j>- <g>? (6.9.33) 
= 1/16 < (b —b!')(b  bà')b -b5(b- bt) > c4»? 
= 1/81 -2(8 — 8*)7] 


cd 


最 小 强度 方差 为 
< (AI? >min= P lotos - 2(8 — B*)?je** (6.9.34) 
用 同样 方式 可 求 得 当 dz /2- 0/2 = 0 情形 下 的 最 大 强度 方差 为 
< (AY! >max= 4 |o" ||ar[^e** (6.9.35) 
故 调节 Ero 的 相 角 du. 可 使 在 H 上 光 强 的 方差 在 < (AT)! >min 与 < (AI)! >max 之 
间 变 化 . 


根据 全 息 片 运动 的 速度 v 及 全 息 片 的 空间 分 辨 率 Ar, 可 估算 出 压缩 光 信 号 可 分 辨 的 
频率 Af = poe, 取 Az —0.3x10 *cm, v = 3x 109cm/s, f = 10? Hz, 则 得 Af = 100Hz. 


6.10 压缩 态 光 的 产生 和 放大 


6.10.1 简 并 参量 放大 ( 简 并 四 波 混 频 ) 产生 压缩 态 光 的 原理 与 实验 结果 0094 


压缩 态 光 场 ， 经 上 面 的 讨论 与 分 析 ， 可 理解 为 压缩 态 算 子 o a 的 本 征 态 ， 而 a, a 
又 可 通过 场 的 洒 没 、 产 生 算 子 b, 表述 如 下 : 

| a - bv, at = pb! + v*b (6.10.1) 
u=coshr, v —sinhre-*? 
而 5, b BEERS. 但 由 上 式 表明 的 岂 bi 的 线性 亚 加 后 的 a, at 的 本 征 态 在 物 
理 上 是 如 何 实现 的 呢 ? 非 线性 光学 中 的 简 并 参量 放大 (或 简 并 四 波 混 频 ) 已 为 我 们 提供 
了 这 种 实现 压缩 态 光 的 物理 过 程 ， 只 需 对 这 -- 过 程 做 一 些 初步 的 讨论 就 知道 了 . 在 这 两 

个 非 线 性 过 程 中 ， 算 子 a! 满足 如 下 方程 (简化 了 的 ): 


da + 

— — —'"yà + ea - 

di | (6.10.2) 
T. yat +a 

d 7 


AP, ARE, 为 泵 浦 波 与 非 线 性 参量 的 乘积 ( 见 图 6.24). : 
简 并 参量 放大 过 程 中 ， 分 子 或 原子 体系 在 信号 光 ale! 的 作用 下 ,吸收 一 个 频率 为 

2w 的 泵 浦 光 子 ， 并 辐射 出 信号 波光 子 与 一 个 参量 波光 子 ， 频 率 均 为 v, 故 为 简 并 的 .对 

于 简 并 四 波 混 频 来 说 , 便 是 同时 吸收 两 个 频率 为 w 的 泵 浦 光子 ， 并 辐射 出 频率 为 w 的 信 
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号 光 与 参量 光 . 这 一 由 泵 浦 光 转化 为 信号 光 就 是 方程 (6.10.2) 第 2 项 所 描述 的 ， 方程 


dab 
A 
ot 
E a tg" 


i 
ag eie! 


(a) | (b) 


图 6.24 简 并 参量 放大 (8) 与 简 并 四 波 频 (b) 相互 作用 图 


(6.10.2) 去 掉 损 耗 项 后 ， 即 简 并 参量 放大 方程 (2.2.22), MAM (2.2.23) 便 得 (6.10.2) 的 
解 . 故 输入 信号 光 (asa) 经 简 并 参量 介质 作用 后 为 


€ a a 
a = (ag cosh y ee*t + aj, — sinh ec*t)e t a 非 线性 介质 a+ 
V € 


t= t pro" E 3 * —yt 
a (ao cosh vee t+ aoj sinh V'ee*t)e 图 6.25 由 相干 光 (ao a1) EI AERE 


(6.10.3) (aat) 示意 图 

将 (6.10.3) 式 与 (6.10.1) 式 比 较 ， 并 略 去 衰减 
因子 e7, 则 得 p = cosh veet, v = sinh vee*t,r = veet. 这 样 ，(6.10.3) 式 恰 表明 一 输入 
的 相干 态 光 (ao, a3) 经 非 线性 介质 后 , 便 得 到 压缩 态 输出 光 (a, aT). 其 压缩 度 为 = Vent, 
正比 于 二 阶 非 线性 系数 x?( 简 并 参量 放大 ) 或 x( 简 并 四 波 混 频 ) 、 泵 浦 功率 、 与 相互 作用 
nr fa] t. 

到 目前 为 止 ， 通 过 四 波 混 频 与 简 并 参量 放大 实现 压缩 态 光 均 有 实验 结果 报道 ， 但 以 
简 并 参量 放大 获得 的 压缩 度 较 高 ， 且 理论 与 实验 很 好 符合 PI 这 里 主要 介绍 简 并 参量 
放大 实验 结果 ， 由 此 可 以 看 到 实现 压缩 的 要 求 还 是 很 高 的 . 首先 泵 浦 光 的 频率 wp 应 是 
稳定 的 .由 下 转 模 产生 的 信号 光 与 参 量 光 的 频率 应 是 简 并 的 ， 或 接近 于 简 并 的 ， 即 一 个 
泵 浦 光 子 wp 一 wp/2+6 wp/2 一 6,6 为 一 小 量 . 已 经 报道 ， 实 现 压缩 态 光 装置 41, 也 
并 不 是 一 个 参量 放大 , 而 是 一 个 振荡 器 ( 见 图 6.26). EEG wp 、 参量 光 与 信 号 光 
wp/2 6, wp/2 一 6 均 为 共振 . 工作 条 件 接近 于 阔 值 ， 但 在 阔 值 以 下 . 这 样 有 较 好 的 选 
模 ， 也 保证 了 模 的 稳定 性 .因为 在 冰 值 以 上 工作 时 ， 易 产生 多 模 ， 易 出 现 激光 振 葛 中 振 
葛 频 率 的 跳跃 现象 ,在 阔 值 以 下 工作 ， 即 使 是 多 模 ， 但 总 是 接近 简 并 w = wp/2 的 模 占 
优势 . 其 行为 可 用 单 模 理论 来 近似 ， 如 图 6.26 所 示 ， 产 生 0.534 泵 光 是 一 个 由 工作 物质 
Nd:YAG 激励 的 环形 激光 器 BazNaNbsO1s 为 倍 频 晶 体 . 泵 清光 的 频率 稳定 为 1MHz， 
线 宽 100kHz, 由 于 ww 光 、2w 光 的 偏振 互相 正 交 ， 在 输出 端 置 检 偏 器 ，0.537 的 光 输 入 光 
参量 振 葛 器 .1.06H 作为 参量 光 进 入 检测 系统 . 用 0.5340 RMSE S, ERAR 
MgO:LiNbO; 韭 线 性 晶体 实现 参量 转换 ,并 工作 干 相位 匹配 温度 98°C.M 对 0.531, 1.064 
的 透 过 率 分 别 为 3.5% 和 0.0696. M' 对 0.53p, 1.064 的 透 过 率 分 别 为 43% 和 7.3%. 由 MM 
输出 的 压缩 态 光 Es 经 检 偏 后 进入 零 拍 探 测 器 , 与 由 泵 浦 光 来 的 Ero 光 在 分 东 处 汇合 . 
光 二 极 管 1,2 输出 电流 和 ,io 之 差 Aa (t) = d (t) ialt), 进入 谱 分 析 器 ， 其 谱 密 度 下 (全 
" 


$(v,80) = j < AWt)A CT) > e “Tdr(Qiii + Qaiz)[1 + eTof^ S(Q,0)) (6.10.4) 
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Bas Na NbsO1s 


4(Q, 0) 


图 6.26 产生 压缩 态 光 的 实验 原理 图 
12 光 二 极 管 ; 3 wR ES MgO:LiNbO3s; 
4 环形 激光 器 : 5 谱 分 析 器 ，6 参考 光 (Local 
振荡 ); 7 WKK 
(参照 Wu, L.A. [34]) 


空 起 伏 电压 Vo 与 V(9) 中 直流 分 量 的 
Bm. div BART i~ i zM, 
5 Vo, V(0) BR. 

根据 图 6.27 中 的 Vo, V(8), Vas 
可 得 出 
V?(0) - VÀ 


DT VETE 


(6.10.6) 
用 图 6.27 中 的 Vo, Va 及 了 (9) 的 数值 
代入 ， 可 得 RR 的 极 大 、 极 小 值 分 别 为 
R, = 48 土 0.4,，R_ = 0.39 + 0.03, 而 参 
Xt PToßn = 0.85 x 0.94 x 0.89 x 0.95 = 
0.67, 于 是 由 (6.10.5) 式 得 对 应 于 R 
的 S- = 一 0.91.R_ = 0.39, 相当 于 噪音 


功率 比 真空 场 噪音 功率 R,— 1 减少 了 617. 
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X. Qu Qo 分 别 为 探测 器 1,2 每 一 光 脉 
冲 产生 的 总 的 电荷 数 ; p，To, B, T A BE 
的 损耗 与 探测 器 的 量子 效率 等 确定 的 参量 ; 
Q = v/y, y X9 Jj f& (6.10.2) 式 中 的 阻尼 系 
数 ; 0 为 参考 的 相 于 态 光 Ero 相对 于 压缩 
态 光 的 相位 延迟 当 压 缩 度 >=0 的 噪声 水 
平 为 
$(r,0)].—o = Qiii Qzi2 
于 是 得 规 一 化 的 噪音 水 平 


(v, 0) 
< Qiii + Qoi, > 


R(v,6) = LrpToBu" S(9, 8) 
(6.10.5) 

在 探测 实验 中 ， 用 电压 V(9) KERE 

音 电 压 水 平 . 图 6.27 所 示 为 V(9) B& 0 的 变 
化 曲线 . 图 中 曲线 i 为 光 参 量 振 葛 输出 亦 即 
压缩 态 光 被 挡 掉 ， 仅 剩 下 参考 相干 光一 路 的 
噪音 Vo, 不 随 9 变化 . 直线 让 为 加 上 光 参 量 
振荡 的 输出 亦 即 压缩 态 光 后 丫 (人 ) 随 的 变 
化 . 明显 看 出 ， 下 缩 态 光 的 噪音 水 平 将 9 做 
周期 性 的 变化 ， 最 低 处 的 噪音 功率 要 比 真空 
场 噪音 功率 减少 约 61%%. 曲线 所 为 放大 器 品 
音 水 平 VA 接近 于 图 的 底 端 很 小 . 在 曲线 
i~ 道中 ，v/2x=1.6MHz， 曲线 iv 为 测量 零 
拍 探测 中 一 璧 的 直流 光电 流 输出 ， 可 看 成 真 


图 6.27 噪音 电压 水 平 V(9) 随 参 考 激光 相 角 日 的 变化 曲线 


(参照 [34]) 


6.10.2. 简 并 参量 放大 与 简 并 四 波 混 频 满足 的 Langevin 7; $2 5 Fokker-Planck 方程 
的 解 [35] 

Jj f& (6.10.2) 是 经 简化 了 的 . 参照 辐 场 阻尼 振子 理论 (5.3.38) 式 ， 在 场 算 子 的 运动 方 
程 中 既然 包含 阻尼 ， 就 必然 要 引进 无 规 力 ， 否 则 场 算 子 所 满足 的 对 易 关 系 将 被 破坏 . 同 
样 (6.10.2) 式 中 也 包含 阻尼 ， 也 应 引进 无 规 力 . F, FP! 使 得 场 算 符 a, a! 在 求 统计 平均 
的 意义 下 ， 对 易 关 系 应 能 得 以 满足 ， 即 | 


d 

E = —ya + ea! + F 

dat 

S = -yat + e'a + F! (6.10.7) 
< [a, a] >= 1 


这 就 是 简 并 参量 放大 (或 简 并 四 波 混 频 ) 满足 的 Langevin 方程 . 如 所 周知 ， 在 描述 非 线 
性 随机 系统 的 理论 中 ,除了 Langevin 方程 外 ， 还 有 Fokker-Planck 方程 . 一 般 来 说 ， 非 线 
性 随机 系统 的 Langevin 方程 要 出 相应 的 Fokker-Planck 方程 容易 处 理 . 特别 是 产生 压缩 
态 光 的 量子 光学 系统 中 所 过 到 的 Fokker-Planck 方程 ， 扩散 系 数 为 负 或 零 ， 解 有 可 能 发 
散 . 但 可 从 发 散 的 形式 解 出 发 ， 在 求 物理 量 的 统计 平均 时 ， 发 散 困 难 可 以 避免 . 在 这 个 
基础 上 ,我 们 研究 了 该 解 在 简 并 参量 放大 或 简 波 四 波 混 频 过 程 产 生 压缩 态 光 中 的 应 用 . 
这 就 是 本 节 和 下 几 节 所 要 做 的 . 为 此 ,我 们 必须 先导 出 简 并 参量 放大 ( 简 并 四 波 混 频 ) 的 
Fokker-Planck 方程 ， 然 后 求 其 解 ， 并 应 用 于 压缩 态 的 产生 中 . 
简 并 参量 放大 为 一 双 光 子 过 程 ， 其 哈密 顿 量 可 写 为 


H-Ho-V-W (6.10.8) 
式 中 
Ho = ħwata + Y, fw;btb; 
i ih (6.10.9) 
V (kb; + ka, W= -7 (cat — e*a?) 
简 并 四 波 混 频 的 哈密 顿 量 有 类 似 形式 : 
W = hck(blbla1az + b1b2atat) (6.10.10) 


f (6.10.9) 式 中 ， Ho 为 阻尼 振子 和 热 库 的 自由 哈密 顿 ，V 为 阻尼 振子 和 热 岩 的 相互 作 
用 能 ，W 为 外 场 与 阻尼 振子 的 相互 作用 能 . 由 (6.10.9) 式 可 推导 出 简 并 参量 情形 的 约 化 
密度 矩阵 的 运动 方程 ， 在 P 表示 中 ， 淮 概率 P 满足 的 < 数 方程 即 Fokker-Planck 方程 
9 x 9 ð , .0 , 8 
ag eo ,t) = (arn gez ) P- c Pu 230 
i ( ð 98 8 a?P 


t3 Ja 8a ' Ba*^ Bo" Jaðar —— (610.11) 


ezm) P+ 2kn 


AP, k-y/22 为 原子 横向 弛 瑰 时 间 ， 元 为 热 库 的 平均 光子 数 . 通常 (6.10.11) 式 中 的 
最 后 一 项 因 元 之 1 而 略 去 . 而 实际 上 在 泵 浦 场 中 ,除了 由 W 措 述 的 相干 相互 作用 ( 即 与 
阻尼 振子 的 相位 匹配 的 那 部 分 相干 场 ) 外 ， 还 有 位 相 不 匹配 的 非 相 干 相互 作用 . 这 部 分 


| 191 - 


等 同 于 场 与 热 库 的 相互 作用 ， 也 包括 在 元 中 ， 故 元 不 能 去 掉 ， 此 外 ， (6.10.11) SX P e 可 
写 为 e= jejeh, RE p HRM FER a aet, a*a a*e 39/2, 则 相 角 可 被 消去 . 故 
不 失去 一 般 性 ， 在 解 方程 (6.10.11) 时 < 可 取 为 实数 ， 


6.10.3 简 并 参量 放大 的 Fokker-Planck 方程 的 解 
为 解 (6.10.11) 式 ， 首 先 采 取 如 下 变换 : 


2 *2 
egt | oto 


P(o,o*,t) = J^ Q(a, «*, t) (6.10.12) 


将 其 中 关于 o, a* 的 一 次 导数 项 消去 . 将 (6.10.12) RRA (6.10.11) R, 并 选 定 参 数 a, b 


aQ a 
使 得 一 次 导数 DE, DS 消去 ， 于 是 有 
a Oa 
lj k+e k-e 1| k+e k-e 
73 E —2kn e+ xs] ? 79 Em 一 x«l (6.10.13) 
< (2 KA n 1 f(k +e)? (k-e)], 2, a 
HEP ) + Ana -i us 一 | (a +a”) 
(6.10.14) 
1TUkE+e2 (k-e) , B" . 
te < 二 页 | "9 TEA = Lat 
又 设 i 
asf, w E (6.10.15) 


V2 ' V2 
将 (6.10.15) 式 代 入 (6.10.14) 式 ， 便 得 


€ NO)? e VB (k-e)p? (kreyp?| 89 
iG +a) 85 (3ra) 0B 2 FRn)  *G-— HE le = ga. (610-16) 


Hi (6.10.16) 式 等 号 左 端 第 二 项 看 出 ， 当 -G - kn) « O0 Bb, 的 扩散 系数 为 负 或 
R; 如 果 泵 浦 场 干扰 很 大 ， 使 kno e/2, 则 扩散 系数 为 正 ， 不 能 实现 压缩 . 现 主 要 讨论 
* kh» 0, gt» 0 情形 ， 设 


2 ， 
一 ~ kk+e 
° £ 4 2kn' v e- 2kñ m (6.10.17) 
Qna = exp [s ( T kn) t-— Àn ( 一 kn) d Q«(8)Q«(8) 
将 (6.10.17) 式 代 入 (6.10.16) 式 ， 便 得 
8? 
(sm T cg 十 3 Qu (8) -0 
{ (6.10.18) 


0^ az MINES 
(-zm ei 4 r) ĝa - o 


其 解 为 
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Aq — (2m 1), Än — (2n 4 1)é 


s.-( Ve )^ N CE yn 
m= UE) Co 087 Ex (6.10.19) 


Qm = Nae Ho (Veg),  Qu(8) Nue 9  H,(VEiB) 
Qm = exp[- (m + 1/2)(k — ejt — (n + 1/2)(k + e)t]Q (8)Q« (B) 


B e/2-- kn >O, 5 - kh» 0, di B — oo M Qu) KA B — oo 时 Qu) 发 散 的 情 
形 . 这 里 仍 用 Quis ERREA FR (6.10.12) 式 得 


1/ k+e k-—tc 2 22 
EIE -8j 


Pma = exp |- 


4 (6.10.20) 
1 k + € k —E 2 22 i ` 
ta (Aa a) (+e ) mn 
BM c, c 的 定义 (6.10.17) 式 ， 将 上 式 写 为 
1 -2 ， 工 .32 
Pnn = exp -38 + Pd Qin (6.10.21) 
格林 函数 P(A, B, t; Bo, Bo) 为 
P(B, B, t; Bo, Bo) =N S emn Pus (6.10.22) 
Emn = Na NS Ha (velo) Hav čilo) (6.10.23) 
XB. 和 为 规 一 化 系数 . 为 求 出 和 式 (6.10.22), 利用 如 下 等 式 : 
(t) 
` 2 
35 A B. 68) Ha Cv ER) 
Icf ge F- L c(8? 4- Bde *-et 
exp | 一 —2(ke)t 
1 — e-2(5-&) 
= — 一 (6.10.24) 
(1— e-2-2tyi72 
PS ti Â) = NY, NE exp -n = e) = o8? — EZE] Ha( VB) (of) 
x Y, N2e-n(e* tes? — TE Hs (V GB) Ha (Vio) 
H N Vc exp [ 5-5, 2c Boe F- — e(8? + B3)e 9-9! — eg? 
vn u e2(e -k)t | 2 1- e~2(k—e)t 
2 92AR. e-(ek)t Lara 32, —2(e-k)t 42 
x 1 exp E+ k, + 268 hoe + e(B* + Bo)e + c8 | 
V v1 — 2e-2(-*t 2 I — e-2(-&)t | 
Nvee k—e, c(B — Boe C-9ty 
= 一 一 exp | 一 t -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
VT /1 — e-3(k—e)t 2 1 — e-2(k-&) 
Aeg | E55 EE Atem 
Te [773 1— e-2(c + kt (6.10.25) 
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在 (6.10.25) 式 中 ， 将 规 一 化 系数 形式 地 取 为 


k-e, _ (8 - Poe) dg 
2 l-e-Xk-9t | Jie 


~ ~ ~ —1 
E 十 天 E(B — fle 6 *9ty df 


这 样 取 定 N 后 ， 有 
J [ 70.6.0. aab = 1 


4 
z = (B — Boe (5-9*)/ 1 — e-2(-9t 
y = (B — &ge- (*9*)/ VI — e-xe&t 
由 上 述 方程 可 求 得 如 下 量子 起 伏 : 


z2e-cz dg 
< (8 — Bye TETY)? > = (1 — e 079 T: ees dr 


ð 2 
—2(k—e)t cz —2(k—&)t 
—-(1-e IE dz) = 之 (1 -e ) 


f a? e dy 


—(e+k)t e tex 
«che /»-0- J e dy 


-ü- exer (mf 
€ 
= (1 — e Xet&) 9 In(é- 2 [49 一 -la MMC 
ac 26 


由 (6.10.28) 和 (6.10.29) 式 给 出 a 的 实 部 zl, ER za 的 正规 编 序 方差 为 


2 i 
B-— fe T) E le&-2kn B e 36-9 


<: (Azı)? :>= < ( V3 4 k Tz (1 


~ ~ 2 
— —(k+e)t le — 2kü 
2、_ (6-Hpe “te __ le-2kn, — oue 
< (ama? >= < ( V3 ) >=- ka. ct etm) 
实际 量子 起 伏 应 为 BI 
(Azı) >= z+ < (Azı) > 一 ; T Pu — e~2(k-e)t) 
H 1 1e-2kn 
2 > 一 二 二 ==- 2(kte)t 
(Am) >= 40 < (Aza) > RE ) 


现 对 (6.10.32) 作 进 一 步 讨论 . 当 工 作 于 阅 值 以 下 ， 有 一 e 过 0, 压缩 分 量 为 


1 e 


1 
2>> 二 一 二 > 
«(Az >> 3- 3yo > 1/8 
< (Am? >< (Ang? >œ d (14 5) (1- L5) 21/16 
16 k-e ke] 一 
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(6.10.26) 


(6.10.27) 


(6.10.28) 


(6.10.29) 


(6.10.30) 


(6.10.31) 


(6.10.32) 


(6.10.33) 


最 大 压缩 1/8 为 真空 起 伏 1/4 的 1/2. 
车 工作 于 益 值 以 上 ， 有 RE 一 << 0, 且 < 六 8 很 大 时 


1 1 1 
< (Anim $- L E eten leone 
Dl. | (6.10.34) 
2. 二 一 E 2(e—k)ü _ De 2et 
< (Azi)? > Itz ge = ae 


< (An)! >, < (Az;)! > 仍 满足 测 不 准 关系 
< (Az)? >< (Az2)? >> 1/16 


上 面 求 方差 的 方法 ， 还 可 以 推广 到 求 2m 差 的 情形 . EL m 阶 矩 MC 为 


m ey? 
M = Uv (6.10.35) 
8M(n-) 加 f y! mre dy B fye dy f y] m7 Dew" dy 
Oc ~ few’dy fe dy f e dy 
Bp 
M = MD (O4. È me- (6.10.36) 


由 (6.10.30) 式 知 MG) = —1/2e, 则 应 用 递 推 关 系 可 求 得 M. 应 用 (6.10.36) 式 ， 并 设 
M9) x (6)-™", 得 


1 
m m 一 一 
M qo, aoc 1o moi (f 7 
Mm ô A č c (6 10 37) 
1 1 UU 
m m—1 —1Y"(m — —Y...(— 
Mm MP MOP o, Drm- 
Mn-1) Mm 四 


应 用 这 些 关 系 容 易 计 算 表 现 光 强 起 伏 的 二 阶 相关 函数 go 及 光子 偏离 Poisson 分 布 
的 正规 编 序 方差 < (An)? > — <n> 等 量 . 由 (6.10.30) 式 知 方差 即 1 Ere MD 与 
(1—e-20*9)t) 的 乘积 , 而 2m 差 < (B — Boe E-m > BB m pr M 与 (1— e-20ete)tym 
的 乘积 . 

将 场 算 符 a, al 在 P 表示 的 c 数 o, a* 用 平均 值 Co) oo 表示 ， 并 设 Go = jaole”, H 


a = og + Ao, a* = aj + Ao" (6.10.38) 
于 是 有 
< afafaa >=< (as + ^a*)(a$ + Aa")(ag + Aa)(aœ + Aa) > 
=< (Aa*! (Aa) > +a% < (Aa > + «(Aoa*)? > a3 toj oS (6.10.39) 
又 注意 到 ~ 
2_ 2 
« (Aa)? > = < (Aa*)? >= < (AB) z (A8) > 
< (Aafj(Ao*? > = «(AB-iABY (AB —iAB)? > /4 
= < (A8) + (AB? > /4 (6.10.40) 
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于 是 有 二 阶 相关 函数 


<olalgg> — TE 20 < (ABP — (AB)? > 
n 7 fada» oo [oo]? 
m: < (ABY + (Ap)? (AB + (AB)* > 

4|aol (6.10.41) 
等 号 右 端 第 三 项 可 用 (6.10.37) 式 计 算 ， 第 二 项 仅 涉 及 一 阶 矩 ， 与 压缩 态 密 切 相 关 . 当 ao 
很 大 , 第 三 项 的 影响 可 略 去 时 , 第 二 项 大 于 零 或 小 于 零 决定 了 g 大 于 1 或 小 于 1, 亦 即 群 
JL BENE. 这 样 就 将 群 聚 、 反 群 聚 通过 方差 < (A8)! — (AB)? > 与 压缩 态 联系 起 来 . 

偏离 poisson 分 布 的 量 < An? > — <n> 可 计算 如 下 : 


< (An) > — < n >=< alalaa > ~ < ala >° 


= Jao[! cos 20 < (AB)? — (ABY > + < (ABY* + (A8) (A8)? + (AB) > (6.10.42) 


总 之 ， 负 扩散 系数 的 Fokker-Planck 方程 的 解 虽然 在 所 或 8) oo 时 发 散 的 ， 但 并 不 
妨碍 利用 它 来 求 物 理 量 的 平均 值 . 正 像 (6.10.30) 式 所 表现 的 那样 ,无 限 大 已 被 微分 掉 ， 
不 影响 最 后 计算 结果 . 


6.10.4 简 并 四 波 混 频 的 Fokker-Planck 方程 的 解 
产生 压缩 态 的 另 一 重要 方案 即 后 向 简 并 四 波 混 频 ( 见 图 6.28). 


d, t 
as 
ag 
图 6.28 后 向 简 并 四 波 混 频 图 6.29 dii Je PU UE A 
参照 文献 B61, 其 Langevin 方程 为 
d 
t = 一 Kal 十 ical +F 
" (6.10.43) 
a. ] 
P 二 — ka] T dea, Fi 
4 
atein/4 十 a,€ 97/4 i alei"/A — a,e i7 /A 
a 一 , à 二 
v2 v2 (6.10.44) 


_ Fiein/4 4e pi E Fler^ u Fe-ir/4 
Va V2 
则 [a,a!] = [a1, al] = 1, 但 a, at PETKIH. hy (6.10.43) 和 (6.10.44) 式 得 
Langevin 方程 为 


$a = —ka + eal + F 

a (6.10.45) 
at = —kal — ea + F! 
dt . 
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对 应 的 Hamilton 及 Fokker-Planck 方程 为 
hkat i(-5) a? -i (Ea 
iħkata + ħ {i ( >) a i(5) oe} 
aP k( 9. Lo) -elal od 
ot — 0a Bar”™ *1* Ba Oa* 
e(0 e 0? 
*3 (zs 一 x) E db 


对 于 前 向 简 并 四 波 混 频 B7( 见 图 6.29), 有 


H 


d 
e = —kaı + deal + Fi 
dal 
m = —ka4 — ied, HE 
定义 
go Stu 2, 22-8 
V2 V2 
p BIA p A-A 
V2 ^" V2 
得 


(x) Gp) 


5 (6.10.49) 式 相 应 的 Fokker-Planck Jj fà 5 (6.10.11) 式 相 同 ， 故 只 须 讨 论 


iR BD (6.10.46) 式 的 解 ， 就 可 以 了 . 
作 变 换 a o, a* — ia*, f$ (6.10.46) 式 的 如 下 形式 : 


2 一 k 9 十 *|1.74 * ə + E 

Ot — Ja” 8a*^ wo Oa o 9o* 
ef 9 9? 8? 

*3 (za * ii) ~ Zika Qa" n 

P= e7 ata") tban" Ofa, a", t) 


pes | E i 


仍 按 上 面 方法 求解 


1 
E 2kü z- Zika)’ 2|zc2ikn c—2ikh 
à . ce Æ 8g 

— Qla, a ,t) = E (x 十 二 一 28 而 有 DO 


4X&-F2ikn — e — 2ikn & t 2ikn — & — 2ikn 


注意 到 定义 (6.10.44) A. A 


一 aa _ (a +a} + ilas- ab) 


2 2 
u al +i)+ a(l —i) œ +a — ifa — ai) 
a 2 T 2 


- (gems p ESIP) ata) l (EHER Ui) aa 


(6.10.46) 


(6.10.47) 


(6.10.48) 


(6.10.49) 


后 向 简 并 四 波 


(6.10.50) 


"jo 


(6.10.51) 


(6.10.52) 
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又 注意 到 在 得 出 (6.10.50) 式 时 ， 已 作 了 变换 oo, a* 一 io^, WE PERT, a, a* 
的 含义 为 l 
B o, + o5 — (oi — až) E B t iB 


2 V2 
ti -3) _ ið (6-10.53) 
2 v2 
其 中 
B= E = MÀ 22 (6.10.54) 
定义 | 
k — ie - k -- ie 
c- I-A ČF kR (6.10.55) 
5 
Qmn = exp[- (m + $)(k — ie)t — (n  3)(k + ie)tQu (8)9«(8) (6.10.56) 
Q«(B) = Nme ^ He(y/cB), Qu) = Nue 9 " Hn (Við) o 
4 
HELL ob 
i JE 2 2i V3 
则 
— —(k—ie) 2 . 
<: (Azx3)? :>=< (£20 -) >= za — e Xie 
(6.10.57) 


B — Bye- (Hio 


<: (Arza)2 :>=< ( -万 


上 面 已 提 到 定义 (6.10.44) RK a, a! 不 是 厄 米 的 ， a, a* WREE, m1, 02 也 不 
是 实数 ， 因 此 其 方差 亦 是 复数 . 


1. : 
2l(d-e et 
| > ad e ) 


6.11. ZR TH IR E D dT l T e d Fs M zs B3 77 ^E 


6.11.1 HB MEEARE Poisson 分 布 与 振幅 压缩 态 


这 节 我 们 将 较 详细 地 讨论 振幅 压缩 态 的 产生 ， 图 6.30 为 各 种 状态 的 准 概 率 密度 
Q =<alpla > 分 布 图 91. 图 (a) 为 正 交 压 缩 态 ， oa 分 量 的 不 确定 度 小 于 对 aa 分 量 的 


(b) 
(c) (d) 
图 6.30 准 概 率 密度 分 布 图 


(a) 正 交 压缩 态 ; (b) al 分 基本 征 态 ; (c) 振幅 压缩 态 ; 〈q) 光子 数 态 
(参照 Yamamoto [46]) 
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PER, URGES ÉD. 图 (b) 则 是 aa 的 本 征 态 ， 具 有 完全 确定 的 al 值 ， 但 aa 分 量 
的 值 则 是 完全 不 铺 定 的 . 图 (b) 可 看 成 图 (a) 的 极限 情形 ， 即 与 az 平行 的 线 为 误差 椭圆 
Wa 方向 无 限 拉 长 的 结果 . 图 (c) 则 是 我 们 这 节 要 详细 讨论 的 振幅 压缩 态 ， 其 误差 区 为 
一 新 月 牙 形 . 图 (d) 则 是 光子 数 态 ， 具 有 完全 确定 的 振幅 ， 而 位 相 则 是 完全 不 确定 的 ,其 
误差 区 为 一 无 限 细 的 圆 环 . 粒子 数 态 可 看 作 振 幅 压 缩 态 的 极限 ， 无 限 细 圆 环 可 看 成 新 月 
牙 变 细 并 沿 圆周 方向 伸展 的 结果 . EKAA (a) 可 通过 非 线性 参量 放大 过 程 或 四 波 混 
频 方式 产生 . 振幅 压缩 态 (c) 也 可 通过 抑制 泵 浦 噪音 的 激光 振 葛 等 方式 来 产生 0738]. 我 
们 将 证 明 ， 只 要 泵 浦 噪音 被 抑制 在 一 般 的 散 粒 噪音 以 下 ， 即 为 亚 Poisson 分 布 , 则 激光 振 
荡 输 出 将 为 振 甩 压缩 态 . 振幅 压缩 态 为 一 种 非 经 典 光 场 ， 其 特征 为 光子 的 统计 分 布 为 亚 
Poisson 分 布 的 . 为 什么 泵 浦 的 亚 Poisson. 分 布 特点 又 能 在 激光 分 布 中 反应 出 来 呢 ?这 从 
前 一 章 白 泰 浦 噪音 的 激光 振荡 理论 结果 (5.4.41) 和 (54.42) 式 中 已 部 分 反应 出 来 了 ， 激 
光 振 荡 的 噪音 <u > 一 半 来 自 泵 浦 噪音 < >, 
另 一 半 则 来 自 数 光 腔 内 的 无 规 力 < G? >. 如 果 将 
泵 浦 噪音 抑制 住 , 则 腔 内 激光 噪音 将 下 降 到 (5.4.42) 
式 的 一 半 ， 即 
cd» METUS (6.11.1) 

STREGAMBHURODRERGUAET. — 

如 图 6.31 所 示 ， 腔 内 、 腔 外 的 无 规 力 Gi. Giouo 腔 外 、 腔 内 的 激光 噪音 Gou 站 可 通 
过 腔 的 输出 损耗 w/98( 这 里 假定 了 腔 内 的 损耗 w/@; 很 小 ， 输出 损耗 w/Q —o/Q;  w/Q) 
联系 起 来 : 


图 6.31 MM B VUE BOE dS E ES 


Gi =~ Hw/Q) 2 Gua 
üou ~ i(w/Q) ù 
腔 外 激光 输出 曝 音 亦 即 无 规 力 定 乃 Clout 与 iut WEM, ABER E 
得 有 7!2 位 相 推迟 ， 于 是 


(6.11.2) 


~ A ~ — Gi + 1/2 ~ 
U = Gout + tout = itw7/9J7z 十 t(w/Q) u (6.11.3) 


用 (5437) Xf ü LA EX, JESEUP T, 0 WOBUER MR EEUU ET I9. ME 
一 六 1 情形 下 f 


A, 
.Gi ( w/Q )- Gi  2gA,-w/Q 4 iQ 
"7 wQ 29A. iQ) — i(w/Q)/3  2gA,-4 if 
(6.11.4) 
cd) .-309M -e/Qy cQ — Qm, 
(29^. cQ? — * (w/Q)? + 


在 导出 上 式 时 ， 我们 用 了 (5.45.41) 式 . 由 (6.11.4) 式 可 算出 泵 浦 噪音 被 抑制 后 的 腔 外 
激光 输出 的 最 佳 振幅 压缩 
c^» iq? Ao 


An, = TQR 4 Qi ^. 1 (6.11.5) 
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a 
一 
a x 
M * 10? 
E D: 
ak E 
* 
x 
100 1000 
10000 
10 
10* 10 14 1012 
频率 只 
图 6.33 S LIE PX EO Ei LEE 
(w/Qi = 0.259/Q.) 
108 1019 1o? . 46]) 
Aka ( 取 自 文献 
图 6.32 泵 浦 噪音 被 压低 后 的 输出 振幅 噪音 谱 若 腔 的 损耗 w/Q; 不 能 略 去 ， 则 对 应 于 v/Qi 
(»/Q; = 0) 的 无 规 力 Gi 也 同样 存在 , T EYE ü hun X 
(参照 文献 [46]) 加 上 Gi 的 贡献 : 
i Gi-G; do 1 
^ 29A, iQ A; (6.11.6) 
Pn, (»/Qi)(w/Q)n, 
«d? > 一 2 一 一 一 十 2 一 一 一 全 > 一 一 一 一 
"rE /0+ 


在 得 到 上 式 时 ， 我 们 用 了 < 他 >= Dn. 


我 们 注意 到 , LMA REEERE R= A -1 » 1 的 情况 下 得 到 的 , 如 果 不 是 这 样 ， 


«d 


就 要 用 下 的 准确 公式 (5.4.36) 代入 (6.11.3) 式 中 的 KABI P= dn 当然 也 是 比 


较 复杂 的 . 图 6.32 和 图 6.33 分 别 为 w/Qi = 0, 0.25w/@ 按照 这 一 复杂 公式 计算 出 来 的 各 种 

HRE 已 的 尸 随 频 率 O 的 变化 曲线 . 当 介 在 腔 的 输出 损耗 宽度 w/Q 以 内 时 , 有 很 大 的 振 

HERR. BHNS w/@ 时, 又 趋 于 由 腔 的 无 规 力 Gout 给 出 的 均 方 值 . 因为 当 Q >w 
- LA _ < G? > < Ü? > 

M. üc0, ðw, <w? >= - 


1 
v/Q 一 27 P= 4n, 一 y 5 — 
Jimi, 340-0, h (5.4.6) X, 48 
Apo 


TAA, 


& a, LA > 
G — (£9 .1y— 
(Gi + G3) 十 TUA. 1)(-G3) 
2gA,( 22 一 1/7 


u = 


(BR+U(G + Ĝ2) + R(-G3) 
29A, R 


(6.11.7) 
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8 - GG) - gas 一 


(WQ) RPE (6.11.8) 
4n «d?» 1 v 
< p? >= 一 一 ， 一 ———————— 一 一 
R 4n, R 
注意 到 (5.4.43) R, n, = AB, Ù — 240A4, 便 得 
AA? = T M0 0 (6.11.9) 
AA? = ; HN o0 (6.11.10) 


1 


这 一 结果 表明 , REAME REK, 光子 起 伏 的 振 焉 均 方 值 可 以 很 低 , 25 0 9 0,A A? = ri 


BH Q 2 0,44 = s. 
6.11.2 HRK MEET X 


作为 激光 汞 浦 的 可 以 是 光 泵 ， AARETE AFRE UR HS. XX XC BE RT MEC ROME 
噪音 减少 (LA 6.10) 也 可 以 用 注入 电子 流 . 下 面 举 出 两 个 方案 ， 其 中 一 个 方案 为 荷 限 电 
流 ， 另 一 则 为 半导体 二 极 管 注入 电流 . 图 6.34(a) 给 出 用 电子 束 激励 激活 原子 示意 图 ， 
(b) 给 出 相应 的 电位 分 布 图 . 


BH 6.34 qu s mM RUE PH. 


v 由 阴极 发 射 的 电子 数 超过 平均 数 时 ， 在 阴极 和 阳极 
间 将 积累 更 多 的 电子 ,造成 一 个 负电 位 区 ,， 阻 赴 电 子 的 进 
C 一 步 发 射 . 相反 ,如 果 阴 极 发 射 的 电子 低 于 平均 数 ， 造 成 

激光 箱 出 。 ”不 大 的 负电 位 区 , 有 利于 电子 发 射 . 这 就 是 通过 空间 电荷 
doer 的 累积 产生 的 负电 位 来 自动 调节 发 射电 流 ， 亦 即 通 过 荷 
d 限 办 法 抑制 发 射电 子 流 的 噪音 ， 使 之 低 于 Poisson 分 布 ， 
这 种 亚 Poisson 分 布 已 经 在 实验 上 被 观察 到 . 图 6.35(a) 
为 半导体 二 极 管 激光 器 的 电子 注入 示意 图 当 注入 电流 
小 于 平均 值 时 ， 电 流 小 ， 在 负载 电阻 R, 的 分 压 亦 相应 减 
小 . 总 电压 Y 经 分 压 后 有 更 多 的 电压 加 在 二 极 管 的 PN 极 上 ， 这样 便 促使 有 更 多 的 电子 
通过 P ,N 极 . 相反 ， 著 注入 电流 大 于 平均 值 ， 则 分 在 R 上 的 电压 增 大 ， 加 在 PN 结 上 
KEERD AVTE, FEH PN 节 通 过 的 电流 相应 减少 了 . 


6.35 ”抑制 系 浦 噪音 示意 图 
(半导体 二 极 管 注入 ) 
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附录 A Boson 算 子 代数 


下 面 给 出 计算 中 常用 到 的 Boson 算 子 代数 关系 UU. 根据 Boson 算 子 满足 的 关系 [aat] = 1, 可 导 


出 下 面 的 一 些 式 子 . 
(1) 有 


[a, a^^] 


同样 有 


aat! — atla = [aat — atajat 7 4 ataat -D — a 


IH 


= aD 4 at(aatt-D — atll-Da) 


= = lg! 4-0 一 8a 
at! 

一 8a! 

[a!,a!] = -lat = -F 


对 于 函数 fa,at), 先 用 反正 规 编 序 展开 : 


并 注意 到 [4, BC] = 


lat, fa af) = 


faat) = 》 fhaa! 


[4, B]C + B[A, C] , W 


5 fe {lat, a7]a!* + a"[a* at*]) 


-Yunecwe s B Lun 


再 用 正常 顺序 展开 ， 同 样 可 证 


f(a,al) = D FJNatras 


X of 
N Tris — 
frsla, a Ja = Jat 


la, f(a, a!)] 


(2) Baker-Hausdoff 定理 ， 设 A,B 为 不 可 易 算 子 ， 并 满足 关系 


则 有 


[A, [4, Bj] = [B, [A, Bj] 三 0 


A+B .. S AGBé-1/2(A,B] ~ eBeAot/214,B] 


€ =e č e 


H 


a 


(A1) 


(A2) 


(A3) 


(A4) 


(A5) 


(A6) 


(A7) 


(A8) 


A [4, B] A c Bop, 关系 CAT) 式 显然 成 立 . 例如 [9,p] = ih, [aa^] = 1 就 满足 条 件 (A7) 式 . 下 面 证 明 


(A8) XX: 


üt f(E) = e ^6P E CN. 对 上 微分 ， 得 


得 g(0) = 
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2 
g(£) = ef^ BeA = B+ &[A, B] 4- £ 


B. 将 g(£) 按 Maclaulin 级 数 展开 : 


x = AeÉAGB 4 ef put B 
(A + $^ Be 5^)f(£) 


[4, [4, B] + 


"€ SAO E eco m [A B] 
ép. ta, HO [4, [A, e £)]] 
3 
SOM - (4,14, BJ], Sle=o = [4, [4, [4, B] 


(A9) 


(A10) 


(A11) 


Hi (A11) 式 得 g(£) 的 Maclaulin Z& X (A10) 3X. X. H (A10) 及 (AT) 式 ， 便 得 


ZE (Ae B)edA BIMO | (A12) 


由 (A7) x. A+B 5 [AB] A 8L Ej. ie Y XN TS BUBUR T REO RI RER. 积分 {A12) 式 ， 并 注意 


到 f(0) = 1, 便 得 
f(E) = eslA+ BI+E?/214,8] ~ etl A+B] et? /2[4;P] (A13) 


REFRE DERN A+B 5 [ALB] ERE ES. 按 FE) 的 定义 f(£) = ee4etB, 代入 (A13) 式 ， 
故 有 


ActB ~ SEA BIER? /2[A.B] (A14) 


在 (A14) RP, $ £— 1, 并 用 e$ 19) 右 乘 两 端 ， 最 后 得 (A8) R 
(3) 两 个 常用 到 的 关系 式 (证 明 见 文献 [11]: 


e*? f(a, al)e-** = f(a,at + z) 


e?! f(a, a! ez! = f(adz, at) (A15) 


附录 B 最 小 测 不 准 态 


设 观 测量 A, B 不 能 互 易 ， 并 满足 对 易 关 系 
[A, B] =.iC (B1) 
AH, C 为 常数 或 另 一 观测 景 . 易 证 ALD 不 能 同时 被 准确 测定 ， 其 均 方 偏差 满足 不 等 式 

(AAY(ABY 2 c1 «C» f (B2) 
| «C »-«u|oly > (B3) 
这 就 是 Heisenberg 测 不 准 关 系 ， 在 证 明 这 关系 之 前 ， 先 讨论 这 一 关系 的 物理 意义 . Fy A 的 本 征 
态 ， 就 意味 着 系统 处 于 状态 po >, 我 们 能 准确 地 测定 A 同样 车 小 为 B 的 太 征 态 ， 我 们 能 准确 地 测定 
B. 3 | > X AB 的 本 征 态 ,我们 能 间 时 准确 地 测定 ALB, 即 AA S AB =0. 由 测 不 准 关 系 (B2) xt, 
这 只 有 当 |<C>|=0 才 有 可 能 . 但 若 |<C>|=0, 由 (Bl1) 式 ，A4,B 是 可 易 的 . 43A. BRTH, 

并 满足 (BI R, [« C 2| Z0,34 AB 测定 的 均 方 差 值 应 满足 (B2) 式 ， 为 证 明 这 一 关系 ， 现 定义 
a=AA=A-<A>, B—-AB-B-«B» (B4) 


la, 8] = [A- « A >, B- < RB >] = [A,B] = iC (B5) 
<a >=< f >=0 
(Ao) = (a— < a >)? =< a? >, (ABP = (8— < B >} =< p? > 


应 用 Schwarz 不 等 式 
f iem [ori [ro (37) 


exo 


(Aa) Ap = «wl? >< vB? >= f ypa? pde f * B*ipdz 


(B6j 


fit f 


f (ar Joidz f (8*v*)8bdz > | / (a* v*)(8u)da|? (B8) 


| | opid? =1 < siete > P 


上 式 的 最 后 一 步 是 假定 了 a 为 实 的 ，a = a*. 
注意 到 
21 lg - Bo) = Lag + ic 
ap = zla t Ba) 2 (aB — Ba) = -(aB Ba) + — 
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代入 (B8) 式 ， 便 得 
(Aa)? (ABY > 11 < vla + Balb > +i < VICI > P (B9) 


Rh, a8 +pa S OHAK, H Vlad t palh >, < VICIE > 为 实 的 ， 于 是 由 (B9) 式 得 出 
(4a)?(A8)? = (AAY(ABY > ZC} (B10) 
di (B8) fü (B9) 式 看 出 等 式 成 立 的 条 件 为 | 
ajy >= ql) > (B11) 


< gap + Balp >=0 (B12) 
将 (B11) RRA (B12) 式 得 l 
(a1) « 821v >=0 (B13) 


故 7 应 为 纯 虚 数 ， (Bll) 和 (B13) 式 即 最 小 测 不 准 态 应 满足 的 条 件 . 例如 a = g- <g>,8=p- < p>, 
y = iim 则 得 最 小 测 不 准 态 为 


(p- < p >) >=ip(g— < q 2) > (B14) 
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第 七 章 ”原子 的 共振 荧光 与 吸收 


原子 的 共振 荧光 与 吸收 ， 较 集中 地 反映 了 光 与 物质 相互 作用 的 基本 物理 过 程 . 本章 
首先 叙述 这 方 而 的 实验 研究 结果 ， 接 着 讨论 二 能 级 原子 共振 荧光 理论 ， 其 中 包括 肯 态 
共振 荧光 、 考 虑 到 自作 用 后 的 共振 荧光 、 微 腔 对 自发 征 射 的 增强 与 抑制 ， 以 及 真空 场 的 
Rabi 分 裂 等 . 


7.1 二 能 级 原子 与 单 色光 相互 作用 的 实验 研究 


7.1.1 二 能 级 原子 在 强 光 作用 下 的 共振 荧光 


应 用 激光 调谐 技术 有 可 能 精确 测定 在 强 单 色光 作用 下 原子 的 辐射 与 吸收 谱 ， 这 些 测 
定 对 于 了 解 原子 与 场 的 相互 作用 和 验证 理论 均 有 很 重要 的 意义 ， StroudD] 最 先 测定 在 
强 场 作用 下 二 能 级 原子 的 共振 荧光 谱 ， 稍 后 ， 又 有 更 多 关于 这 方面 的 研究 709 . 要 精 
确 进行 这 种 测定 ， 对 原子 系统 、 原 子 束 、 激 光 系 统 均 有 一 定 要 求 . 首先 要 选择 一 对 与 激 
光 频 率 为 共振 的 二 能 级 ， 其 它 能 级 因 远 离 共 振 ,， 与 光 场 的 相互 作用 可 上 略 去 . 为 了 简化 分 
析 ， 原 子 的 Doppler 加 宽 与 碰撞 加 宽 均 应 比 自 然 线 宽 小 得 多 . 当 原 子 东 成 彼 直 地 通过 激 
HRH, Doppler 宽度 可 大 为 减少 ， 单 色 激光 应 与 原子 跃迁 频率 相近 ， 并 在 其 附近 精密 
调谐 ， 且 光 强 足够 强 ， 才 能 观察 到 谱 线 轮廓 的 变化 . 还 应 注意 ， 被 作用 的 原子 是 放 在 激 
6395] 8 8 T. 实验 中 上 5 选 钠 原 子 SyF = 2, PaF = 3) 为 共振 跃迁 的 两 个 能 


(a) (b) (c) 
ada 
i00 ES EE 0 50 100 一 100 —50 100 一 100 一 50 u 50 100 
N J (i) 
一 100 —50 0 50 100 -— 100-50 100 —100—50 .0 59 1900 
频率 n 


图 7.1 在 强 驱动 场 作用 下 钠 原子 二 能 级 的 实验 与 理论 共振 区 光谱 
(a), (b), (c) 分 别 为 失 谐 —50MHz, 0, 50MHz 的 理论 但 线 (Rabi 频率 人 二 78MHz, 自然 线 宽 y — 10ME); 
(4), (e), ( 为 实验 曲线 及 考虑 到 仪 匡 线 型 后 理论 诺 的 郑 积 OERA A) EB A SOMH， 9, 50MHz, 


驱动 激光 峰值 功率 密度 为 640mW /cm2? 
(参照 Wu, Grove 等 [3, 5]) 
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SR. 原子 束 以 垂直 于 激光 光 轴 的 方向 通过 激光 束 ， 并 在 垂直 于 原子 束 、 激 光 光 轴 的 方向 
探测 原子 辐射 的 共振 荧光 . 


E I0MHz 
B 
频率 一 一 
(a) 35MHz 
频率 一 一 = 
(b) 
i 
D> ef 
10 6L 
9 
8 
o 9 à, 
A “yo 9 ^ aL 
和 6 3 
3 

4 

2—- 
2 

AL po Ld oj -— LLL | i -— 
—6 —4 一 2 0 2 4 6 10 20 30 
Aal Y P(mW) 
(c) (d) 


图 7.2 (aJ 钠 原子 23Na 的 共振 荧光 谱 ; 用 5890 人 波长 的 圆 偏振 光 (8 A) 部 分 线 偏振 光 (C B) 激发 . 
E ?8,/5, F 52 —? Paja, F — 3 中 心 频率 处 激光 功率 30mW; 
(b) 各 种 失 谐 由 —T0MHz 到 50MHz 情形 下 的 共振 莹 光谱 (入 射 激光 功率 均 为 30mW); 
(c) 边 峰 与 中 峰 的 间距 随 入 射 激光 频率 失 谐 的 变化 ; 
(d) 边 峰 与 中 峰 的 距离 随 入 射 激光 功率 的 变化 
(参照 Hartig 等 [4]) 
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共振 荧光 的 理论 最 时 由 Weisskopf 提出 (0l. 他 指出 ， 当 入 射 光 强 很 弱 时 ， 共 振 荧光 并 
不 表现 出 原子 的 自然 线 宽 , 而 是 表现 出 频率 与 入 射 光 相同 的 单 色光 . 很 多 实验 "~19 均 证 
明 ， 当 入 射 光 强 很 弱 时 ， 共 振 芋 光 光 线 的 宽度 要 比 自然 线 宽窄 ， 这 可 通过 仪器 的 加 宽 与 
残存 的 Doppler 加 宽 来 解释 . 在 强 光 作用 下 的 共振 荧光 理论 很 多 i 人 ~ 均 , 现在 较 普遍 采用 
的 是 Mollow 的 理论 Ho (详细 的 将 在 下 节 介 绍 ), 主要 结果 为 共振 荧光 谱 包 含 三 个 峰 ， 一 个 
中 蜂 ， 两 个 对 称 排 布 的 边 峰 , 边 峰 与 中 峰 高 度 比 为 1 :3 :1; 而 宽度 比 为 37/2:7:37/2,7 
为 自然 线 宽 ， 除 此 而 外 , 还 有 一 个 6 函数 型 的 相干 散射 峰 ,. 共振 时 ， 该 峰 的 贡献 不 大 ,但 
在 有 失 谐 情况 下 ， 这 相干 散射 峰 的 贡献 还 是 可 以 看 出 来 的 . 图 7.1 为 Ezekiel 9:9. 测 得 的 
共振 荧光 光谱 ， 实 验 与 理论 符合 得 很 好 . 光滑 曲线 上 释 加 的 6 型 乃 是 仪器 线 宽 的 卷 积 . 

实验 结果 表明 ， 在 有 些 情况 下 ， 还 会 观察 到 非 对 称 的 共振 荧光 谱 向 , 即 一 个 边 峰 比 
另 一 个 边 峰 低 [ 见 图 7.2(2)]. Walther 用 线 偏振 光 激 发 观察 到 共振 荧光 谱 是 非 对 称 性 的 ， 
这 可 能 由 于 激发 了 其 它 精细 能 级 ; 而 采用 加 偏振 光 激 发 的 共振 荧光 光谱 则 是 对 称 的 . 但 
Grove, Wu 与 Ezekiel 的 实验 结果 又 表明 回 , 谱 的 非 对 称 性 来 源 于 非 均 匀 光 强 照射 的 结 
果 ， 与 光 的 偏振 性 无 关 , 图 7.2(b) 给 出 了 各 种 失 谐 情况 下 的 共振 荧光 谱 ， 图 72(c), (d) 
分 别 给 出 边 峰 与 中 峰 间 距 随 失 谐 频率 及 入 射 激 光 功 率 的 变化 . 
7.1.2 在 强 场 作用 下 的 原子 吸收 线 型 

强 场 作用 下 的 原子 吸收 线 型 为 Lorentz 型 ， 这 已 为 弱 的 可 调谐 的 探 针 光束 通过 原子 
东 的 吸收 谱 测量 所 证 实 . 但 在 近 共 振 的 强 场 作用 下 ， 原 子 的 吸收 谱 线 型 已 发 生 了 很 大 的 
变化 . 为 了 测定 强 驱 动 场 作用 下 的 吸收 线 型 ， 必 须 采 用 强 的 “驱动 场 ”光束 与 弱 的 “ 控 
针 ” 光束 沿 着 与 原子 束 牌 直 的 方向 通过 原子 束 . 驱动 场 频率 wa 一 般 国定 在 原子 频率 wo 


附近 可 调谐 .为 保证 被 探测 的 原子 是 在 驱动 场 的 均匀 照明 下 ， 探 针 光束 直径 一 般 为 驱动 


场 直径 的 1/10. 当 驱 动 场 频率 wu 与 原子 跃迁 频率 wo 为 共振 ， 即 wd = wo, 由 探 针 光束 测 
得 的 原子 峰值 吸收 要 比 弱 场 作用 下 的 峰值 吸收 小 得 多 . 当 了 驱动 场 频率 略 大 于 原子 跃迁 频 
率 时 ( 见 图 7.3), 峰值 吸收 发 生 在 ob, 相对 于 原来 的 弱 场 情况 下 的 原子 峰值 吸收 值 wo F 
RE du d 
子 密度 测 得 的 弱 场 峰值 吸收 为 9.4%. 这 与 理论 计算 结果 基本 相符 UI 理论 计算 表明 ， 在 
强 场 极限 下 的 增益 峰值 位 置 在 Aw = w - wo = 0/3, 峰值 增益 约 为 弱 场 情况 下 的 峰值 吸 
收 的 5%. 


| 放大 


7.3 钠 原 子 二 能 级 被 一 频率 为 的 场 强 所 驱动 ， 失 谐 为 28MHz, 峰值 强度 为 550mW /cm2? 
(参照 Wu, Ezekiel 等 [15]) 


频率 


7.1.3 二 能 级 原子 吸收 谱 的 功率 增 宽 与 饱和 l 
为 测定 随 入 射 激 光 功 率 的 增加 ， 吸 收 谱 线 轮 廓 增 宽 以 及 峰值 吸收 饱和 ， 只 需 采 用 功 
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率 可 变 且 频 率 可 调谐 的 探 针 光 即 可 ， 而 驱动 光 场 可 去 挤 . 图 7.4(a)~ (e) 便 是 探 针 光 乏 
渐 增 大 时 的 原子 吸收 谱 7. 在 低 强 度 时 [ 见 图 7.4(a), 光 强 为 0.2mW/cem?], 测 得 线 宽 为 
11MHz, 其 中 10MHz 为 自然 线 宽 ， 另 1MHz 为 残余 的 Doppler 加 宽 引 起 的 . 图 7.4(e) fé 
针 光 强 增 至 150mW /em?, 约 为 饱和 光 强 I = 6.4mW /cm? 的 23 倍 . 图 7.4(e) 被 重 绘 为 图 
7.4(f), 测 得 线 宽 ATMHz, 与 理论 值 Av =yy1 I/I, ~ 49.4MHz 很 符合 . 


(d) 
(a) 
(b) | | (e) | | 
(f) 
(c) 


图 7.4 二 能 级 钠 原 子 的 功率 增 宽 与 饱和 曲线 
(a) = 0.03I,, 200cts/s, (b)0.251s; 1000cts/s; (c)3Is, 5000cts/s; 
(d)121,, 5000cts/s; (e)237s, 5000cts/s; (f) *4 I — 231, 的 功率 增 宽 线 型 
(参照 Ezekiel [17]) 


7.2 二 能 级 原子 的 共振 荧光 与 吸收 理论 


本 节 主 要 介绍 Mollow 的 共振 荧光 与 吸收 理论 [0,1429.Mollow 所 提出 的 二 能 级 原子 
与 场 相互 作 用 的 理论 模型 是 ， 假 定 辐射 场 为 振幅 恒定 的 经 典 单 色 场 ， 不 考虑 辐射 场 的 量 
子 起 伏 ; 原子 为 静止 的 二 能 级 原子 ， 不 考虑 原子 辐射 的 Doppler 及 碰撞 加 宽 ， 也 不 考虑 
方程 (5.3.35) 式 中 的 无 规 力作 用 ， 相 当 于 将 方程 (5.3.35) 式 对 热 库 求 统计 平均 .这样 ， 
c. 0* 等 已 化 为 c< 数 < o, >, < o+ >, 而 不 再 是 算 子 ,但 在 具体 计算 共振 荧光 光谱 时 ， 
还 是 应 用 巴 重 子 回归 定理 . 所 得 结果 与 一 开始 就 引进 无 规 力 ， 并 将 o 0^ 看 成 算 子 所 
得 结果 一 致 . 


7.2.1 二 能 级 原子 与 辐射 场 相 互 作用 方程 及 其 解 


现 将 在 相互 作用 绘 景 中 的 (5.3.35) 式 对 热 库 求 平 均 ， 并 将 < cc。 >, <0 >，< at > 
仍 用 cz， o, ot 来 表示 ， 则 得 单 模 场 与 二 能 级 原子 相互 作用 方程 为 
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de, = .0 — 516w —ibów 

dt ^ qe; — 9,) i (e etset ccu ctm 

do^ : —iówt 一 

—i(le 0. — 30 (7.2.1) 
do* ; 

= = det — yaa T 


X ? bw = Wp ~ U21,p 为 抽 运 光 的 频率 ， Oz ART 的 稳 态 值 ， Q = 2u Eo/h 为 
Lice. a ai 一 一 一 一 一 一 
bi HX) $ 


a~ eiówt 至 aaltje, gte-idwt ES a* (teivpt 


| (7.2.2) 
*i17*, Y=k/2, z-—k[2-—i6w 
则 (7.2.1) 式 为 " 
Oz - : iwpt kay iwpt 
TTE —kK(0, ~ 8,)— iz lelte a* (t)e ] 
d zuopt] — iwpt 
je (08^ = -iNo — z[a(t)e*"] (7.2.3) 
d * ~iwpt) —; 水 [本 —iwpt 
4; (0e ^) = Mo, — zo (te t]. 
作 Laplace 变换 
e. (s) co c; (t) 
à(s) = J e * | altje™rt dt (7.2.4) 
&*(s) a* (tjert 
则 (7.2.3) 式 变 为 
(s + &)oz(s) + i (as) — &'(s)) = 950 + 519, /s 
Mes (a) + (s+ ajala] = a(0) (7.2.5) 
-iüé.(s) + (s-z')à'(s) = a*(0) 


XU. oo = 5 = -3, 表明 在 没有 外 场 驱动 ( 即 0 = 0) 情形 下 ， 原 子 处 于 基态 . 
又 注意 到 (2.6.14) 与 (2.6.15) 式 ， 且 初 值 -2cxo = 1 X -25。 = 1 5j Mollow 定义 的 
a, m 间 的 关系 为 


— 206z = ala; + ala, = |1 >< 1| + |0 >< 0| = oto + oc! = n(0) + m(0) 


式 中 ， 元 元 分 别 原子 处 于 激发 态 与 基态 数 ， n-c m1. 8k (72.5) 式 的 解 为 


a(s) - Gt r2) E T2 Q^ or LEENE) eq Lu 
f(s) = (s + &)(s-- z)(s4- z*) + €?(s + «/2) (7.2.6) 
(7.2.6) 式 也 可 写 为 
à(s) = ioa(s)a(0) + doo» (s)a* (0) 十 人 an(s) 元 (0) + om(s)m(0) (7.2.7) 


求 反 变 换 便 得 
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eivr(tt a(t + T) 2  uss(r)R(t) + uso(r)(e"»*o(t)) 
uaa (T)(e* rta" (t)) + us, (r)m(t) 
式 中 ， Uon(T), Walt) Voas (T), tam(7) 分 别 为 don (8), tiaa (8), loas (s), am(s) 的 反 变 
换 . (7.2.8) 式 又 可 写 为 


(7.2.8) 


Q(t +7) = Uan(T, t)n(t) usa (T. t)o(t) + uaa (r, t)a" (t) + usar, t)m(t) (7.2.9) 


Rm 
Uan(T,t) = tan (r)e e» (ttn) 


as (T, t) = uso (T)e *"»7 


Vaa* (r, t) = Maa" (r)e rT iust 


Uam(T, t) = taml rje rtre) 


EHAA LRE RIE 3.2 节 中 得 出 的 Bloch 方程 的 Torrey 解 ， 但 (7.2.9) 
式 的 形式 更 适 于 计算 二 能 级 原子 的 共振 荧光 . 
7.2.0 二 能 级 原子 的 共振 荧光 计算 


由 alt), o*(£) 的 定义 (7.2.2) 式 得 知 alt) =< c(t)e-iwat >, 但 这 是 在 相互 作用 绘 景 
中 求 得 的 . 当 回 到 Schrödinger 绘 景 时 ， 便 是 


a(t) =< aa] >=< 07 (t) > 
a*(t) =< ot (t) >, A(t) =< a*(t)o- (t) > (7.2.10) 
Th(t) =< o7 (tjo(t)t > 
用 密度 矩阵 表示 便 是 a(t) = trip(t)o-], Mt) = trolo ot], a(t) = trlp(t)o+], Alt) = 
tr[p(t)o a] 等 ， 
现在 要 求 在 驱动 场 作用 下 原子 的 辐射 线 型 ， 或 者 说 在 入 射 的 单 色光 作用 下 ， 原 子 的 
辐射 光谱 包括 入 射 光 及 原子 辐射 在 内 的 场 强 Et(r,t) 可 写 为 | 
E*(r,t) = d(r)o (t ^ rjc) + Ej(r, 1) (7.2.11) 


2 
Xx. Efir t) 为 入 射 光 场 ，B(7) 为 原子 的 偶 极 辐射 0, gr) = (85 esos 


0 (t—r/e) 为 原子 的 下 降 算 符 . 散射 光 场 的 一 阶 相关 函数 为 


GO (r tim t) = p3 (r)erlr) < e*(t ^ r/c)o- (t — r/e) > (7.2.12) 
设 原子 辐射 是 一 平稳 的 随机 过 程 ， 故 有 
< a* (t! - r/c)a" (t — r/e) »— g(t — t) (7.2.13) 


散射 光 功 率 谱 为 v 
I(v, r) = / dr e7 Teir, 0; r, 7) (7.2.14) 


m j 
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故 在 7 点 的 功率 谱 可 表示 为 Zr) 与 相关 函数 g(r) 的 Fourier 变换 g(v) 的 积 ， 即 

I= pa), = f deol) (7.2.15) 
散射 光 的 平均 强度 为 

1 

1= f dv 10.0) = leat) = lena. (7.2.16) 

AF, nos 为 原子 处 于 激发 态 的 几率 : 
ño 一 lim < o*(t)o" (t) > 
H (7.2.13),(7.2.15) 式 得 知 原子 的 自 相 关 函 数 g(t 一 如 =< ot (t')e > 的 Fourier 变 

换 决定 了 散射 功率 谱 (rr), 但 期 待 值 < o (t)o (t) > 是 涉及 双 时 ， 即 萎 时 及 上 时 的 两 


个 物理 量 . 为 些 ， 必 须 将 其 中 的 一 个 物理 量 ， 例 如 c(t) EZAT 时 的 物理 量 ， 即 经 过 变 
f& o7 (t) > u71(t,t')o (tult, t), 5 ott) 相 乘 ， 再 求 统计 平均 ， 即 为 


< e*(t')a (t) >= tr(p(t')e* (t)u t,t)o (t'ut,t')) j (7.2.17) 


而 (7.2.17) 式 中 的 o(£) 又 可 写成 场 的 密度 矩阵 [0 >p p < 0| 与 原子 密度 矩阵 p (U) 的 直 
接 乘积 ， 故 有 


< at (ta (t) >= tr(0 9 pp Opata (t')u (t, toT jelt, tO} (7.2.18) 
求 单 时 算 子 o (t) 也 可 以 这 样 做 ， 即 
a(t) = tr{]0 >FF< Opa (t)u- (t, 2))o - (1)u(t 0^) (7.2.19) 
比较 (7.2.18), (7.2.19) 两 式 ， 便 得 出 对 应 关系 
Palt’) ^ palt)ot (£') (0 (12:20) 


这 两 个 关系 表明 ， 双 时 相关 函数 的 期 待 值 < otto) > 与 单 时 量 的 平均 值 alt) = 
«o7 (> 形式 上 是 一 样 的 ， 只 需 用 palt att) RE palt). 这 就 意味 着 (7.2.9) 式 中 的 
参量 alt), alt), a*(t), n(t) 等 也 应 作 相 应 的 代 换 : 


a(t) =< o7 (t) > > <gt(tje (t) >= n(t) 
a* (t) =< at (t) > 一 <ot(tjot(t) >=0 (72.21) 
m(t) =< 07 (tjet (t) > > «o*(t)e-(t)o*(t) »2« o*(t) >= a*(t) PS. 
n(t) 2«ct*(t)o (t) » > c«o*(t)e*(t)e (t) >=0 
将 (7.221) 式 代 入 (7.2.9) 式 ， 便 得 RO 3 43 
g(r,t') =< a* (t' + T) (t) >= uso (r,t')R(t) + us n, tjat (t) (7.2.22) 
式 中 
lori EL Cd (7.3.23) 


Uom(T, t") = uom(T)e 07 eit 
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由 (7.2.8) 式 到 (7.2.22) 和 (7.2.23) 式 ， 即 量子 回归 定理 P 的 一 个 特例 ， 
当世 一 co Bf, glr, t) —> g(7), 而 


I(T) = uae (r)e ^ nus + us (r)e n (a e t) (7.2.24) 


式 中 ， Ao, ol 可 由 方程 (7.2.3) 式 的 定 态 解 得 出 


元 co = Gus 十 
A 9/2 6! e fA (7.2.25) 
—— (—101/2)2 
d = {2/2 (6w)? F «3/4 
对 (7.2.24) 式 进行 Laplace 变换 ， 便 得 
(s) = diva (s + iwp)řioo + om(s + iwp) (a4 e " ^) (7.2.26) 
RH, daa, aus 由 (7.2.6), (7.2.7) 式 算出 为 
| (s &)(s - z*) - 02/2 : —— i0(s + «)(s t z*) 
daa(s) = £— Tp. m &om(s) = afe 5 (7.2.27) 


当 s 一 一 iwp, 亦 即 散射 频率 与 入 射 光 频率 .wp 为 相同 的 相干 散射 情形 ， (7.2.26), (7.2.27) 
式 给 出 

(Q?/4)z* sz o (Qm 5, 2 
Wr) wA py  Gumeppy eet C9 
这 个 相 于 散射 项 对 应 于 振动 Occ (t) = laolet. 下 面 为 简单 计 ， 将 Wp 写 为 w. Gao (t) 的 
ELE XE EROS. gcoh(r) = a& tt)aoo 亿 十 7) = lable, Laplace 变换 后 为 o5] /(s + iw). 
将 相干 散射 分 量 从 9(s) 中 减 去 ， 便 得 非 相 干 散射 分 量 


lim [(s + iwp)$(s)] = 


Ginc(s 8 lacol? 
Ginc(s) = 8(s) 一 (9 us) (7.2.29) 


将 (7.2.26) 式 代 入 上 式 ， 得 
ing? » (s + iw)? -- 2«(s + iw) + 02/2 +r? 
Q?*/2 + |z|? f(s + iw) 
由 (7.2.15) 式 定义 的 相干 函数 诺 G v) 可 直接 由 Laplace 变换 得 出 . 全 全 g' (7), 
故 有 (v) = 2Re[g(—iv)]. 将 (7.2.29), (7.2.30) 式 代 入 便 得 


w)? + (02/2 + K?) 


finc(s) = (7.2.30) 


glv) = 2ra blv — w) + or? La if iv o) (7.2.31) 
对 于 共振 情形 dw = 0,f(s) 的 三 个 根 为 
1 
$9 一 a d 
i -žy + (K?/16 -0Q2)112 (7.2.32) 


3 
51 一 一 44 一 (k2116 — 02)172 
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(7.2.31) 式 可 写 为 


(v — w)? + (07/2 +r?) 


40) lel So =e) TS! f+ SG! — 2): x otl — 9 A] 


一 2 | |26( ) 十 D, t, M - (vw - W)N M (v —o-Q)N 
一 T |Q V-—tUu (v — w)? + s2 (v — w — N)? + o? (v ~w 4-0)? +o? 
(7.2.33) 
式 中 
/2 
13 1 2 e 
1 3 Q? — «?/2 
D, 一 一 fis, M 一 -Kì 一 一 -一 -一 -一 
2^^ gro (ara) (7.2.34) 


由 (7.2.33), (7.2.34) 式 看 出 ， 中 峰 宽度 |so| 与 边 峰 宽度 [o| 之 比 为 1 : 3/2; 而 峰值 之 比 为 
Pu M Lal 105 872 pp gus 0? » x2, 峰值 比 便 是 1 : 1/3. 图 7.5 给 出 共振 情 
si c 30? + «?/2 
WS dot i) 曲线 ， 这 些 就 是 共振 荧光 实验 结果 分 析 中 用 到 的 理论 结果 ， 


图 7.5 在 外 场 共振 驱动 下 二 能 级 原子 的 光谱 密度 
(参照 Mollow [10]) l 


7.2.3 ”共振 吸收 


与 共振 荧光 相关 的 逆 过 程 ， 便 是 共振 吸收 . 在 7.1 节 实 验 中 ， 曾 讨论 了 在 强 驱动 场 
的 作用 下 二 能 级 原子 的 吸收 谱 测定 . 十 分 有 意义 的 是 ， 二 能 级 原子 的 集 居 数 没 有 反 转 ， 
但 图 7.3 的 吸收 谱 中 竞 含有 负 吸 收 部 分 . 这 时 原子 与 驱动 光 场 和 探 针 光 强 同时 作用 ， 要 
计算 出 原子 对 探 针 的 吸收 谱 是 很 复杂 的 DA. 如 果 将 探 针 光 看 作 微 扰 ， 基 本 上 不 影响 原 
子 的 集 居 数 分 布 ， 则 吸收 谱 的 计算 就 要 容易 得 多 了 . 文献 [14,19] 给 出 了 吸 骆 线 型 表示 式 
pe ggg A) 


V 


! 12 oo 12 
w'e) = pa n dte'"!g, (t) = Č Rela, C-iv) (7.2.35) 
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式 中 
galt) = ga(t) — gelt) 
galt) =< oT (t)o* > (7.2.36) 
gelt) =< ato (t) > 

galt) 和 gelt) 分 别 与 原子 的 纯 吸 收 、 辐 射 成 正比 . (7.2.26) 式 已 给 出 了 gelt) 的 Laplace 


变换 
fe = lao (5 + iwp)ño + iam (s + iw) (a e rt) (7.2.37) 


用 同样 的 方法 得 出 
ĝa = daa(s + wp) mhoo + an(s + iwla e*t) (7.2.38) 
故 有 
üa(s) = (Ros — Rios )üao (s + iwp) + (or ert) lion(s d- dup) — om(s + iwn) (7.2.39) 


将 (1.2.39) 式 代入 (7.235) st, (ERE IUE IR MAR i E WC) OL 7-6). 


0.8 


a) Kol 


m— 
2 


W'iMaeu?t 


BEES. opo deo 
—]0 -8 —6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 


(P — a)/& 


图 7.6 Db PX EIER BT YI ES a E 
EXIT LEER 吸收 线 型 的 负 值 表示 受 激 辐 射 ， 即 对 探 针 光 的 放大 . 
{参照 Mollow [14]) 


7.2.4 ”横向 弛 豫 与 泵 浦 抽 运 对 原子 共振 荧光 的 影响 PY 

在 7.2.1 节 和 7.2.2 节 中 ， 我 们 按照 Mollow 方法 求解 了 二 能 级 原子 在 驱动 场 作用 下 
的 共振 荧光 光谱 . ERKELA H, BE TAT i Bim i 2 — n/2; 初始 时 原子 
处 于 基态 ， 即 25, = 一 1. 一 般 可 令 yı = Ki, VN 一 K[2, Ki * KZ 二 &/2 — ióu, 20,9 = Ag. 
这 样 ， 可 以 研究 比值 y/o 变化 时 对 共振 荧 光谱 的 影响 ， (7.2.6) 式 应 写 为 


ys (s &)(s +z") +9°/2 n? a" (0) — iN(s + &1)(s + z*) 
SO f) Os” 0) 2j. > (7240) 
Bp 
&(s) = &sa(s)o(0) + daa» (s)o (0) + faa (s) Ao) (7.2.41) 


(7.2.3) 式 的 定 态 解 为 
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- 1 m 1f, " &1Ao|z[? 
næ 一 — zoo 737z |+ — o a A 
2 > 2 &1|z|? + 92«/2 


(ates) = LDA 


&1|zj? + Q?«/2 
同样 应 Laplace Æ $& fj Hj HR R t 9(s) 的 表 式 (7.2.26), 并 应 用 (7.2.42) 


式 代入 (7.226) 式 中 ， 进 一 步 得 出 原子 的 相关 函数 谱 ， 


(7.2.42) 


g(v) = 2R.[g(—i(v — w))] 


"— «1(02/4)|zP A, Bd P(v -wt - Q(v -wy 4 I(v ^w) -J(v -w)-4L 
(sila? + 30) |f Gi(v — w))|? 
2 2 
iz A + ms t m K 
lz|[2&1 + 02/2 2 Q "e 
2P 1 &10A, 
z 2 2 QAP flgo? m 1 
I (ki til Q'P- 2 2 m" 2 lal 0272) 


J= (Q?—2«k2—2(0?4/k)(—ów)P 


. 2 KQ? 2 2 
zo Raa Q2/2)P A Qt metteg ee =R] 
L= (Gals + 20) +9?/2) [n — 73 ii |z[? + &02/2 


(7.2.43) 
在 (7.243) AP, $ Ao = —1, ki = &, 便 回 到 Mollow 得 到 的 结果 . 
现 就 共振 情形 6w = 0, 进一步 求解 相关 消 数 ， 亦 即 共振 荧光 光谱 g(v). 当 éw = 0, 有 


f(s) = (s+nr/2)(s(s + &/2) + ri(s + «/2) + ?) (7.2.44) 


特别 是 在 TU» TS s= zn 元 = 小 得 多 RE PIT 的 极限 情况 下 ， 相 
EEEE PP a ) 为 
&[2|(v — w)* + («?/4 — Q?)(v — w}? + 0*/2] 


Sie (9) S 10 A — (v — 2) 3 (74Y(v — oy Mure) 
EX- (y ginys [e] < X2, WI (7245) 式 有 如 下 简单 形式 : 

K. O Att (1-A)? RAUM z? AU... 14/2 

PIA "dud Dacapy wbcae C^ da (7.2.46) 


x BD 2x 36 85 prr pa E 789. 凹陷 宽度 正比 于 Rabi 频率 O 的 平方 ， 深度 约 为 0.5( 背景 为 1). 图 
7.7(a) 是 当 人 一 上 T = 107? 时 的 四 陷 谱 ， 其 中 2= (i) ~ 0.01, 因此 种 陷 宽度 ~ 0.01. 当 
ed Ti o» T, B Stu DLE (7.2.45) 式 决定 . 从 (7.2.45) 式 可 看 出 ， 随 
入 的 增 大 ， 仙 陷 深 度 趋 于 减 小 ， 而 宽度 却 趋 于 增 大 . 当 入 接近 一 适当 值 时 ， 四 路 消失 ， 
出 现 三 峰 ， 图 7.7(b),(c) 显示 了 这 一 特点 ， 此 外 ， 思 陷 谱 不 仅 限于 &i/n 之 1 情况 ， 在 图 
7.8(a)e-(c) 中 ， 我 们 给 出 了 四 陷 谱 型 与 Rabi 频率 0 的 关系 ， 图 7.8(d),{e) ÆR T utl K 
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对 称 特性 与 失 谐 量 6w RRRA. (09 — ERU UE, ix EGET E E H E S] A1 Jm RE ST 
荧光 线 型 上 ， 在 ri/r « 1IDET, ERE Ao 的 影响 ; 更 重要 的 是 ， 这 里 所 说 的 凹陷 也 
明显 不 同 于 非 均匀 加 宽 吸 收 线 型 上 的 Lamb 凹陷 92), 也 不 同 于 出 泵 浦 党 和 探测 光 拍 频 导 
Su "etm K”. 


0 


- gun) 


K 
k 


Ü 


-8 —4 0 4 8 
20 — or 
图 7.7 当 a/a << 1 和 时 共振 荧光 四 陷 谱 图 7.8 凹陷 谱 与 Rabi 频率 人 2 的 关系 
(Ao = —1, w= 0, 2&1/& = 1079) (21/5 = 0.1, Ao = —1) 
(a) 202/& = 0.1; (b) 20/x« = 1;(c) 20/« = 2 (a)e» (c),6w = 0, 20/& = 0.5, 1, 2; 
(k Bi Tan Weihan and Zhang Weiping [21]) (d)e (e) 26/« — 1, —1 


(Xx & x ik [21]) 


在 图 7.7 中 均 取 21/6 c» 1079, 因为 在 固体 激光 材料 中 直到 这 种 情况 ， 如 红宝石 寿命 
T; x3 x 10 s. 在 温度 为 2K t E ZU 0.05cm (EZE dE E] m 38) 24; 当 温 度 上 升 
到 77K, 线 宽 增 到 03cm (3: E J& 23 3 Jm 98) P9. 对 于 后 一 种 情形 ， 荧 光线 宽 6v 的 倒数 
T) 与 寿命 风 ZE, T/T Œ 1077 < 1076. 


7.3 共振 荧光 场 的 态 函 数 与 多 光子 跃迁 共振 荧光 光谱 外 


在 Mollow 的 共振 荧光 理论 中 DO, 原子 辐射 场 的 谱 分 布 可 通过 原子 电 偶 极 矩 算 符 的 
相关 函数 来 计算 . 近来 有 人 把 这 种 方法 推广 到 双 光 子 唉 竺 的 共振 荧光 谱 。 Basul27j 在 
Mavroyannisl2 引 发 展 的 格林 通 数 方法 基础 上 ， 研究 了 原子 双 光 子 跃 迁 共振 荧光 光谱 . 
Holm 等 人 P9] 应 用 原子 密度 矩阵 方程 处 理 了 同样 的 问题 , 并 在 计算 中 引入 了 中 间 态 1i >. 
文献 [30] 从 级 饰 原子 入 手 讨 论 了 双 光 子 共振 荧光 光谱 .这 节 我 们 要 介绍 的 方法 P0, A 
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先 从 单 光子 跃迁 的 Mollow 理论 入 手 ， 根据 原子 算 符 的 一 阶 及 高 阶 相关 函数 直接 计算 出 
共振 荧光 场 的 态 函 数 Vr >, 然后 由 它 进一步 计算 共振 荧光 场 的 谱 . 这 一 方法 的 意义 在 
于 它 可 以 很 方便 推广 到 双 光 子路 了 迁 及 多 光子 跃迁 的 共振 荧光 诸 计 算 . 


7.31 单 光子 跃迁 模型 
参照 (5.2.8) 式 ， 原 子 电 偶 极 辐射 场 可 表示 为 


+ \ 1/2 0l 
E*(r, t)-i (>) S op éxe "b. (t) (7.3.1) 


RP, cy = c|k|,bk YES IS BEXRERE. 另 一 方面 , SR (7.241) R, 不 计 及 入 射 场 ET (r,t), 
只 计 及 原子 电 侦 极 辐射 场 可 通过 原子 的 下 降 算 符 e- 来 表示 ， 即 

E* (F, t) = e(f)o- (t — r/e) (7.3.2) 
按照 Glauber 定义 ， 辐 射 场 相关 函数 为 


G^" =< E (ri ti) E^ (ru tm) EY (i, ti 十 万 ) E (rz tm d Tm) > 


一 me 1 ，.。， / 
=< (F) 2 seo kT, Uk UR, km Us 


xb (t) -bi (tm)bxi, (tm + Tm) > 
-9^(n) o p n) < at (ti) at tm) (6 t m): (fmt T8) > (7.3.3) 


将 上 式 对 To m 积分 ， 并 注意 到 
J E-E) R dR = J dklé(E, ~ ki) (7.3.4) 


G(™ = nau df, 


= (A) MI wen, x BL) bL bm)bies (m) bem (im + Tm) > 


Kies 


- d PPPA < ot (ti) ot (tm)o (Fm) tmm) > (73.8) 
设 频率 在 (vvt ôr) 间 的 模式 数 为 N(v)6v, 则 
(hv N(v)év)" < bi(t;) ---bY(t,)5,(t 4m): bultm Ta) > 
-| / PPAT < ot (t) .ot (tma (ta +n) o tm HTa) > (7.3.6) 
用 erf dn dH drm J| duet ttem 作用 于 上 式 两 端 ， 并 注意 到 
2T [L < b* (t)b(t; + ni) > e" dr; = — (T, dt; (75, dri b* (ti olt; + 0;)ei ™ 


= b*(v)b(v) (7.3.7) 


0217 


zB, b*(v), b(v) 为 b^ (t), b(t) 的 Fourier 变换 ， 则 得 
f Hire = [aoea 


式 中 


» (var 

9o = (Dru) 

ge) y f- [dni ss dra, < at) 0 * (s) 
X607 (t + 71):::0 (tm t T8) > et” (Ti +r2 + Tm) 
= ét" (v) (v) 
由 (7.3.8) 式 ， 得 
bn b = aya (v) = gm (7) 

(7.3.10) 式 中 ， c*(t), o (t) 按 Mollow 方法 可 表示 为 


ot(t)= Vix (t,to)o* (to)o " (to)  Viz(t to)o * (to) 
FVzi(t, t5)o (to) t Vas (t, to)o (to)ot (t5) 

c-(t)  Utu(tt;)o* (t;)o7 (to) + Uiz(t,to)ot (to) 
+U21(t, to)o (to) + U22(t, to)o (t5)o" (to) 


由 于 


ot(toe-(t) 2. [Valt to] Unt, to) + Vi2(t, th) Uz (t, tollat (to)o™ (to) 


+[Viilt, to) Ui2(t, to) + Via (t, to)U22(t', to)]ot (to) 
+[Voi(t, to) Un(t, to) + Vazlt, to)U21(t', to)]o™ (to) 


(7.3.8) 


(7.3.9) 


(7.3.10) 


(7.3.11) 


(7.3.12) 


(7.3.13) 


[Vai (5 t5)U32 (t, to) + Vz2(t, t5)U22 (^, to)lo (to)ot (to) (7.3.14) 


HLA vc+ (to)o (to), ot+(to), cr (to), e (to)ot(to) 为 基 ，o (t), a^ (£) 可 以 写成 矩阵 形式 


(FHH V (t, to) 简写 为 V(2)) 


at(t) = V(t) = ( Vi(t) Vi2tt) ) 


Va(t) V22(t) 


pn | Ua) Unt) 
7 9-9 ( Uzi(t) U22(t) ) 
而 且 由 (7.3.14) 式 可 证 明 
a (t)o* (t5) = V(5)V (ti) 
at (t)a (t;) = VO (t) 
o7 (t;)o - (t5) = Ü(t:)0 (t5) 


3k 


(1.3.15) 


(7.3.16) 


(7.3.17) 


o* (&)--- o^ (ta)o" (t +71) 07 (tm T) = V(&)  V(5s)U (ti + m) U (Tm + Tm) 


(7.3.18) 


(7.3.17), (7.3.18) 3 If] 3: EC SCC TE B SRCBURE A c 数 和 矩阵 的 乘积 ， 这 从 (7.3.14) RA 
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很 清楚 . 取 定 初始 时 刻 在 所 = to W 
at (t): of 人 (tmjo (ti + 71) 07 (tm + Tm) 
= Mi(ot(to)ot(to)o (to)) + Miz(o* (to)ot (t,)) 
+Mzai(ot(to)o- (t5)) + Mz2(0t (to)o™ (to)ot (ta)) 
= Mailat (t;)o ^ (to)) 十 Ma0* (to) 
M = V (t2) V ltm)Û (to + m) -Û (tm + Tm) 
将 (7.3.19) 式 代 入 (7.3.10) 式 ， 便 得 
g (v) = An(v) < ot (to)o” (to) > T Aax(v) < ot(to) > 
A(v) = (v(v))" (u(v))" 
uy: f U(te-?*dt, ôv) = f V (te *"tdt 


m (7.2.42) Ñ, 由 定 态 解 得 出 
ki|z|2A。 

Kilz|? + «02/2 
&K1/24,z* 

&1|z]? + «02/2 

ZR (7.2.41) 式 ， (v), 6(v) 的 矩阵 元 有 如 下 的 形式 : 

(ifv — w) + &1)(à(v — w) 十 2d 

f((v — w)) 

uz (v) = 2Re[((0?/2)/ f (v — w))] 

MI 
2f(i(v — w))(v — w)) 


vis(v) = uz (v), valv) = ualr) 


< at (t,)o7 (to) >.= 5a + 


) 


€ ot (toje ivte >,= 


ujz(v) = 2Re | 
u22 = -u (v) = 2Re [iQ 


vi1(v) = 一 022(Z) = ua2(v) 


7.3.2 单 光 子 共振 荧光 场 的 态 函 数 


(7.3.19) 


(7.3.20) 


(7.3.21) 


(7.3.22) 


(7.3.23) 


(7.3.24) 


由 (7.3.10), (7.3.11) 式 得 知 ， 只 要 知道 了 由 原子 算 符 表示 的 谱 分 布 go), 便 可 确定 
荧光 场 的 mm 阶 相关 函数 的 统计 分 布 这" 进一步 也 可 确定 共振 荧光 场 的 态 函 数 ， 而 这 


是 很 关键 的 一 步 . 
现 将 共振 荧光 场 的 态 函 数 |wr > 用 Fock Æ |n > 展开 为 


lor >= ax (v)|n > 
2 人 ~ 


则 
< vrjbi" b" be >= M rasos()P = bb = gm 


m 


Tmn = n(n — 1) -e (n-m +1) 


态 函 数 vg 规 一 化 条 件 为 


(7.3.25) 


(7.3.26) 
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» las(v)|? — 1 (7.3.27) 
(7.3.26), (7.3.27) RH 58 B SK 26 n [8 E 


1 1 see 4 TU loo? 1 
0 rg rim lei? g1 

TE : 二 (7.3.28) 
0 on [o |? gm 


DESEE 
当 jon) 求 得 后 ， 便 可 计算 单 光 子 跃 迁 的 共振 荧光 谱 I 


I, =< Yrlbtblýr >= gi 


这 表明 ， 如 果 只 是 为 了 计算 荧光 谱 Io BEHE gn = gig P (v) 就 可 以 了 ， 并 不 需要 计算 
ARE yr >. 但 下 面 将 看 到 ， 计 算 双 光子 跃迁 的 共振 荧光 时 ， 必 须 求 出 lod (v)|, BD e 
数 ir >, 才能 计算 I. 


7.3.3 允 光 于 跃迁 模型 


现在 考虑 如 图 7.9 所 示 的 双 光 子 跃 迁 模型 . 能 


us 级 |a >, b> REISKIUS, NOUPEGEMOER. K 
—Ó 浦 场 通过 双 光 子 跃 迁 作用 ja >, b> 能 级 ， 原 子 再 
CORSA a» [b > 的 双 光子 跃迁 而 辐射 出 两 个 荧 
一 一 光 光子 . 因此 ,与 Mollow 模型 不 同 , 这 时 原子 与 驱 
T 动 场 相互 作用 的 哈密 顿 量 为 
图 7.9” 双 光子 共振 荧光 能 级 路 迁 图 H = -9: EE (7.3.29) 


{ 取 自 谭 维 坦 、 张 卫 平 [26]) 


式 中 ， 是 原子 的 四 极 矩 张 量 ， 瑟 是 珍 清 场 ， 类 似 于 (7.2.3) 式 ， 双 光子 跃迁 的 原子 上 
升 与 下 降 算 符 的 运动 方程 变 成 


9 —i2wty _  ,* —i2wt .0 
E" (c(t)e )= -z'(e(t)e ) 一 z” 


E (tjet) = —z(g'(t)e*?09t) + id, (7.3.30) 


ð 


gle 7 ios ~ Ao) + iQ(ot(t)e — olt)e 9t) 


式 中 ，z = a/2+ilaw 一 60), Qo 2 PEL 是 双 光 子 Rabi go. (7330) 式 虽 与 单 光子 


跃迁 方程 (7.2.3) 很 相似 , 但 从 图 7.9 看 出 ， 原 子 双 光 子 荧 光 发 射 与 单 光子 情形 有 着 本 质 
区 别 . 这 种 区 别 反映 在 数学 上 就 是 (7.3.2) 式 应 改 成 
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E-(5,t)E- (At) = pio (£— r/e) (7.3.31) 
该 式 的 意义 ， 即 原子 从 上 能 级 jo > 跃迁 到 下 能 级 [b > 的 过 程 中 放出 两 个 荧光 光子 . 应 
用 求 (7.3.26) 式 的 同样 方法 ， 有 
二 
gP (w) = AZ lr) < e'(6)o(t) 22 T48(z) < oi(to) 51 (7.3.32) 
A* (v) m (va(v))"! (ua(v))"", m = 1,2,- 
(7.3.32) 式 中 的 各 量 均 标 以 角 标 “ d", 以 与 单 光子 跃迁 同样 量 加 以 区 别 . 由 于 算 符 运动 方程 
(7.3.30) 式 与 单 光子 跃迁 (7.2.3) 式 有 着 相同 形式 , 因此 和 矩阵 va(v), ua(v) 5 v(v), uw) 以 及 
FASA < of (to)o(to) 23, < or (to) >$ 5i < a (fo)o(to) >s, < c (to) >。 也 有 同样 形式 ， 
只 要 把 Rabi 频率 换 成 双 光子 Rabi 频率 Q = 2 区 :2 gg z 换 成 z 二 /2+i(2w — oo). 
另 一 方面 ， 从 物理 方面 考虑 ， 双 光子 荧光 态 函 数 Vf > 只 能 按 |2n >v 来 展开 ， 即 
lig >= 》 ad(z)j2m >, (7.3.33) 


由 (7.3.32) 第 一 式 及 (7.3.33) 式 ， 立 即 得 出 关于 lod (v)| 的 方程 


ous Enalod(v)!? = gd, 


(7.3.34) 
Rmn 2n(2n — 1)---(2n - 2m +1), m = 0,1,2, 


并 由 此 得 出 原子 的 双 光 子 共振 荧光 谱 分 布 为 
Id =< btb, >=< die by >= 》 2nloz()P (7.3.35) 


将 这 结果 与 (7.3.32) 比较 , 我 们 得 不 出 单 光子 跃迁 情形 的 关系 式 L =< wrlbtblyF >= g. 
这 就 是 双 光 子路 迁 的 共振 荧光 谱 与 单 光子 跃迁 的 共振 荧光 馆 然 不 同 之 处 ， 亦 即 必 须 解 出 
lo2(v)| kK, FERE IE. 
7.3.4 数值 结果 与 讨论 

图 7.10 和 图 7.11(a),(b) 分 别 为 单 光子 跃迁 (1/4 — 1) 、 双 光子 跃迁 (ki1/ — 1) M 
光子 跃迁 (si/k = 1079) 的 共振 荧光 谱 
计算 结果 图 7.10 即 单 光子 跃迁 结果 ， 1.0 
与 Mollow 结果 一 致 . 图 7.11(a) 参数 与 图 


7.10 同 ,但 为 双 光 子 跃迁 共振 荧光 , 仍 具 oe 
有 三 峰 结 构 特 点 . E ein is TAUR & 0.5 
比 ， y dh ka 
0.25 
X. TERE. Brno S 
体 原子 的 双 光子 共振 荧光 谱 , 呈现 出 固体 1 
原子 单 光 子 跃迁 荧光 谱 的 一 些 特 征 , 边 峰 人 


明显 很 高 甚至 高 过 中 峰 . 图 7.10 Gef db EU 


(i/r = 1; w — 0, € /& = 5, Ao = —1) 
( 取 自 文献 26]) 
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0.75 0.75 
c 
uy 05 0.5 
0.25 0.25 
0 d 


-9 —6 一 3 0 3 8 9 


(9 —29)/ x NC OO NE ME 
— 40) 


(r—2o9)€* 


Él 7.11 (a) 气体 原子 双 光 了 共振 莹 光谱 (R1 / S = 1; w — 0, Q/& = 5, Ag = —1) 
(b) pi tfo r aw riw (si / = 1078; bw — 0, O/& 5, Ao — -1) 
( 取 自 文献 [26}) 


7.4 二 能 级 原子 系统 的 瞬 态 共振 荧光 091 


关于 稳 态 荧光 ，Mollow 的 做 法 主要 有 : (1) Langevin 方程 对 工 无 规 求 平均 ， 得 
到 < oz >, <o”> 等 满足 的 方程 (7.2.1); (2) 假设 原子 辐射 是 一 平稳 的 随机 过 程 (7.2.13); 
(3) 量子 回归 定理 (7.2.22). 这 些 方法 对 于 瞬 态 还 有 许多 发 展 与 补充 92. 这 一 节 我 们 主要 
介绍 另 一 种 方法 991 


7.4.1 含 无 规 力 的 Bloch 方程 的 解析 解 
由 方程 5.3.35 式 ， 即 


£o,- -m(oz—04)-— Pet +e 一 of) 十 了 az 


(7.4.1) 
茵 oT = 一 (Y2 土 M Pal Les, + TF 
设 外 场 频率 w 与 原子 跃迁 频率 wo = Ea- ag. 对 上 式 取 旋 波 近似 , 并 作 变 换 ， 即 
gt — otetivt og yg 
dis i 7.4.2 
Tt 一 Tietivt T, >T: ( ) 
便 得 
P T, -yı -—iQ/2 iQ/2 0z yis - T, 
gl ao |=| -2 -» 0 o |+ r- (7.4.3) 
gt in 0 —y2 ot T+ 


为 解 方程 (7.4.3), 我 们 先 将 其 在 某 一 线性 变换 作用 下 化 为 对 角形 式 ， 系 数 矩 阵 行 列 式 的 
特征 根 为 

y 十 了 2 Yi — Yzy 

a 


Ào = —*2 Àn A2 = a c -Q (7.4.4) 
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由 此 求 得 变换 矩阵 全 RAN T A 


0 A-B A+B oL 1 
—2B 2B JA 
T = dl 一 ? Bu T~ = 1 10/2 —iQ/2 (7 4 5) 
v2 2B 2B ' | A-B A-B U 
1 Q -in 1 2 一 2 
V2 2B 2B A+B A+B 
式 中 
A= nO B= VA (7.4.6) 
dk T, T :作用 下 ， 系 数 矩 阵 被 对 角 化 
—5 -i0/2 iQ/2 Ao 0 
T^ | iQ -y 0 T-|0 A 0 (7.4.7) 
i 0 —Yya 0 0 A 
方程 (7.4.3) 也 可 写 为 
d P» Ào 0 0 , 0 P. 
l9 |=| ao 8- |-|] ma | + A (7.4.8) 
G+ 0 0 As G+ "n fs 
式 中 
To i" 
Ii 一 T r- 
T5 r* 
o +t 
8, Tz NEZ 
& [=T] o 61-5] + in/2 (c7 —a*) (7.4.9) 
- A-B 
ot ot + 0/2, - o+) 
Tz A+B o [o 
xx FÉ, (7.4.8) 式 的 解 可 表示 为 
t 
Oz 一 8,9 e^t t n Po(r)e -dr 三 Os 十 Lo 
0 
t 2 - 
8 -0,e€ + / e -7) 8, dr 十 n T,(r)e^ t7dr 287 + Li (7.4.10) 
JQ 0 


t t 
G+ = fet | e adr + f Îa(r)je™ dr = ot + Ía 
0 0 . 


3p. Lo Ly Ls 表示 等 式 右面 最 后 一 项 与 无 规 力 有 关 的 积分 ,与 无 规 力 无 关 的 项 用 
86, 65, E} 表示 . 由 (7.4.9), (7.4.10) 式 及 TT-1 — 1, 8 


Tz 6; Gzs Lo Ozs Lo 
o =T o^ =T Gy HT Li = 0. +T Li 
ot z 5 hj Ve L, 


- 223 - 


或 简写 为 
c —-o0,-TL-—o,4L (7.4.11) 
式 中 ， o, 为 方程 (7.4.3) 去 掉 无 规 力 的 解 。 
(7.4.31) 式 的 转 置 矩阵 ( 行 与 列 对 换 ) MELA r” ER, WA 


c" = 0 IT (7.4.12) 
由 (7.4.11), (7.4.12) 式 得 
< oc >=< (o, + TL)(oz + ET") > (7.4.13) 
由 于 <L >= 0, 故 上 式 可 写 为 
< oo" »—« 0,07 > +T < LE" > T" (7.4.14) 
或 


D =< LL, >= T-(«oo^»-«o,7»)I1')! 


(7.4.15) 
= T< oo" > — < o0} >T) 


D 


STGB LL RIS RE D =< LE > 为 扩散 和 矩阵， < o0" > 为 解 矩 阵 , H (7.4.14), (7.4.15) 
式 给 出 的 这 两 种 矩阵 的 关系 ， 只 要 知道 其 中 之 一 ， 便 可 算出 另 一 个 矩 路 . HARE RER 
易 关 系 ， 就 可 计算 扩散 和 矩阵 D,Diy =< Ll; >. 已 知 自 旋 算 符 满足 如 下 对 易 关 系 (参见 
(2.6.17)~ (2.6.22) $) : 


«oto^—g^g* >=2 <0; >, <oto-+0o oT >=1 
< ato, 一 azo+t >= F <0Ë >, «ato,t0,0* >= 0 (7.4.16) 


1 
«o7? >=< ot? >= 0, < g? >= i 


wA 
«0,0,» «0,0 > <00> 
< ca^ >= «070,» «o?» «oct» 
«cato,» <007> «gi?» 
(7.4.17) 
1/4 -<o >/2 <at> /2 
: 1 
一 «oc [2 0 3 $97? 
1 
一 < oO+ > /2 3t < cz> 0 


由 于 
< 0, >= 0,4 < L,7290;5 
«o »—o;t«li»—0, 
«ot >=0f+ < L: > 一 0 
wA 
1/4  —o,/2 off2 
1 


< go” > 一 c; /2 0 "ERES (7.4.18) 


1 
—a4 [2 5 + Tzs 0 
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将 (7.4.18) 式 代入 (7.4.15) $, ET REN D. 

应 注意 到 (7.4.18) 式 中 的 o, cr 是 同时 的 ， 即 < oo" >=< c(t)o'(t) >, 代入 (7.4.15) 
式 得 到 的 扩散 矩阵 D 的 矩阵 元 也 是 同时 的 ， 即 Dalt, 0) =< LOLE >. 为 了 计算 共振 
荧光 , 还 需 知道 不 同时 刻 的 扩散 矩阵 元 Dij(t,7) =< L(t)L;(t& 7) >, 即 无 规 力 积分 间 的 
相关 函数 . 考 虚 到 无 规 力 的 性 质 


< Pi(7));(7") >= aj6(7' — 7") (7.4.19) 
Fik Li(t) 的 定义 ， 便 得 


Dij (t, 7) = < LlLl 7) > 


t na trT. ma 
= < f Aira f AAE ar" > 
0 0 


t t 
<j Fr [ ero Top (nar >, T»0 
= ? i--T ， ft 十 了 "n 
e^ < n eet T(r)ar’ n ettr- OF; (r")dr" >, r«0 
0 0 
Di;(t,0)e7, T»0 
e^ Di(t t7, 0), T«Ü0 (7.4.20) 
T c(t), o^ (t-- T) 间 的 相关 函数 为 ( 设 7 > 0) 
< olt)" (t +T) >= o,(t)oZ(t + T) - TD(t,0)e^" T" (7.4.21) 
将 (7.4.21) 式 中 的 D(t,0) 用 (7.4.15) 式 代 入 ， 便 得 
<oltjo'(t +7)> = o.(t)ot(t- T) - TT-1(< c(t)oa" (t) > —e,(t)o7(t)) x (T") te^T" 
= os(bos(t+7)+[< o(t)o" (t) > e.(De; (0) (re^? T1) 
(7.4.22) 


现 计算 (7.4.22) 式 中 的 第 一 项 ， 先 将 os 表示 为 os = T(5,), TE 0. XR 24269623 Ds 
取 为 0 时 的 方程 (7.4.8), 其 解 为 


Gs(t) Õzoe™ 0 
aze || azet |+] mo tx (7.4.23) 
ät (t) jeri m0, 202 
或 简写 为 
. &,(t) = &,(0)e09 + a (t) (7.4.24) 
AP, S(t) 为 正比 于 mo. 并 包含 了 导致 相干 散射 的 项 .由 (7.4.23), (0.424) 式 ， 易 得 
&,(t 十 7) = G,(t)e? 4- 8, () (7.4.25) 


由 (7.4.25) XX, f8 
es (t)a (t+ 7) = os(£)]61(t)e?? + (TYT = e.(t)|or (t(T-1)re0? 十 &7(r)]T" (7.4.26) 


代入 (7.4.22) 式 中 ， 便 得 


: 225 - 


< a (t)o* (t 4- 7) >= e.(t)éZ(7)T"-- < o(t)o" (t) > (Te0T-!y (7.4.27) 
当 T<0 时 ， 同样 可 证 
< o(t)o" (t 4- T) >= Té.(r)oZ(t4- 7) g-d TOT! &o(t--r)o'(t--r) > — (7.4.28) 


(7.4.27), (7.4.28) S&RURUPT RI o rt SEBE GS AE D OGTÉ BU EEUACIS. 具体 计算 将 在 下 面 
ZR- AP «oc(t)o' (t) », « o(t--T)o" (t - 7) > 按 (7.4.18) 式 取 值 . 
7.4.2 二 能 级 原子 系统 的 瞬 态 共振 荧光 谱 

按 通 常 求 变量 z(t) 的 谱 的 方法 PHI, 先 定 义 谱 函数 


t 
y(w) = n eiot p(t )dt (7.4.29) 
0 
再 定义 谐 密度 
— H 2 ES —iwt (NM f ' iwt” unt ul 
S(w) = X ag z < yo >= lim i tef. z(t')dt A z(t")dt' > 
1 t « t-r i 
EN —s / ' 1 
= Jim ze f e ar | < a(t jelt - 7) > dt |a=iw . (7.4.30) 


Sg BuEkX. up UNGSEBEWT: 
t i—T 
G(w) = ze f ena | < c (t')c" (t +r) > dt'|s=iw 
Ti Jo 0 
1 t t-r 
= 一 Re n e ""dr n ce ,(t)dt'a7 (7)T"], i 
Ti 0 0 
t t—T 
exe f zu < o(t')a' (t) > d'(Te" T dr, (7431) 
0 0 


"pa dRXM. Ext [f 故 有 


t 

G(w) ~ Z Ref n o(a - Su 

00 8 (7.4.32) 
+ < o(t')a" (t^) > dt (T—3; LATO ] -iu 

0 

nA. os) 

PD Y" 
(7.4.32) 式 中 正比 于 1/5 的 项 为 相干 散射 项 ， 其 余 为 非 相 干 散射 项 . 注意 到 
(I(s - X» T2y = 


8t = (0, (7.4.33) 


A-B 1 4 ALB 1 —iQ( 1... 1 ) iQ( 1.1) 

-2B 号 一 zx 2B s A2 2B 3 一 从 1 $—AÀ2 2B 3 一 入 1 3 一 人 2 

SiL. 2 210) — LOL la AEBO1 o A-B 1 1 o AtB + AB d 

4B $—21i 8—AÀ2 2(s— Ag) 4B s— Ai 4B s— À2 2(a— Ào) 4B 3 一 人 1 4B 8—À2 

id( 1 _ 1 1 — A£fB 1 A-B ALB 1 4-5_1 

iB vo 2(s—Ao 4B 3 一 和 Xi 十 4B zx IGS + 4B s—-Ai 4B s—A2 
(7.4.34) 


共振 荧光 非 相 干 散 射 部 分 所 涉及 的 即 (7.4.32) 式 中 的 Gigs (w) 矩阵 元 . 由 (7.4.32) (7.4.34) 
式 ， 得 


| 1 t t=T i 
Gs (w) 元 Re n E f < at (t')o (t +7) >™ dt |, 


- LRe{ =t > /1 1. 
7 2 2B 8— MÀ 8 — À? 


+ l <o > 1 _ .A-«* B 1 ALB 1 
2 z 2(s — Ao) 4B s—A 4B s—2A 


iQ 1 1. -y 
r LLL Sia 7.4.35 
2B 7z (xc — ài) As(s — x3) 7 uM ( ) 


cor 1 f 
ISI? 2l f « c* (t')o, (t) > dt 
2 t Jo 


Arp 


yo t 
5+ < az > J « at (t')a- (t) » dt (7.4.36) 
0 


— 1 fi 
cz - f ot (t')dt' 
t Jo 


-<at> 


车 (7.4.36) 式 中 一 一 


; 1/2+ < a(z) >, ot 代 以 t+ 一 co 时 的 稳 态 值 : 


一 十 一 下 二 1&10,t0 
as = X0! > = MM 
s jg 4 


l, £2 /25; 
2 «2/2+ 2 


(7.4.37) 


1 
3 <0>= 


则 Giz*(w) 就 过 渡 到 Mollow 所 得 到 的 结果 . 

图 7.12, 7.13 给 出 按 (7.4.35), (7.4.36) 式 计算 出 的 瞬 态 共振 荧光 谱 与 Mollow 得 到 的 
稳 态 共振 荧光 谱 的 比较 . (7.4.36) 式 被 积 函数 按 (7.4.18) 式 取 值 . 设 光 场 是 在 t> 0 作用 
于 原子 的 ， 故 初 值 可 取 为 


< of >=0, < Tr >= t, = —1/2 (7.4.38) 


25 R8 (7.4.23), (7.4.24) 及 (7.4.6) 诸 式 ， 并 代入 初 值 (7.4.38) 式 ， 便 得 


. 1 1 
«0,» = (ia — A/B)e™t + ;ü 十 A[Byev!) < azo > 
E Ait Aat Aat Aat 
Yiz c^t — 1 e^t] A (e^t —1 e**—] 
+= | -一 + 一 一 | -二 (一 一 -一 一 7.4.39 
L[e)-$066—-—)p ce 
i «o0,» iQ eti ext 一 1 
一 + ~ — zo jt S220. 77 Fz -一 一 一 一 一 
d 2B €^ -€7)tygY d —x a 


式 中 的 常数 项 对 应 于 相干 散射 ， 在 计算 非 相干 散射 时 可 去 掉 . 将 (7.4.38) 式 参数 代入 
(7.4.89) 式 ， 进 一 步 代 入 (7.4.18) 式 ， 便 得 (7.4.36) SX B cm E C ( 见 图 7.12), 图 7.12 


*(t)e(t i 
h, Mec= <20> NO- FOZ, IMC-1 f; MC dt, INC-1 f NC dt. 图 7.13 


< at (oo)e(oo) >’ œ%)> > 
给 出 了 在 O/s-1,3,5(« = r1) 共振 荧光 谱 随 时间 t 的 发 展 过 程 . 当 kt 很 大 时 ， 便 趋 于 
稳 态 的 Mollow 共振 荧光 谱 . 
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5 5 5 
4 4 4 
3 3L, NC 3 
2 
2FNc 2F \MC 
1 1 l 
MC 
0 5 10 kt 0 5 10 kt 
(ay E (b) 
5 5 5 
4 4 
$ A MC 
: SF INC 
2 2 2 
INC 
1 1 l 
Z INC IMC IMC 
0 5 10 kt 0 5 10 kt 0 5 10 kt 
(d) (e) (f) 
图 7.12 MC, NC Bii «t 而 变化 的 曲线 
( 取 自 谭 微 思 等 [33]) 
aa ab ad 
M RENS M ia = - 
ba bc 


Lc dc a. al. 


ca CC 


图 7.13 各 种 QO2/5 与 rt 情形 的 非 相 干 散射 谱 
aa ~ae: Q/K — 1, kt — 0.1, 0.2, 0.5, 2, oo; 
ba ~be: Q/x = 3, kt = 0.1, 0.2, 0.5, 2, oo; 
ca ^ ce : (i/i = 5, kt = 0.1, 0.2, 0.5, 2, co 

( 取 自 文献 [33]) 


T5 星 指数 衰变 驱动 场 作 用 下 二 能 级 原子 系统 的 退 态 共振 荧光 光谱 


在 上 节 讨 论 瞬 态 共振 荧光 谱 中 ， 了 驱动 场 是 在 t==0 时 加 上 去 的 ， 为 恒定 的 . Huang 


等 人 136571 研究 了 矩形 脉冲 激光 作用 下 二 能 级 原子 产生 的 共振 荧光 ， 且 假定 脉冲 宽度 如 
很 大 ， 因 此 与 振幅 为 恒定 的 连续 驱动 场 是 相近 的 . 后 来 又 有 人 从 二 能 级 原子 Schrödinger 
方程 出 发 B8j, 计算 双 曲 线 正 割 脉冲 激光 作用 下 的 二 能 级 原子 共振 荧光 谱 , 但 完全 略 去 原 
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/ 
子 在 能 级 间 的 弛 珍 以 及 由 此 而 引起 的 反 转 粒子 吉 变 等 . 另 一 方面 从 近年 关于 含 原子 腔 的 
量子 电动 力学 的 研究 表明 P 也 需要 知道 在 给 定 腔 内 初始 光子 数 情况 下 ， 二 能 级 原子 共 
振 荧光 及 腔 内 辐射 场 随 时 间 的 衰变 行为 . 


7.51 了 驱动 场 可 变 情况 下 Langevin 方程 的 形式 解 


在 驱动 场 ， 亦 即 Rabi 频率 O 随时 间 变 化 的 情况 下 ， Langevin 方程 (7.4.3) 的 形式 解 
可 以 这 样 求 得 ， 先 将 方程 写成 矩阵 形式 


dc 


g= Mo ++I (7.5.1) 
. Oz YGz r: - 
o=] æo |，76== 0 ,I-2[|r- (7.5.2) 
ot T+ 
-yı -i0/2 iQ/2 
-M =| -iR -y 0 (7.5.3) 
(7.5.1) 式 的 解 可 写 为 
T=0, +L (7.5.4) 
e = 一 Mos 十 ?75 (7.5.5) 
dL 
g MP (7.5.6) 
(7.5.6),(7.5.7) 起 的 形式 解 为 
ost t+7)=U(t,T)os(t) + V(t,r)ya | (7.5.7) 
ttr 
L(t4- 7) - U(t,r)L(t) + n U(t, r)r (t yat (7.5.8) 
i 
toT tT 
U(t,7) = exp (- Mar) , V= / U(t, r dt (7.5.9) 
t i 


我 们 说 这 个 解 是 形式 解 ,因为 很 难 按 (7.5.9) 式 定义 的 UV(t,7) 对 其 进行 数值 计算 . 但 这 个 
解 对 导出 算 子 的 相关 函数 关系 是 很 有 用 的 . 这 个 关系 可 看 成 (7.4.27),(7.4.28) 式 的 推广 ， 
参照 上 节 ， 用 “7 ”表示 行 与 列 的 转 置 矩 阵 ， 并 定义 扩散 算 阵 D(t,7) 为 


D(t,r) =< LL (t+ T) > (7.5.10) 
用 (7.5.8) 式 的 L(t 十 7) 的 解 代 入 上 式 ， 得 
79 [. < LHE (t) > U"(t', r)di! (7.5.11) 
由 于 t 关 t < LO) >= 0, 故 上 式 可 写 为 


D(t,7) = D(t,0)U"(t,7) (7.5.12) 
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< e(t)e' (t) > < (os(t) + L(t))(ez(t) + L"(t)) > 


< os(tjor( > +D(t,0) (7.5.13) 


< c(t)a* (t - 7) > < olt); (t -- T) > -D(t, 7) 
= «o,(t)oz(t) > U(t, T) + o,(t)y87V"(t,T) 
十 [< ve (t)o" (t) > ~ < o,(t)o; (t) »]U"(t,7) 


= < oltja" (t) »U'(t,) -a.(t)yo"V'(t,7) ^ (7544) . 


由 (7.5.14) 式 得 知 , JE T LR 3E RC < cftjor(t+r) > 的 计算 最 终归 结 为 < olto lt) > 的 
计算 ， 而 < ol(t)o"(t) > 的 计算 又 可 表示 为 (74.18). 这 就 是 我 们 求 得 的 相关 郴 数 (7.5.14) 
式 的 具体 应 用 . 

有 了 相关 函数 < o(t)o"(t 十 7) > 后 ， 就 可 以 像 上 节 (7.4.31) 式 那样 计算 谱 密度 矩阵 


H 


G(w) 


t ri—T 
ze f | « a(t')o" (t +T) > dt'|s=iw 
nt 0 0 
1 t i—T 
= 二 Re {/ ete | < o(t^)o* (t) > U'(t',c)dt 
Ti 0 0 


t t-r 
+/ ene | < c(t'"ho" > verjar} 
0 0 


HERAK, bs D m fo 故 有 


(7.5.15) 


s=iw 


t l t 
ow) S EI f < e(t)e" (0) > de n e" U" (t r)dr 


t i 
十 f < a(t jy" > dt f entr (7.5.16) 
瞬 态 共振 荧光 谱 所 涉及 的 <ot(t)o-{t 十 7) > BI (7.5.16) 式 的 Gaz(w) 矩阵 元 . 
7.5.2 ”驱动 场 星 指数 衰变 情形 的 瞬 态 共振 荧光 


(7.5.8), (7.5.9) 式 给 出 了 线性 方程 (7.5.1) 的 通 解 ,但 它 应 用 起 来 很 困难 . 当 驱 动 场 呈 
指数 衰变 时 ， 可 以 解 经 Laplace 变换 后 的 差分 方程 ， 使 整个 计算 得 以 简化 .作为 预备 ， 
先 讨论 一 些 数学 问题 . 

(1) 一 维 问 题 . 在 方程 

do 


d^ 一 Me "to (7.5.17) 


"P. Hefe 体现 驱动 场 的 训 变 ， 这 个 方程 有 两 种 解法 ， 其 一 为 直接 积分 ， 即 
o=e (le "eo o= DD eo (7.5.18) 


另 一 种 方法 为 对 (7.5.17) 式 作 Laplace 变换 ， 即 


só(s) — oo = -Mõ(s +7), (s) = T e~“ odt (7.5.19) 
0 
(s) - P - Mag, vo -M mo CM — 
8()- 7 (stm- rad s 5 十 7 s (s 十 中 )… (um) (7.5.20) 
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注意 到 


于 是 有 


1 


eF 


&(s) = Y 二 ( —yy d 


a 
天 一 0 


对 (7.5.22) 式 求 反 变换 得 


(2) 


三 维 运动 . 


r= Y CI 


n=0 


将 (7.5.17) 式 推广 到 三 维 ， 


EE 
(s ny) | $2 


(-)* 1 


k!(n — k)! s+ kg 


NS 1 
kiln — k)! (s+ kr) 
ya — e *)"co 
有 
0 —i/2 i/2 
-i 0 0 
i 0 0 


解 的 形式 仍 为 (7.5.23) R. 式 中 M BE (7.524) 式 定 义 ， 易 证 


NS (Cy 
pP (2n)! 


-1 0 
M*-| 0 -1/2 
0 1/2 


0 
1/2 


-1/2 


= -E 


M*-E, E=E, EM=M 


(E mi a 


很 明显 ， 当 了 一 0 时 


因此 ， 


即 


C(Q,n,t) -5 - ms 


S(0,9,0 = D D 1R? 


r 


n+l 


(2n +1)! 


C((,59,t) > cos Qt, 


(7.5.25) 式 可 简写 为 


—1 )'o2n1 — g^ 
"Qna C 


9 


1—e"t 


C 


)m 
n 


— e^t 2n+1 
7 ) 


S(0,5,t) — sin Nt 


c(t) = (CE + SM)og 


Ozo 
1/2(oy — eq) 
-i/2(ey 一 co) 


+5 


-if2(eg 一 co ) 
一 20z0 


10,0 


2n41 
) Moo 


(7.5.22) 


(7.5.23) 


(7.5.24) 


(7.5.25) 


(7.5.26) 


(7.5.27) 


(7.5.28) 


(7.5.29) 


(7.5.30) 


(7.5.31) 
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注意 到 将 (7.5.30) 式 推广 到 o (tr 7) 5j o(t) 的 情形 


e(t -- 7T) - (CE + SM)o(t) 


1.5.32 
C = C(e, nr), S— S(Qe"',n,r) l | 
这 时 C,S 一 般 为 ,7 的 函数 ， 而 不 只 是 一 个 变量 7 的 函数 . 
7.5.3” 含 阻尼 和 稳 态 项 的 三 维 衰变 运动 
将 三 维 训 变 运动 推广 到 含有 阻尼 和 稳 态 项 的 情形 : 
d 
x = —Y(s -5)+QMe "a (7.5.33) 
AP 
7 0 0 xz 0 —i/2 i/2 
2| 0 «S 0 |, 92] 0|, M=| -i 0 0 (7.5.34) 
0 0 ~ i 0 0 | 
对 (7.5.33) 作 Laplace 变换 
1 
(s+ y)o(s) 一 oo = ;78 T Q0M6(s +n) 
1 1 Q 1 Q t 0 
5(s) (tM stnty stnty si2043 | ) 
1 1 Q Q 1 
EP H M -.]e, (7.5.85) 
x (eo 可 + (5 sin sta simia sn ^ IL (7.5.35) 
Fw 
1 0 0 
8 二 Y1 1 
- —— 0 
D(s- y) 0 $17 
0 0 
3 十 ?2 
: 0 0 
5 十 ?2 1 
D = 0 —— 0 7.5.36 
(s 4- y) ne i ( ) 
0 0 
s+ 
E WE x 
D(s+)M 2 MD(s y) D(s+y)=D(s+) (7.5.37) 
于 是 
1 M R ...M—L— = DMD: --- Da (Q) 
s+y stmY s+nn+y 
- 7.5.38 
| M° DoD: Ds (n 为 奇数 ) ( ) 
M?0* DoD, --- D, (n 为 偶数 ) 
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由 (7.5.35),(7.5.38) 式 得 


d - 1 
(s) = 》  Q? M?" DoD: D2- +: Danl(00 — 5)+ Da, - ] 


— m g my 
oo - - . 1 
37 十 1 2a+1 7) D.D.,...D n A D; —- 
P» M o£ 2n41 区 5) t Du $4 (2n i 1n + n3 Dn? 
由 于 | 
D3} = s+ 2n +y, Dal,-s-c(2n-1)n y 
(7.5.37) 式 可 化 为 
E — 2n agon 2 . A 
6(s) = 》 Q^ M?" DoDiDi Dis (o0 + "a 2577) 


n=0 


oo P ` . 1 
+ (mH MH Do Di Da- Dangi 1E 十 Y 一 -一 一 ~ 一 一 一 -0 

2. 0/142 2n+1 Jr nal 
由 (7.5.25), (7.5.26) 式 


M?^—(—1^E, M?" =(-1) M, n4£0 


1 
6(s) = (1— E)Do @ 十 xe) + E(lyoo + lay) + QM (loo + lay5) 


h = X (Ay 9 DoD Da - -: Don 


n=0 


h 二 Carm Dep, D; Danai 


n=0 
c - 1 
一 —1 n()2n D,-...D — 
ls 2 JQR DoD, D; P nn 
a: = > 1 
=》 10n2 Do 一 
m (-1)7*0^* DoD: D2 2 HFF n4 10D 


n=0 


hod, 的 计算 参见 文献 [35], 均 为 对 角 和 矩阵 ， 且 有 


将 各 中 的 参数 和 4， y E JE E ETE 
经 过 复杂 的 计算 得 (7.5.42) 式 的 解 为 


(7.5.39) 


(7.5.40) 


(7.5.41) 


(7.5.42) 


(7.5.43) 


(7.5.44) 
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i . D_ 0l 
é, i 11020 一 22(a0 一 od) 137y19 z 
M l=- -t 
E 一 GN 29 ) * —i(120,9 十 0 
gt -3h(so 一 aj) iftí20 o 0 
0 
0 log tog 
十 | inis: | 十 | 2 sra 
iQi o. 1 oy od ' (7:5.45) 
2 s+% 


Wig 的 道 变换 为 万, MR (7.5.45) 式 的 逆 变 换 后 得 


1; 一 P H 一 ?27T17 一 一 > E 
o (rT) = 31(7)(00 一 oz) 一 il2(T)Nozo 十 zE mT (ag + ed) — il (T): 


或 

(t+) = Silor) — ed (0) — ils (r)0(0so() 

E "(od (t) + ed (£)) —il(7)Q(t) os (7.5.46) 
Q(t) 2 fe-™ 

故 有 

< o+ (tjo (t+ 7) >= zh (r) 677) < o+ (a7 (0) > 

-ila()Q(t) < e* (t)oz(t) > —iL(7)0(t)ym2; < ot (t) > (7.5.47) 
参照 (7.5.15), (7.5.16) 3X, 48 1H BRUCH OG OG S DS 

Gao(w) = 二 Re u e *'dr [. < o* (t')o (t! - 7) > 2 


n < c* (t')o7 (t') > dt n e^" (30h () + e7)dr 


IN 

| 一 

E 

[e] 
一 人 一 

l 


t t 
-it [ at) «ette > at f etr 
0 0 


i 

0 3 一 3 
按 (7.4.18) X, «oct*(t')o"(U) >, « a* (t)o,(t) >, «o*(t') > 等 均 可 用 oU) KER, 
而 o, (t) 即 (7.5.45) oX B 38 26 AR A 


-af Ut) < c* (t) > maae | "nner (7.5.48) 


全 ME -hlg -of) \) ( hme. 
e;(t) |=] ;h(v- v9) |+ inho + 0 
cz (t) -h(g — ad) if1I50 0 0 
0 1 0 | 
+| iluy: || se "(oo og) 
iQhys, g* "(eo 4 od) (7.5.49) 
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五 ~ 到 的 计算 公式 参见 文献 [35]. 


7.5.4 计算 结果 与 分 析 


图 7.14 为 光 抽 运 脉冲 曲线 .假定 a 
Bkit EJET, 以 致 前 沿 可 略 去 ; 当 上 0 
升 到 峰值 9 后， 再 按 Q(t) = Qe xx 2.5 5 7.5 10 
Wh. 参照 (7.5.48) 式 ， 定义 如 下 规 一 化 
参量 : 图 7.14 tx ME. (a,b,c 分 别 对 应 于 n = 0.2, 0.5, 1) 


( 取 自 Tan Weisi 等 [35]) 


LI fE < (的 > V 
i rE 


. (7.5.50) 
t ， fal 
INC = J et Est)» y 
t Jo < et(oo) > 
Q2/2 -iy 0/2 
+ - 一 十 一 
< an (oojo (oo) >= BA. < ao (co) >= 了 2 十 9 (7.5.51) 


初 值 取 为 «og >=< cg 75-0, < oz0 =< 6, >= -1/2,IMC,INC 随时 间 变化 的 曲线 由 图 
7.15 给 出 . | . 

图 7.16~7.18 分 别 给 出 了 = 0.2, 0.5, 1 的 瞬 态 共振 荧光 光谱 . 每 一 图 中 又 包含 0 = 
1, 3, 5 三 种 情形 ， 上 的 取 值 范围 为 0 ~ 10, 频率 w 的 取 值 范围 为 -7.85 ~ 7.85. 所 有 计算 
均 取 和 = 1 y2 = V/2= 1/2. 

从 这 组 图 容易 看 出 如 下 的 一 些 特点 : 

(1) 共振 荧光 存在 的 时 间 远 大 于 光 抽 运 衰 减 时 间 1/9. 如 图 7.189 = 1.0, Q= 1, 3, 5 
的 各 个 荧光 庶 ， 其 峰值 是 随 t 的 增 大 而 指数 衰减 的 ， 但 比 图 7.14 中 相应 的 e-"7 曲线 要 
慢 得 多 . 对 于 图 7.16 、 图 7.17m = 0.2, 0.5 的 情形 也 是 这 样 的 ， 由 (7.5.48) 式 ， 影响 共 
振 荧光 光谱 强度 的 因子 i/ «ete» ans f Q(t^) « e* (t) » dt 经 规 一 化 后 
便 是 IMC, INC, 对 于 n= 0 情形 ， IMC, INC Hp t 的 增 大 而 趋 近 于 稳 态 值 1, 但 当 
7 二 0.2, 0.5, 1 时 ，IMC, INC 均 随时 间 t 的 增 大 而 衰减 ， 其 路 = 1, O= 5 情形 明显 按 
指数 下 降 ， 但 下 降 速度 要 比 e77* 48. 对 同一 0, 不同 情形 ， 则 IMC, INC 的 峰值 随 ? 增 
大 而 下 降 . 

(2) 对 于 谱 随 时 间 变 化 的 瞬 态 行为 ， 当 t 增 大 而 又 不 是 很 大 ，7 较 小 的 情形 ， IEEE 
光 光 谱 的 三 峰 结 构 (PR = 3, 5) 基本 上 与 9 =0 的 稳 态 情形 相同 ， 如 图 7.16 Bros H9 m — 0.2 
情形 ; 但 当 ?7 增 到 0.5, 如 图 7.17, 则 边 峰 减弱 ; 进一步 增 至 7 = 1, 如 图 7.18, 则 边 峰 几乎 
消失 ， 谱 变 为 单 峰 ， 

(3) 34 t 不 是 很 大 的 瞬 态 行为 ， 一 般 而 言 ， 对 8 = 工 倩 形 ，t 由 小 到 大 ， 共 振 菊 光谱 
保持 单 峰 结构 , 但 当 0—3, $ = 0.2,0.5 情形 ， 瞬 态 荧光 谱 中 最 先 出 现 的 是 边 峰 ， 到 后 来 
中 峰 才 长 出 来 . 当 0 = 5, = 0.2, 0.5 情形 ， 中 峰 的 出 现 还 伴随 着 一 些 细 的 起 伏 ， 这 些 
细 的 起 伏 又 随 着 n 的 变 小 而 消失 . 图 7.19 给 出 人 = 5, n= 0.1, 0.05, 0 的 瞬 态 共振 荧光 
光谱 以 及 荧光 谱 的 消失 过 程 ， 最 后 过 滤 到 光滑 的 三 峰 结 构 . 
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IMC,INC 
IMC,INC 


Q-1 


B 7315 IMC, INC 随时 间 t 变 化 的 曲线 (XA IMC; ERA INC) 本 
( 取 自 文献 [35]) 


Q-1 023 . ` Q=5 


. ' 7.85 — 1.85 
o; 1.85 


= E] 

= E——— 1 

m d ———— 9 S ——————————————— U 
— 1.85 7,85 — 1.85 


图 7.18 Wit de Je oco (n = 1) ( 取 自 文献 [35]) 
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E T9 有 瞬 态 共振 菊 光 光谱 (9 = 5) ( 取 自 文献 [35]) 


7.6 考虑 到 自作 用 后 二 能 级 原子 的 共振 获 光 谱 加 


Mollow 理论 模型 ， 仅 包括 了 加 在 原子 的 外 场 ( 即 驱 动 场 ) 与 原子 的 相互 作用 ， 而 忽 
略 了 自作 用 . 这 节 我 们 仍 假定 驱动 场 为 经 典 的 相干 场 ， 同 时 考虑 原子 辐射 场 的 自作 用 ， 
计算 二 能 级 原子 的 共振 荧光 . 计算 结果 表明 ， 由 于 自 相 互 作用 的 引进 ， 中 峰 已 表现 出 明 
显 的 Rabi 分 裂 ， 这 实质 上 就 是 文献 [39] 说 的 真空 场 的 Rabi 分 裂 . 

7.6.1 考虑 到 自作 用 后 二 能 级 原子 与 辐射 场 系统 的 Langevin 方程 及 其 解 M 


没 二 能 级 原子 的 跃迁 频率 为 wo, 单 模 场 的 模式 频率 为 w 则 包括 原子 、 辐 射 场 及 其 
相互 作用 在 内 的 哈密 顿 量 为 


Hi = hwo, + ħwe | btb + jJ T h(gblo" c g'bo*) (7.6.1) 


又 设 驱 动 场 为 经 典 的 ， 振幅 为 bbr, ARA ww， 则 Rabi SUE Q* = 2g0je'^, = 
2g*b,e "^t, 驱动 场 与 原子 的 相互 作用 为 


Hn (0ro- + Oo+) (7.6.2) 


根据 (7.6.1),(7.6.2) 式 ， 即 可 求 出 原子 及 场 算 符 的 Heisenberg 运动 方程 


dO i 
“y = lA + H, 0] (7.6.3) 
将 (7.6.1),(7.6.2) 式 代入 式 (7.6.3), 并 应 用 原子 算 符 00t 间 的 对 易 关 系 (7.4.16). RDA 


符 间 的 对 易 关系 bb! 一 bib — 1, 可 得 


00* i 
: = —igblo + ig*bo 一 tp + $7 
do- 
P = —iwg6 — i2g'o,b — No, (7.6.4) 
dot 


人 iwoot + i2gbla, + ifl" o, 
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— = —idw oigo 
" (7.6.5) 
de iw, bl — ig*a* 


注意 到 (7.6.4),(7.6.5) RET i RIAT YE B6 28 IRI B5 366 23. En REO LEE ERI BS. 为 计 及 弛 
耶 与 损耗 ， 应 加 上 无 规 力 的 作用 ， 即 


do iQ iQ 
ž 一 一 — fT — 37 + — a + t 一 一 人 十 
dt ms. — Fa) — igb'o + ig*bo 397 ty? TI 
d- = (42 + iwo)o- — i2g'o,b — ilo, +T- 
dat . 十 . t m" 十 
dc 一 (?73 — iwo)o * + i2gb!o, --iQ*o; 十 工 (7.6.6) 
db 
qp (OXT Wwe)b tige + F- 
dbt (7.6.7) 


uw OXt iwe)b? — ig*ot + Ft 
使 得 对 易 关 系 在 对 无 规 力求 统计 平均 的 意义 下 得 以 满足 . 注意 到 0,0* 中 包含 因子 
e nt, eot, 故 可 将 (7.6.6) 和 (7.6.7) 式 作 旋 波 变换 : 
Q, Q* — Qe- eit feit 
b, bí-— beit, phgit 
g * eit (7.6.8) 


c, ot oe f, 


r+ —Dteteut F? — Ftetisit 


于 是 有 

do, iba Q dd 

22 —y (0z — öz) — igbo + ig*bot 一 -c T 一 -+ TE 

dt 2 2 
do . MEM . - 
u^ —(*a + iAw)s  —i29g'c,b — io, +T (7.6.9) 
dot . 4 . t ak 十 
u^ —(va — iAw)o * + i2go,b! + iQ" +T 


db zu 
d^ (-x — iAw.)b + igo + F 
t 
u^ (7x +iAwc)bt — igot + F (7.6.10) 
Aw = wo =w, Awc= We — w 
Aw, Aw: 分 别 为 驱动 场 与 原子 跃迁 频率 的 失 谐 及 谐振 腔 频 率 的 失 谐 . 
引进 无 规 力 后 对 谱 的 计算 ， 可 参照 上 节 的 方法 进行 . 先 将 (7.6.9), (7.6.10) 式 中 的 无 
规 力 去 掉 ， 并 求 其 解 ， 各 参量 加 下 角 标 “s ”标记 ， 于 是 有 


. do. 10* iQ 
Wz o — 8.) — igbto + igb ot — Eo ot 
dt Yı (zs 0i) igb;o, +g b,0, 2 Cs t 2 Cs 
do, . — a * 。 
C47 —(Y + íAw)e, — i2g'0;,b, — i(20,, (7.6.11) 
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"o Al a 


E 
do; 


= —(y2 — i^w)ot + i2go,, bl + iN" Tzs 


dt 
db, 
à = —(x + iAwe)b, d igo, 
t 
2s = —(x — iAwc)bt — ig'a? 


现 考虑 共振 激发 与 振荡 情形 Aw = Aw = 0, 并 定义 


y. = 0 zsb,, yt = bio,s 
Yzs = blo, — bol 


又 设 Q= N, g = g*, 于 是 由 (7.6.11), (7.6.12) R, 得 


dy; _ dg . dO zs 
RN UM b, 
di XP 7037.8 tq 
WE E RT 
dt M 2 3 at 
dyzs . do- dot 
= —XUzs 一 bt 2 8 2 
dt Xy | ig t5 dt dt 
由 (7.6.11), (7.6.12), (7.614) 式 ， 得 
dazs - . 
dt = — y1 (zs 一 5za) 一 29Vzs 一 Dor 一 Is +) 
d,o, 2o aa R 2 
Fi 一 Is )- yalo; Ce ) 329(y; T Ys ) 一 IZN zs 
Sy yf)o-xG tub) Sr ot)+ (b, + bt) ZE 
dt 3 s s 3 2 s 3 3 E dt 
dyzs — ， dc; deo; 
de oc XM c9 + b, à b, d 
d, . - . - - 
go t) = nlo, 十 oz) 一 29(07 — 7) 
d ig dc 
二 1f 一 ~ 十 一 一 一 __ pt _zt zs 
dis c) XY y) ue; tel) (s. - Do 
设 
Tzs = 5 Sua, of ` cz en 
n=0,1,... n=0,1,... 
— 5 bane”, bt 一 » pi et 
1,—0,1,... n=0,1,... 


(7.6.12) 


(7.6.13) 


(7.6.14) 


(7.6.15) 


(7.6.16) 


(7.6.17) 


re 


fE AID RRA (7.6.15), (7.6.16) 不 求 等 式 两 端正 比 于 ew 的 项 的 解 ， 因 (b, +o) ， 


一 e^ 
p, E ci „d At bi.) zs 
a =a ; IRA Booths) x 
A p dos ol y 0, 
BIA AB (b, EIDE, b EE, 
doza uu = ; iQ, -_ + 
ud = Y1(0zs Gzs) tgYzs 2 (c; 70, ) 


UU c0 797 下 面 将 看 到 当中 很 大 时 ， pe 30 
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d - . - . 
40s -07)= mio - at) -i2g(y, + HW) — iNo 


1 ig (7.6.18) 
ba m 一 TV Su o Aut 

g” t45)--x(s +yz) 7 (e; — 03) 

dyzs 
dt = —XYzs — 1g 
d - 
ge 十 oz) 一 一 Ya(as + oi) — i2g(y; — i) 
1 ; (7.6.19) 
a Uus 一 yi)--x(w -ui- A (oz tof) 
(7.6.18), (7.6.19) 式 的 特征 方程 分 别 为 
(A 4-50[O. YO 92) tP AnP (A x)] 0 (7.6.20) - 
(A 59) x) t g? —0 (7.6.21) 


对 于 无 腔 的 情形 , 相当 于 腔 的 损耗 x 一 oo, WEA Mollow 共振 荧光 理论 . (7.6.20), 
(7.6.21) 式 分 别 给 出 边 峰 与 中 峰 的 特征 根 ， 包 括 峰 值 与 宽度 


入 十 Y2 = 0, Ào = 一 人 2 (7.6.22) 


OF m)0 0 32) - 0? =0 


VES - L3 tijo- Quy (7.6.23) 


如 果 有 腔 ， 则 腔 的 损耗 X 为 有 限 ， 中 峰 的 根 (分 别 用 Aa As 标记 ) 不 再 由 (7.6.22) 给 
出 ， 而 是 由 (7.6.21) 式 给 出 为 
+X., g-(RLXy 


A4. Às = 3. xai (1.6.24) 


比较 (7.6.24) 5 (7.6.23) 式 可 见 ， 自 作用 耦合 系数 9 起 着 驱动 场 Rabi 频率 0 的 作用 ， 
如 真空 场 的 Rabi 分 型 3€. 与 此 同时 ， 边 峰 的 根 也 不 是 (7.6.23) 所 给 出 的 ， 而 是 由 方程 
(1.620) ff th 
(A t v0 E 99) 9 HPA - 51) - Q?(A 4 x) 20 
和 十 X 一 0 
(7.6.25) 第 一 式 给 出 一 个 中 上 峰 ( 实 根 ), 两 个 边 峰 GEAR), 分 别 用 At as 标记 。 (7.6.25) 


第 二 式 给 出 一 个 中 峰 的 根 入 = 一 Xx. 
在 方程 (7.6.18) 中 ， 由 第 四 式 可 直接 解 得 


(7.6.25) 


j i 
yas = — 4 (yo + je (7.6.26) 
X X 


从 方程 (7.6.12) 式 易于 看 出 ， 当初 值 ( 字 D), = 0, 对 于 共振 情形 有 


ig — 1 ig 
bo = x bo = E (7.6.27) 


TÉ 
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yz = (bla — bat Jo = MALE 4t6e705)--A (7.6.28) 


由 (7.6.26) 式 得 ys = -3 代入 (7.6.15) 25 — A, B 


da iQ g? 
Z 一 一 Fo- —gt)— — 
dt yı (Tzs 8j) 3 (e; c, ) X 


2 
在 上 式 中 , g^ /x 并 到 5s 中 , 即 令 m5 — yga 并 考虑 到 当 驱 动 场 Q9 0,t 9 oc 
时 ， 粒 子 处 于 基态 ， ac。 > 3: = -了 则 方程 (7.6.18) 为 


da, _ = iQ, + 
dt 三 Ti(Ozs 8,,) 一 可 (os 一 Is ) 
dt ty xd ut ， 
五 (cs —04,)-— —wy(o, — 03 )— i2g(y, t y; ) — i200, (7.6.29) 


dt ty Mu 
q: +y: ) = -xiy ty) (s. —0;) 


fi (7.6.19), (7.6.29) 这 两 组 方程 ， 将 ozs, 0; —02, y, - yi. o; 十 ot 的 解 表 示 成 加 
下 的 展开 式 : 4 
0zxs = qi + eue 
j—1 
3 


一 十 A; 
0, —0, =q 十 》 0401,67! 
j=1 


3 
V; yj = gs + S bjaje (7.6.30) 


j=1 


j=4 
式 中 - - 
q Yz q —i2(y46; 
1 二 -一 一 一 一 一， 一 —— 
N+ E ? m (vo + 92/X) + Q? 
—g89.,5 ; 
T1038 —120 
a= x Soap- < (7.6.31) 
ms t gx) +N Ai t m t g?/(A + x) 
—ig/2 —i20 —12g 


| | itxi tnt Otx ? AX tm 
"5 0 很 大 时 ，g 将 很 小 , 故 初 值 c = 2/2, oh — —22/2 也 很 小 . 由 (7.6.27) R. bso bto 
也 很 小 . 将 017,02; 分 别 表 示 为 
arj = Ajaz + Bilog — og) + Cilus +yd) +D; 
az; = Ej(eg +09) + Fi(yo — o) 
代入 (7.6.30), (7.6.31) 式 ， 比 较 系数 即 可 定 出 4;, Bj, Cj, Dj, Ej, Fj T RE £8 8] f 
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3 
ozs(t) —( T DY aye 
j=1 


3 5 
- 1 ， , 
c, (t) = 3 十 1 ajae” + 1 c;a5 €^] (1.6.32) 
j=1 j— 


3 5 
1 , ; 
oj (t) = -3m 十 ojoaje — Y cjazje™] 

ji i=4 


经 整理 ， 令 3 
Pa)- VW aA; *, W= Y a;D;e 

J j=1 

5 
U(t) = Y aiBie™, U(t) = y gB 


j=4 


3 
a 
j=l 
3 


5 
V{t) = SasCie™, Vi(t) = y c Fje* 


j=4 


(1.6.32) 式 可 写 为 l 
a (t) = qr + PE + U(t(os ~ ot)+ VOo + yi) + Wt) 


La Pea + VO + TO) - (00 ™ (ei 


oz (t) = 
| + W(t)] (7.6.33) 


(V OF V. (Du + VO - Vi (006 
sio dt Poro + UO- Us - O7 U, (Dvd 
(Y (0 VO t VOVO W (0) 


7.6.2 二 能 级 原子 系统 的 共振 荧光 谱 


在 解 (7.6.33) 式 的 基础 上 ， 可 写 出 量子 回归 关系 
< otto (t 7) >= taz < ot(t)} > +P(7) < ot+(t)oz(t) > +W(7) < ct (t) > 
+(U(r) + U(09) < at (tjo (t) > -(U(r) — U1 (7)) < ct (te^ (t) > 


(V(r) - W(0) < ot (v t) > (V(r) + Vi) < ot (Ov C) >] 
(1.6.34) 


a, «ot(t 等 等 为 对 无 规 力求 平均 ， 应 用 对 易 关 系 及 < a > 一 < T, +L > 一 < 0s >， 


c, SD £9 oo 时 的 稳 态 值 9 FRET Bp ; 
«0, 2 
< of+ >=< oz >= -3, «050,2—— ; = 2 
tg” 1 1 十 了 十 
< 0 0 >=< 2 十 0zs 2— 5 tdi «o*o* >=0 (7.6.35) 
- igo ig/2 nm ig/2 ,1 
«oct »-—«0'0V—— P» E ———-«0 8 >= 一 一 一 一 二 十 
AX 入 十 X PIE t) 


， 十 
一 20C 
< o*y* >=< gt XT 2-0 
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代入 (7.6.34) 式 得 
< ot(tjo (t +7) >= 5| - St e wt + BPCO) 


(a) (U(r) + UT) + A + CO-ED] | (ag 


t up FE Ak di COGI BO HERE BUR BE 129 


ll 


t t—T 
ze f ene | « a* (t')a7 (t' 4 7) > dt 
0 0 


7 


G(w) 


il 


LRe[SB(s) - Ewe (5 +a) (0(s) + Ci(s)) 


19/2 
x4 (a) O-A] (7.6.37) 
AF 
3 3 
S/N Qj A; ~ u aiD; 
P) =h, -A WO) = i 
5 
_ 3B; 7 (yo V Sis 
Ül) = 3 Dn Us) = 3D (7.6.38) 
n 724 
一 a;C; P - cjF; 
99-325 hesp 
了 一 上 7 一 4 


7.6.3 ”计算 结果 与 讨论 
图 7.20~7.22 分 别 给 出 X = 0.01,0.1,1 时 的 二 能 级 原子 的 共振 荧光 谱 曲 线 ， ETUR 
的 损耗 x 继续 增 大 ， 荧 光 向 Mollow 的 三 峰 谱 过 滤 趋 势 ( 见 图 7.23). 


4r lp apte . 
Qi 9-3 
3r 3 
T a 2 
1 S l N 
- Y & 
uU ^ ý o S 
—]2—-8—4 0 4 g pu -I12-8 —4 0 4 8 2" — 12-8 -4 0) 4 R Ea 


w w [7] 


图 7.20 ”二 能 级 原子 的 共振 荧光 谱 {X= 二 0.01) 
(RAXA, WEA [41]) 


lip —8—4 0 


(O) [m 


图 7.21 二 能 级 原子 的 共振 荧光 谱 (x = 0.1) 
( 取 自 文献 [41]) 
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对 于 图 7.20 Bros if] x = 0.01 情形 ， 当 g = 001 时 ， 有 很 尖锐 的 中 峰 ， 其 宽度 远 小 于 
自然 线 宽 y 所 有 边 峰 ， 包 括 中 峰 的 Rabi 4r EI Bi HU], 34 9 增 至 1 ~ 2, Q = 1, 谱 很 
5. Di 03,5, 除了 中 峰 外 ， 还 能 看 到 中 峰 的 Rabi 分 裂 ， 以 及 由 驱动 场 作用 产生 的 
弱 的 边 峰 ; 对 于 9=20=3 人 情形 ， 仅 能 看 到 中 峰 的 Rabi 分 裂 ， 这 里 很 强 的 中 峰 乃 是 原 


rp (228-4 0 4 8 122 
w w w 
图 7.22 二 能 级 康子 的 共振 荧光 谱 (xX 一 1) 
( 取 自 文献 [41]) 


4 
3 
2 
i 
0 


i / 
—19—8 —4 0 4 8 12" —]12—-—8—-4 0 4 8 12^ —i2—8—4 0 4 8 12" 


w w f) 


图 7.23 二 能 级 原子 的 共振 荧光 谱 (g= 2) 
( 取 自 文献 [41]) 


来 的 边 峰 与 原子 的 辐射 场 相 互 作用 产生 的 ， 而 原来 的 中 峰 Rabi 分 裂 为 双 峰 了 . 对 于 图 
7.21 和 图 7.22, x 增 大 ， 腔 由 良 腔 变 为 劣 腔 ， 此 时 Rabi 分 裂 占有 较 突出 的 位 置 ， 中 上 峰 被 
ER, HE HUBCE. [E 723 中 ，g 二 2, 随 Xx 增加 , 谱 明显 逐渐 过 渡 到 Mollow 结果 一 三 
峰 谱 结构 . 


7.7 原子 在 压缩 态 光 场 中 的 共振 荧光 o 
7.7.1 ”原子 在 压缩 态 光 场 中 的 密度 矩阵 方程 


求 原 子 的 密度 矩 降 方程 与 求 激光 场 的 密度 矩阵 方程 (5.3.25) RAM. RATSA 
相互 作用 的 哈密 顿 量 [的 


Hr = -iflot 》 grbr — o7 S ,gibi (7.7.1) 
在 相互 作用 绘 景 中 ， 包 括 原 子 与 热 浴 在 内 的 密度 矩阵 W 满足 如 下 的 运动 方程 ; 
DL = HW]= (x) m, f (Hj, W]dr] 
= B/W) WH 
—Hi(T)W(T)HI(t) + W(r)Hi(r) HI(t))dr (7.7.2) 
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t W = ppp. p,pp 分 别 为 原子 与 热 浴 的 密度 矩阵 . 将 (7.7.1) 式 代入 (7.7.2) 式 ， 并 对 E 
求 迹 ， 注 意 到 Trelos)= 1, 而 且 bk, 5l 为 平稳 随机 过 程 ， 则 有 


Tra (bl (tbr (r)pn(r)) =< bi (t)bis (t) > &(t — 7) (7.7.3) 


Xe 


3 73 os [ «std (b, (t)bi (r)en(7))dv 


k,k'! 
San < bj (Obi (t) > 
kk! 
N+1 
K z =Y asp < bb > 
und (7.7.4) 
KA. Y aue EDO 
kk! 
n < bl(t)l, (t) > 
k,k' 
=J gkg% < OBE(E) > 
k,k' 
则 (7.7.2) 式 化 为 
dp N+1 
9p — 267 pot — gta p — pto" 
a 65 09 po ogo p—pao^adà ) 
N F 
RC (20t pr —0 0*p-— po ot) 
M 
RI nt pot —o*a*p- pa* at) 
一 (29d pa —a o8 p~poo ) (7.5) 


现 将 (7.7.5) AWH THRHR EA pe = |0 >< 0| 及 压缩 真空 态 pns = |0 >。 . «0| 的 
5 M. 


< B'(t)b(t) >=< 0jbtb]0 >= 0, N=0 
< b(tO)b (2) >=< o|btotlo >= O, M*=0 


代入 (7.7.5) AX, 18 


(7.7.6) 


dp = kg pot 一 Sata — secto" 7.) 
(2) 压缩 真空 态 (|0 >。= 5|0 >,5 为 压缩 态 算 子 ). 
< bi(t)b(t) >=< 0|Stotsstoslo >=< Ol(pbt + vb)(ub + voi)l0 >=? =N 
< b(t) >=< 0j(ub + vb')(ubl + v*b)]0 >= p? - 14? 
< b(t)b(t) >=< Oj(ub + vbt )(ub + vbt) >= uv = M (7.7.8) 
< b(t) oI) >=< Oflubt + v*b)(pb! + v*b) 0 >= nv = M". 


AB. jv 为 压缩 态 参 量 ，/2 -zz2 = 二 
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(3) 有 趋 动 场 情 形 P0. 有 驱动 场 作用 下 的 相互 作用 哈密 顿 量 为 


Hr = —ho* MM ean + c.c. 


he [02 M ) ES 2373 c.c. (7.7.9) 
这 样 ， 在 密度 和 矩阵 运动 方程 (7.7.5) RE LEGAS OR (Pan), : 


Oleas sm 


将 (7.7.5) 式 的 22 用 [22] 标志 ， 则 总 的 TP 应 是 


dp  |dp dp 
d EH + (2) (7-711) 
参照 (7.7.5), (7.7.10) 和 (7.711) R, #4 


p=< 0: > 0+ «40 50 +<" >*t (7.7.12) 


EIE I i d GER E F I Bloch Jj gà [52 


dco, - iQ - iQ 十 
—a ^ml«&e»-9)-y«e ^4 ye > 


=~z <07 »-—«y«2co*»-i«2o» (7.7.13) 


=z < 0o > -y3 < 07 > +iN <o, > 


doz E iQ iQ 
du ylos- a) To y 
do^ 
dt 
十 
de" 一 -—z'ot 


di 


gt 
= —207 — y0? ~ iNe (7.7.14) 


一 + iNo, 
式 中 
qı = s v), y2 = KUV 
z= 2 + i(wo — w) (7.7.15) 

由 Bloch 方程 (7.7.14) 可 以 看 到 ， 压 缩 真 空 态 与 原子 相互 作用 导致 了 原子 电 偶 极 算 
符 ot t c- HB. BARAA vo. Ayn, R EAE TA I aA A. 
7.7.2 ”原子 在 压缩 态 光 场 中 的 共振 荧光 谱 

在 Bloch 方程 (7.7.14) 的 基础 上 , 可 计算 出 原子 在 压缩 态 光 场 中 的 共振 荧光 谱 , 结果 如 
图 7.24 所 示 . 图 中 A DJ vo 的 幅 角 2 = ale syr 为 压缩 参量 ， 几 一 coshr, v| = sinhr. 
图 7.24(a)-(d) 均 为 共振 情形 ， Aws = wo ~-w — 0. 图 7.24(a) 为 Ag = 0, 共振 荧光 谱 随 
压缩 参量 > 的 增加 ， 表 现 出 超 加 宽 . 7.24(b) 为 Ad =x, Er Hm., PRERA 
细 ， 边 峰 被 抑制 . 图 (c) 为 Ag = 7/2 的 荧光 谱 ， 其 变化 情况 介 于 图 7.24(a) 与 (b) 之 间 . 
图 7.24(d) 则 是 荧光 谱 随 Ag 的 变化 情形 . 
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(Uu — wY 


(bj 


1.0} 
0.8- 
es 0.6} 
a 
— Ad x 
* 04H 
A 
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: 图 7.24 压缩 态 光 场 中 原子 的 辐射 光谱 
(a) Ad = 0, Q/»y = 5, Awa = 0; (b) Ao =T, R/Y =5, Awa = 0; 
(c) Aó = »/2, Q/7 — 8, Awa = 0; (d) 1/7 = 2, y2/y = 0.9, co = 0.5, Q/y = 5, Awa =0 
( 取 自 张 卫 平 、 谭 维 坦 [42]) 


7.8 mT Q.E.D. 


原子 的 辐射 与 跃迁 是 原子 物理 与 量子 力学 中 一 个 很 基本 的 理论 与 实验 课题 ， 自 从 
Einstein 引入 自发 与 受 激 辐射 系数 后 ， 一 个 很 长 的 时 间 内 ， 似 乎 问题 已 经 解决 . CPurcel 
早期 的 工作 是 很 重要 的 [ij, 但 在 当时 未 引起 足够 的 重视 ， 只 是 若干 年 后 ， 又 重新 提出 来 
进行 探索 . 这 就 是 目前 有 关 原子 腔 量 子 电动 力学 (Q.E.D.) 研究 的 开始 . 下 面 就 从 自发 辐 
射 ， 原 子 与 场 作用 J-C 模型 等 方面 讨论 这 一 问题 . 


7.8.1 自发 辐射 的 增强 与 抑制 


1. 经 典 自 发 辐射 理论 

一 带电 的 简谱 振子 在 外 场 作用 下 ， 是 吸收 还 是 放出 能 量 ， 主 要 依赖 于 简 谐 振子 与 驱 
动 场 同位 相 (A$ = 0) 还 是 异 位 相 (AQ = m), 这 就 是 吸收 与 受 激 辐射 . 此 外 ， 即 使 没有 外 
加 电磁 场 的 驱动 作用 ， 由 于 简 谐 振子 的 加 速 运动 ， 还 会 自发 辐射 出 能 量 . 经 典 电 动力 学 
给 出 辐射 的 总 功率 号 为 
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2 e2a2 26? 4de2w4 2 


人 (—2w°r cos wt)? >= 57 (7.8.1) 
自发 辐射 几率 WW 为 -—— 
T UE. he TE 
半 经 典 理 论 
从 计算 原子 的 跃迁 几率 出 发 得 出 第 二 黄金 律 ， 即 由 激发 态 向 基态 跃迁 的 几 亭 为， 
w= SEC lm > f (7.8.3) 


XB. < k|H'|Im > 为 跃迁 矩阵 元 ， Er = hw， p(Ex)dox 为 原子 跃迁 的 终 态 频率 在 
wk > wp +t dwp 范围 内 的 终 态 数 , 半 经 典 理论 的 (7.8.3) 式 与 经 典 理 论 的 (7.8.2) 式 的 一 

很 大 区 别 在 于 将 自发 辐射 跃迁 几率 同 原子 的 跃迁 元 < kH m > RASER (Er) 联系 
起 来 了 ， 而 不 是 像 经 典 偶 极 振子 理论 那样 只 涉及 电子 的 加 速 而 不 涉及 终 态 密度 . 若 H' 


采用 电 偶 极 相互 作用 ， H'--Ée 场 再 用 零 场 起 伏 ， BB? 一 LEM, = D dun W 
| < k|H'Im > }? = 2 cos? 8 (7.8.4) 

将 (7.8.4) 式 代入 (1.8.3) 式 ， 并 取 定 终 态 数 (Erdur — 1, 得 
3 a e?r? cos? 0 = Ae ritin (7.8.5) 
HIER REA ARENELE W N (782) 式 相 比 ， 开 式 上 是 一 到 的 .当然 


T, WwW) T km; Gkm 意义 是 不 一 样 的 ， Ww 为 偶 极 振动 频率 ， T 为 振幅 ; Wkm = Do 为 
电子 在 能 级 间 的 跃迁 频率 ， Tem =< birim > 为 7 在 能 级 mk 间 的 矩阵 元 . 而 且 W 


2.2.2 

还 可 以 写 为 WW = f inen, Him 为 自由 空 s 间 的 辐射 场 的 模式 密度 公式 ， 即 
Rayleigh-Jeans(R-J) 公式 . 而 R-J 公式 给 出 的 是 一 个 没有 腔 的 自由 空间 密度 公式 . 如 果 
di T ES 不 论 是 闭 腔 还 是 开 腔 , 只 要 腔 的 线 度 不 是 很 大 , 态 密度 公式 就 要 作 相应 的 修正 . 


这 从 R-J 公式 的 推导 中 能 看 出 来 . 
3. 有 损耗 腔 的 状态 密度 


在 射频 波段 的 核磁 共振 实验 中 ， Purcell 较 早 就 注意 到 按 公 式 (7.8.5) 计算 出 的 跃迁 
几率 非常 小 (9, 相应 的 弛 耶 时 间 则 非常 大 (5 x 1021s = 1.6 x 1015yr). 在 进行 实验 的 时 
en 


RA v/Q. 在 dv 内 的 状态 数 为 2 其 中 2 是 两 个 偏振 分 量 三 维 自 由 空间 中 的 态 


cos? pcdwV = &mv?dvV/(3c?), 在 目前 情况 已 不 适用 . 两 种 状态 数 的 比 了 为 
2dv 
s vQ | 3QX 
Srv?dvV | An V 
3c3 


(7.8.6) 
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HM fliB HP EAEGAULAGUBOA. Teg AARD. 根据 实际 达到 的 @,X,Y fü 
进行 估算 ， 弛 瑰 时 间 已 减 小 到 分 钟 量 级 ， 即 经 几 分 钟 后 就 达到 热平衡 . 

在 光 频 区 的 自发 驾 射 跃迁 中 ， 也 有 如 何 计算 有 损耗 的 开 腔 的 状态 数 及 自发 辐射 几率 
问题 ， 亦 即 如 何 计 算 (7.8.6) 式 中 的 Q 因子 . 现 考虑 光波 在 平行 平板 ALB 构成 的 腔 中 伟 
A. 如 果 4,B 都 是 全 反射 的 ， 则 腔 的 模式 频率 间隔 bv = c/L. 这 是 将 驻 波 节点 取 在 腔 面 
上 的 结果 如 果 将 B 面 改 为 部 分 通过 (R 7.25), 则 原来 在 BB 面 上 的 节点 , 已 通过 B 面 
与 A 面 的 内 反射 移 至 A TE. 节点 间距 离 也 增 至 ! = 2nl(n 为 大 于 1 的 整数 ，n = 1 为 一 
次 反射 ，n > 1 为 多 次 反射 ). 另 一 方面 ,在 腔 面 B 每 反射 一 次 便 经 历 一 次 透射 损失 ， 容 
易 计 算 腔 内 光 能 更 的 衰减 (这 里 不 考虑 侧面 的 逃逸 损耗 ) 为 

do —1-R 


一 一 ~ 二 一 一 —t/Te 
dt  2l/c 2, 9 = $e 
2l 
GAP. ROBBUN CBS 为 光子 在 腔 内 的 寿命 于 是 可 算出 腔 的 品质 因素 为 
v 4rl 1 | 
式 中 ， Av = Qm) 为 腔 的 光谱 分 辨 ,而 
= árl 
T= 一 = 2r7ec (7.8.9) 
于 是 有 - 
Av vl il 
TUI (7.8.10) 


UCEETMETETERDESISELITSIRELAASELULTMEULULTEE: 
谱 分 办 率 亦 定 为 6v = c/L、 对 于 有 损耗 情形 ， 由 于 有 效 长 度 增 至 下 光谱 分 辩 率 亦 变 为 
Av — vAfT ef. 在 方向 的 态 密度 与 光谱 分 辩 成 反比 ， 由 友 增 至 D = Pe; E z H 
向 没有 反射 或 部 分 透 过 ， 亦 即 没有 腑 面 ， 态 密度 与 R-J 公式 同 . 故 总 的 态 密 度 比 px/p。， 
即 沿 = 方向 的 态 密度 比 所 /Pe 为 


palpe = Ali =; = QNI (7.8.11) 


-*QA»lB, BDARSEMEIESRIT.CAQACIN. AREARE E E URS T U7. 将 这 
种 计算 方法 推广 到 一 个 圆柱 形 的 波导 腔 ， 参照 文献 [75], 一 个 圆柱 形 波导 腔 ， 沿 轴 方 向 
传输 的 基 模 的 波 数 为 


2n | 
k- A — và )7?, zol = c/Ào1 


`o = — fni — n2 (7.8.12) 


AF, zol 为 截止 频率 ; nnna 分 别 为 波导 的 外 套 与 内 蕊 的 折射 率 以 及 内 蕊 的 半径 ，; 
uoi 为 Bessell 函数 Jolu) 的 第 一 个 0 点 ， ug = 2.405;Xol = c/vo1 为 截止 波长 . 又 设 网 柱 
的 长 度 为 上 , 则 驻 波 条 件 为 kL = 2rm(n 为 整数 ), 于 是 有 状态 密度 
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4dm | 4 V 
V dv rac (v2 一 v2yi/? 
其 中 因子 4 是 考虑 到 两 个 偏振 分 量 及 tmn) 而 引进 的 . 
34 v > zol 并 接近 voi 时 ， pp 有 一 共振 增强 ; 当 v < zol 时 ， 自 发 辐射 受阻 不 能 发 


pg = (7.8.13) 


A. 
当 包 括 更 高 阶 的 截止 波长 时 ，(7.8.12) 式 中 的 voi, A01, uoi 可 用 Voz, oj, uo; 来 替代 ， 
uo; 为 Jolu) 的 第 了 个 0 A, (7.8.13) 式 可 推广 为 


4 v 
_ B M 7.8. 
i x oa » (v? = và)? (7.8.14) 


当 频 率 v 趋 于 很 大 时 ， 态 密度 p, 趋 近 于 R-J 公式 的 态 密度 pce， 图 7.26(a) 给 出 
po(z/zo) 与 v/vo 的 关系 曲线 ， 图 7.26(b) 给 出 状态 密度 比 R(v/vo) = ps(v/vo)/ pe(v/vo) 


y Bü v/vo 的 变化 曲线 . 图 7.26(a) 中 的 光滑 曲线 为 态 密度 
> pe. 在 v= vo; 附近 的 奇异 行为 可 通过 引进 波导 腔 的 阻尼 
| a 及 品质 因素 Q ~ a/6 来 表示 ，6 AARRE. 参照 (7.8.11) 
式 ， 便 得 | 
图 7.25 平行 平板 舱 中 光 的 传输 R(voj/vo) ~ QMNoj/a (7.8.15) 
i 
"E 
a a d 
0.5 H 2 3 
0 1 2. 3.45 6 7 8 9 I0 ys 
r4 (b) 


图 7.26 (a) 在 一 理想 的 圆柱 形 波 导 腔 中 的 模式 密度 (光滑 曲线 表示 自由 空间 的 模式 密度 ); 
(b) 波导 腔 的 模式 密度 与 自由 空间 的 模式 密度 比 ( 粗 线 为 |Am| — 1 跃 过 的 模式 密度 比 ) 
(参照 文献 [47]) 


4. 腔 内 单 原子 自发 辐射 的 实验 观察 


体现 腔 内 单 原子 自发 辐射 的 增强 因子 f 二 已 在 射频 核磁 共振 实验 中 得 到 证 


X. 因 和 与 V 为 同一 量 级 ，Q@ 可 做 得 很 高 DTM fo» 1. 但 在 光 频 区 ， 通常 使 用 
开 腔 ， 其 有 效 体积 了 远大 于 入 ,即使 @ 很 高 ，j 值 仍 为 了 所 1. 为 了 观察 谐振 腔 对 原 
子 自发 辐射 的 影响 ， 只 有 将 谐振 腕 做 得 很 小 ， 或 选择 跃迁 能 级 较 接 近 ， 使 得 辐射 波长 A 
足够 大 . 文献 [48] "P 3e Na 的 Rydberg 原子 进行 实验 ， 其 跃迁 能 级 为 235 至 22Pivs 或 
22P3/5 (vy = 340.96GHz 或 v; = 340.39GHz, 和 1 ~ 和 2 之 0.88mm) Fabry-Perot 开 腔 ， 腔 长 
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L c 25mm, 3E f& Ej, Gaussian AWE w œ~ 1.9mm. Rydberg 原子 235 态 是 用 ons KY% 
料 激光 激励 Na 原子 获得 的 . 脉冲 重复 频率 为 10s 1. 改变 激光 强度 ， 每 一 脉冲 激励 的 原 
子 数 可 在 1 ~ 103 内 变化 . 原子 通过 光 腰 的 平均 时 间 At = 21s. 腔 长 可 调谐 使 得 与 原子 
跃迁 能 级 为 共振 . 图 7.27 为 实验 布置 图 . 模 体积 V = nLu?/4 = TOmm?, 腔 的 f 因子 为 
7.4 x 107*Q. Rydberg 态 225 — 22P 的 自由 空间 跃迁 几率 W = 150s-!. 腔 增 强 自发 辐射 
跃迁 几率 W, = fW —011Q. 4 Q — 109 , Æ At = 24s HAA, HA WAt = 022 个 原 
T d 235 跃迁 到 22P. 为 得 到 更 高 的 @ 值 ， 整 个 系统 采用 超 导 低 温 (5.7k) 冷却 ， 飞 过 谐 
振 腔 的 原子 ， 再 进入 一 平行 平板 电极 ， 上 加 一 由 0~ 1000V 的 电场 ， 使 原子 离 化 ， 并 用 
电子 倍增 管 探测 ， 其 结果 如 图 7.28 所 示 . H ab e 给 出 被 探测 的 离 化 信号 ， 实 线 为 有 
共振 腔 增强 自发 辐射 ， 原子 较 多 处 于 22P 状态 ; 而 虚线 为 非 共振 腔 ， 无 共振 增强 自发 辐 
射 情 形 ， 原 子 基本 上 处 于 23S Rydberg 态 ， 实 测 得 W.At = 0.16,Q c 7.5 x 109 . 由 此 可 
算出 腔 的 阻尼 v = x ~ 2.8 x 105573; 而 增强 的 自发 辐射 几率 W = dus = 8 x 10s, 
即 óv 比 We 大 约 35 倍 . 绝 大 部 分 自发 辐射 产生 的 光子 均 被 镜面 吸收 所 阻尼 掉 ， 若 再 增 
加 Q 10 倍 ， 则 6v 与 W 分 别 为 2.8 x 105s-1,8 x 105s-1. 光子 产生 的 几率 与 经 由 腔 损耗 
的 几率 为 8/2.8 x 2.8, 故 腔 内 光子 将 被 储存 起 来 ， 直 硅 下 一 次 被 原子 再 吸收 为 止 . 这 样 
便 形 成 一 个 能 量 在 原子 与 腔 的 模式 间 来 回 振荡 的 过 程 . 
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235 22 P 时 间 


A 7.28 LITER T ECUPLERTIIHES PETIT 
曲线 a, b,c 对 应 于 腔 内 原子 数 分 别 为 3.5, 2 与 13. 
iiA a, c X 235 — 22P3/2 跃迁 ， 曲 线 b 为 235  22P, 2 跃迁 
(参照 文献 [48]) 


图 7.27 实验 布置 图 
(参照 Goy 等 [48]) 


通过 原子 与 平行 平面 腔 的 耦合 ， 不 仅 可 以 增强 自发 辐射 ， 也 可 以 使 自发 辐射 完全 
被 抑制 掉 pk， 他 们 采用 的 是 处 于 “ 圆 态 ”的 饮 原 子 束 ， 观 察 的 跃迁 为 (n = 22, Im] = 
21) 3 (n = 21,|m| = 20,A = 0.45mm. 所 谓 “ 圆 态 ”， 是 指 主 量子 数 n 很 大 而 磁 量 子 数 
m| = n — 1091, 原子 只 通过 偶 极 跃迁 辐射 能 量 ， 选 择 定 则 为 Alm| = —1, 辐射 偏振 垂直 
于 量子 化 方向 ， 亦 即 垂直 于 加 在 平行 平板 间 的 电场 方向 . 用 通常 计算 自由 空间 模式 密度 
方法 计算 间距 为 d 的 平行 平板 间 的 模式 密度 PU. 易 证 当 qd < 和 /2 时 模式 密度 为 0; 而 当 
d > 和 /2, 原子 处 干 离 中 间 平 面 xz 处 的 辐射 跃迁 几率 为 


A' = 3Aosin?(nz/d ~ 7/2) (7.8.16) 
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式 中 ， ho 为 Einstein 自发 辐射 系数 .将 上 式 对 z 求 平均 便 得 4 = > 4o, 因而 平行 平板 


间距 由 d > A/2 逐渐 减 小 到 d < M2, 原子 的 自发 辐射 几率 由 > 4o 急剧 下 降 到 零 . 同样 
WE d 通过 Stark 效应 连续 改变 》 由 上 > A/2 变 到 d < 和 /2 亦 可 ， 图 729 是 直接 观察 到 
的 自发 辐射 信号 . 当 和 /24 > 1, 自发 辐射 受 抑制 . 


总 信号 
0.975 


Ie) 
B 
T 


1.01} 


1.02 
1.03 


E 7.29 当 A/2d 接近 截止 值 时 的 自发 辐射 信号 
(参照 文献 Hulet [49]) 


7.8.2 单 模 场 与 二 能 级 原子 相互 作用 的 J-C i 


关于 单 模 场 与 二 能 级 原子 相互 作用 ， 我 们 已 经 研究 得 很 多 了 ， 其 中 最 具 概 揪 性 的 方 
程 即 ( 7.6.9), (7.6.10) R. 我 们 曾经 在 Q 很 大 ， bo,ba 很 小 的 情况 下 求解 了 这 一 方程 . 
但 当 只 并 不 很 大 ,而 bo bh 并非 很 小 的 情形 ， 求 解 就 要 复杂 得 多 了 . 现 考 虑 另 一 极端 情 
形 ， 即 驱动 场 O 为 0( 也 可 理解 为 将 驱动 场 Q 并 到 5 中 去 , 并 不 单独 分 离 出 一 经 典 的 驱动 
场 来 ), EL HR REC vaa you xc. RE Aw, Awe, AAH DLE, FA 等 均 略 去 . 这 样 原子 与 
驱动 场 的 相互 作用 问题 ， 就 是 一 纯粹 的 量子 电动 力学 问题 . 方程 (7.6.9),(7.6.10) 简化 为 


do 
LN" + ”一 s r E 

di igbla +ig bo 
do x db M 
ES = —129'c,b, di = 200 
dot dbt 
—— = i2gblo, 一 一 一 gx 十 7.8.17 

ode, S= -go (7.8.17) 


这 就 是 原子 与 场 相 互 作用 的 人 -C 模型 "N 由 此 可 求 得 (下 面 用 “. ”表示 对 时 间 的 导数 ) 
(o-oot+oto-)=20,(ighto— — ig’bot) + 2(igbto— —ig*o^)e, = —2(c,0,) (7.8.18) 


wA 
c^o* +0oto™ = —202 +C (7.8.19) 


同样 
(bib) = —ig*a*b + igbo = 一 os 
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故 有 
bib = —o, + C' (7.8.20) 


X 
tz = 一 六 (ac 一 e+ 十 oto”) — 2g? (bib 十 bb')c, 


由 (7.8.19), (7.8.20) RÆ bb! = 1 + btb, 得 
— 6g?a? + 2g? (1 -- 2C7)o, - g?C — 0 (7.8.21) 


d (7.8.21) 式 中 的 cs 算 子 理解 为 期 待 值 < cs >, 而 0.,02,0. 分 别 用 < ë >, 
< o2 >,< oz> 来 代替 92, 3E C — 1/2,a = 1-- 2C", 则 积分 (7.8.21) RA 


(«e »)-g*(4«o, >? -1)((«o,»-a/2)—-0 (7.8.22) 


当 < os >= +11/2 时 ， 上 式 给 出 < 6。>= 0. 积分 (7.8.22) s, 34 z = 2 < 0, >, 便 得 


dz 
Vig = | CRUCE (7.8.23) 
此 即 Jaynes, Cummings 周期 解 52. 当 a > 1, Æ z= 41 间作 周期 运动 ，z = 土 ] AH 
点 ; 当 a< 工 时， 拐点 为 z= -la C= 1-1) - w+ 172 Aor i 1/2 43 
点 能 起 伏 . (7.823) ESTRUM BR CR o 


; 1 
z(t) = —1--2sn (v +igt +Q, F) (7.8.24) 
sn! , =a) (7.8.25) 


Q 为 运动 的 初 值 ， 当 a 很 大 时 ， 椭 圆 函数 趋 近 于 三 角 函 数 : 


Vig so | A - gin z(t) - 29) 


z(t) = sin(2Vn + 1gt + 2Q) (7.8.26) 


ERA a= 2(n4-1) 很 大 的 情形 的 解 . 另 一 方面 , 当 & 很 小 ,例如 7 二 0 时 ,为 只 有 起 伏 能 
的 特殊 情形 , 这 时 解 (7,8.24) 不 再 是 周期 的 , 因 sn(u, 1) = tanh u, ?5 v — 土 ootanhyw > 1, 
表明 当 原 子 处 于 激发 态 时 ， 场 能 已 耗 尽 . 

(7.8.22).(7.8.25) 式 是 为 新 经 典 理 论 ， 不 是 全 量子 理论 . 按 全 量子 理论 < a? > 关 
< az >?, < o? >= 1/4,< oot +oto~ >= 1, 由 (7.8.19) RE C = 3/2. 将 这 些 结果 代 
A (7.8.21) 式 后 并 求 期 待 值 ， 得 


«6,» +2g°a < oz »—0 (7.8.27) 
解 为 . 
1 1 
< az >= z cos(gv2a t) = 了 cos(2gv/n + 1 t) (7.8.28) 
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图 7.30 给 出 新 经 典 理论 (7.8.24) 式 与 全 量子 理论 (7.8.28) 式 的 比较 ， 按 不 同 n 值 
计算 出 来 的 < o: > 随时 间 + 的 变化 ,分 别 用 实 线 与 虚线 来 表示 ， 当 n = 1,2, 实 线 
与 虚线 有 差别 ， 但 不 是 很 大 ， 当 n = 9, 实 线 与 虚线 几乎 重合 . 但 是 ， 实 验 已 证 明 ， 新 
经 典 理 论 与 实验 结果 不 符 I. 现 利用 全 量子 理论 来 讨论 谐振 腔 使 自发 辐射 几率 增强 
的 效应 . 以 氨 分 子 通 过 济 柱 形 谐振 腔 激 发 最 低 的 TM 模 为 例 A, (7.8.28) 式 中 的 g = 


2 
Fy 到- im Alu) = 0519, = 2405 为 Jo(u) 一 0 的 第 一 个 根 ， 氨 分 子 的 跃迁 频率 为 


24kMHz,w = 2r x 24 x 10°, V 为 谐振 腔 体积 ， 腔 长 取 10cm,u = 1.47 x 10715e.s.u, 由 此 算 
得 g/w — 2.08x 10719,9 ~ 5x2rs-!. 毛 分 子 进入 腔 内 , 经 过 ET 后 ，< cz > PLE URSI) 


3,,2 
tii cos (HPT) co is rh Bi RUE RENE Av = D spots 


40 
所 对 应 的 自发 辐射 寿命 约 几 个 月 相 比 ， 表 明 谐振 腔 使 自发 辑 射 跃迁 几率 大 为 增强 了 . 


-1. - 一 1.0 
09.02 006 0.10 0.20 0. 30 0.02 0.06 0.10 0.20 0.30 
1.0 1(s) “量子 电动 力学 | 0 t(s) 
一 -新 经 典 理论 


2 06 一 05 
N N 
0 6 
—0.5 - 0.5 
一 1.0 sd '—1.0 
0.020.06 0.10 0.20 0.30 0.20 0.060. 10 0.02 - 0.30 


t (s) t (s) 
图 7.30 新 经 典 理论 < cz > 与 全 量子 理论 < cz > 曲线 的 比较 
(参照 Jaynes [52]) 


a—-1 2J(nt1)-1 
二 = 一 一 一 


由 (7.8.20),(7.8.28) 式 及 C = — n 1/2, 可 进一步 求 得 


2 
< btb >= — <o, > +C —nc1/2— ; cos(2gv/n + 1t) (7.8.29) 
对 于 一 般 情形 ， < (bP > 可 用 下 面 方法 求解 DA : 
因 
(bt Po = E, + D,(-2o,) (7.8.30) 
则 
(bi)rbrbto = (bt)Ptipptl 4 pte(ppbt — bip?)b 7 
= (bt)rtlbptl + pbtpbp (7.8.31) 
将 (7.8.30) RARA (7.8.31) 式 ， 并 应 用 < (720,)? >= 1, 便 得 如 下 递 推 关系 : 
Ep+1 = ErB1+ DoD! — pE, (7.8.32) 


Dy = EpDı + D,Ei — pD, 


由 (7.8.29) x, 4 
| El=n+t 3 D=- (7.8.33) 

则 
n! 
M (n — p 4- 1)! 
n 


(n — p/2 t 1) 
- ! P 

D; = (n-p+1)!2 
将 解 (7.8.28) 记 为 < o, >n, (7.8.34) 式 中 的 Ep Dp 记 为 Enp, Dap, 则 更 一 般 的 解 可 表示 
i: | 


(7.8.34) 


<o, >= * B. < as >n (7.8.35) 
注意 到 (7.8.30) 式 ， 则 得 
C, —« Pb? > hao = YP,(Bap— 2Dnp < oe >n)hs0 
- > - Du) 
ned (7.8.36) 


设 Cr 给 定 ， 可 解 联 立 方程 (7.8.36) RE Pa 又 设 辐射 场 初始 时 处 于 相干 态 ， 则 可 证 
(7.8.35) SP BER Pa A C 

P, = exp( - |o[?)Jo]?^ /n! (7.8.37) 
将 (7.8.28) 和 (7.8.37) 式 代 入 (7.8.35) 式 中 ， 得 


n 


cos(2gVn + 1t) (7.8.38) 


af 
n! 


oo 
2« o, >= exp(-lal?) »- 
n=0 


由 (7.8.38) 式 表述 的 动力 学 行为 99561, 主要 表现 为 自发 辐射 的 崩塌 与 复苏 ( 见 图 


7.31). 
+i 
一 


图 7.31 二 能 级 原子 的 出 增 与 复苏 曲线 
(参照 Eberly [56]) 


7.8.3 ”真空 场 的 Rabi 4X 


一 

Eberly 等 用 瞬 态 荧光 计算 程序 最 先 计算 了 “原子 在 理想 腔 中 的 自发 辐射 谱 ” 557.581, 
物理 模型 为 一 个 外 于 激发 态 的 原子 被 放置 在 没有 损耗 的 谐振 腔 中 ， 驱 动 场 为 0。 初始 
时 腑 为 真空 ， 没 有 光子 ， 然 后 观察 这 个 原子 的 自发 辐射 谱 ， 数 值 计 算 结果 见 图 7.32. 当 
A £ wo- wu we 分 别 为 原子 能 级 跃迁 频率 与 谐振 腑 的 频率 ) 很 小 时 ， 这 个 谱 有 明显 
IEAA 当 A 增 大 时 ， 其 中 一 峰 逐 渐 消 失 . 他 们 称 这 个 双 峰 为 真空 场 产 生 的 Rabi 分 
裂 . 因为 在 初始 时 腔 内 没有 光子 , 而 驱动 场 也 为 0, 仿 共 振 荧 光 边 峰 为 驱动 场 产生 的 Rabi 
分 型 的 分 析 ， 故 称 此 时 的 分 裂 为 真空 场 的 Rabi4 2. 图 7.32 是 腔 内 初始 光子 为 0 的 情 
E. 如 果 腔 内 在 初始 时 光子 不 为 0, 其 自发 辐射 谱 由 图 7.33 给 出 ， 腔 内 初始 光子 数 no( 在 
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图 7.33 中 用 2a 表示 ) 在 1079? 101? 范围 内 变化 , 且 人 = wo 一 we — 0 的 瞬 态 共振 荧光 
T6 Bj] Sd o UH ELEC 3500 2 203 18) — EE ZEE E GE EIER 


101.3 


15 10 5 0 —5 40 —-————————— — 40 
A ———— (m — we) 
(v — e) 
图 7.32 真空 场 的 Rabi 分 裂 谱 图 7.33 t=0 时 腑 内 的 辐射 对 二 能 级 原子 辆 射 谱 的 影响 
(t = 209-5) (t = 2097!) 参数 2o 每 一 格 表示 增加 109-5. 
(参照 Sanchez-Mandrgon [58]) (参照 文献 [58]) 


稍 后 的 关于 真空 场 Rabi 分 裂 对 极 化 率 影响 的 研究 , 发 现 吸 政 谱 也 有 双 峰 结构 5959. 
空 场 Rabi 分 裂 的 实验 测定 ， 虽 有 过 报道 , 但 并 未 真正 测 得 真空 场 Rabi 分 裂 ， 而 
是 测 得 “经 典 线性 色散 理论 ”引起 的 分 裂 . 


7.9 . 级 原子 腔 的 透 过 率 谱 四 


如 上 节 所 述 ， 含 二 能 级 原子 腔 的 自发 辐射 、 共 振 荧 光 、 透 过 率 谱 等 均 表 现 出 复杂 的 
情形 ， 特 别 是 对 真空 场 Rabi 分 裂 的 实验 观察 更 引起 人 们 的 兴趣 1607631. 在 这 一 节 中 ， 
我 们 将 讨论 两 个 问题 ， 第 一 个 问题 是 在 共振 腔 中 原子 极 化 率 的 计算 ， 第 二 个 问题 是 利 骨 
Fabry-Perot 多 光束 干涉 方法 测定 透 过 率 谱 ， 实 现 对 真空 场 Rabi 分 裂 的 观测 . 


7.9.1 ”共振 腔 中 原子 的 极 化 率 计算 


将 驱动 场 看 成 经 典 的 ,其 产生 与 漂 没 算 子 用 可 对 易 的 共 印 复数 be 5b 来 代替 ， 令 
Q = 2gb./h, 于 是 参照 (7.6.9),(7.6.10) 式 可 写 出 两 个 方程 


= —(x + iAwe)b + igo + F- (7.9.1) 
* t = —440^ —i2g'a,b— ic, T7 (7.9.2) 
对 无 规 力 求 统 计 平 均 用 记号 <> XQ. «F^OD-cIDIC^»-0. 参照 解 线性 微分 方程 的 方 


法 ， r2, DO 在 求 统计 平均 后 BHA: a ekda ag 


dt ”~ dt 
特征 值 )， TE (7.91) 式 的 解 可 写 为 


àb = —(x-éAw.)bd4dgo + F l (7.9.3) 
igo + F7 
——————— 7.9.4 
À xd UN. ( ) 


将 (7.9.4) ARA (7.9.2) 式 的 右 端 ， 并 注意 到 «0,0 ”>= 一 <o > /2, 于 是 得 
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A 


A< o~ > 三 (一 ?一 J< oT > ihn < az > 


-9 

A+X +iAwe 

—(zo0,2 

A+Y + g?/ (8 + x iAwe) 

设 驱 动 场 频率 为 必 则 ce = (ecce tont, 经 旋 波 变换 后 Qc e ee 代入 
| do- 

(7.9.5) 式 ， 便 得 < o- >a e eem < P »-2A«c >, 故 得 


«o^» (7.9.5) 


入 = —i(w — wo) (7.9.6) 


参照 文献 [6 和 4, 并 恢复 旋 波 变换 因子 ens 则 极 化 P(t) 及 极 化 率 xw) 可 定义 为 


P(t) = u(«oa^ > e*t. c gt > eivot) 
=  &oÉ(w)(x (w) cos(wt + p) + x" (w) sin(wt + $)) 
= Re lsox(w)E(w)e **] (7.9.7) 
x(w) = x (w) + ix" (w) (7.9.8) 


注意 到 Ew) = Za, 将 (7.9.5) 式 代入 (7.9.7) 式 ， 便 得 原子 极 化 率 


oxo- BE <z> 
XUI A AF y PO x 4 Awe) 
T $1. 20x 
SR 577 ANON) (7.9.9) 
. 4 2 
RP, AA 为 (AHY) (Atx +iAw.) Hg? = 0 的 根 . 当 腔 的 体积 六 很 大 ,9 — n EV 20 


或 者 当 腔 的 损耗 x 取得 很 大 ， 亦 即 几 乎 没有 谐振 腔 ， 这 两 种 情形 均 导致 原子 与 腔 去 看 
合 ， 从 而 (7.9.9) 式 过 渡 到 


—-i2u < T; > —i2u < az > 


Bao) ^ Ri — us) F ya) (7.9.10) 


&ox(w) = 
这 即 为 通常 线性 色散 理论 的 结果 . 如 果 Y 不是 很 大 ， 而 腔 的 损耗 也 较 小 ， 就 必须 计 及 
(7.9.9) 式 分 母 中 的 92/( 和 十 XX 十 iAwc), 即 原子 辐射 5 的 反作用 带 来 的 修正 .修正 的 大 小 


, AS 
取决 于 y = pw? / (rhe) 5 gh/x = p22rwo/(hVX) Z.. mig Ix ml SELL. 只 有 


27X V 


3o, X 
E AVV 小 于 卫 修正 才 会 是 有 效 的， 也 正 是 由 于 这 个 修正 才 导 致 “真空 场 Rabi 分 
AS": 
| ; 
À1,2 二 Xe + "TE — x 2 g? (7.9.11) 
34 Aw. 0, yo = x, (7.9.11) 式 给 出 
Ana = m tdg (7.9.12) 


代入 (7.9.9) 式 ， 得 出 原子 的 极 化 率 
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. | 2,42 1 
coxlu) = — 227 j (7.9.13) 


: : 十 一 
h [x43 —i(w — wo) t ig + Ya 


不 难看 出 ， 当 w 一 wo = tg, 便 是 共振 吸收 ， 亦 即 原 子 的 共振 吸收 频率 已 由 线性 极 化 理论 
给 出 的 w = wo 分 型 为 w = wo xg. 实现 这 一 分 裂 的 十 分 重要 的 条 件 应 是 9 与 ?2 之 比 


27TUp 
el A AV —— 6rc? [|2m«hug 


R a” _ - 
y2 pwg/6rhe? ws y AVe 


尽 可 能 大 ， 这 由 下 面 的 数值 计算 可 看 出 来 . 


7.9.2 ” 含 二 能 级 原子 腔 的 透 过 率 谱 


(7.9.4), (7.9.5) 式 给 出 了 原子 辐射 < > 及 co > 的 计算 公式 . 但 <5> ETER 
内 的 总 辐射 场 ， 因 为 没有 将 入 射 场 < 如 > 包括 进去 ， 而 且 在 腔 内 还 有 一 传播 过 程 ， 根 
据 (7.9.9) 式 或 (7.9.13) 式 就 可 计算 原子 的 介 电 常数 e(w) 


elw) = 1 4r&ox(w) (7.9.14) 
并 解 场 强 E(z, w) 的 传播 方程 A E 7.34) 


0? E(z,w) 
Oz? 


w2 
+ e) Elz w) =0 (7.9.15) 
Et(z,w) = Eteti vez (7.9.16) 
在 端面 z=0 处 的 边界 条 件 为 


Et = tEn + TE (7.9.17) 


RP, 0,70 SEL BU XE Ss SOR A. 而 ET 传 至 出 
图 7.34 dmeamcrmsmem 。 射 端面 为 Ete, 经 反射 (IET VD) 再 传 至 入 射 


端 为 
E` = r'e VEL .eivekL pt (7.9.18) 
代入 (7.917) X, & 
tE, 
+ — 1 
五 + = TE (7.9.19) 
— + pn iyekL — in 
Eout —-tE'e = I rre vekL — pr cil ekL (7.9.20) 
根据 (7.9.20) 式 可 定义 透 过 率 谱 
Eout 1 
Tlo) = | | = —n—m - (7.9.21) 
Em (eR) (YE sin(e/2))? 
R= rr', tt! —1- R, eid ekL 一 一 CQ 了 十 让 


VE = (1 + nox) = 1+ 2neox (2) — 1+ Z0 (o) ix G2) 
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VH i 
E: (juo. pa 
c c 
2L(w — we 


VRK, g> 0, 并 设 Awc = we — wo = 0, W 
2 


T : 2u? < c, > wo. 
y2 + (w 一 wo)?’ 


ħyz C 


二 Qo 一 


_ 2L(w — ox) Vlw — wo) 
peser POS ur Ex mE 
c + (w — ug)? 


对 g 力 0 情形 ， 参照 (7.9.10), (7.9.13) 式 ， 需 作 如 下 代 换 : 


(7.9.22) 


(d + (o — 9)! — zl (o — o € 9?) (R + (w — s = 971] 


w — wo 55 w—uwocg w-—uwg-—g 
43-r(w — wo — 21*3-(w—woc 9) y + (w wo- g)? 

图 7.35 给 出 透 过 率 谱 、 相 移 以 及 吸收 系数 .由 图 来 看 ， 当 9/2 «0.5 H, AIRE 
要 表现 经 典 的 双 峰 结构 ， 但 当 g/7Yz — 1,2 时 ， 便 表现 出 真空 场 Rabi 振 葛 的 三 峰 结构 . 
在 文献 [61,62] 观察 到 的 正 是 图 7.35(a)， a ht re N 
构 ， 而 由 原子 的 自作 用 引起 的 真空 场 Rabi r4 Sj Sc 图 7.35(c), (d) 
所 示 ) 并 未 观察 到 . 如 果 是 在 偏离 或 垂直 于 入 射 光 n 7.34 34 中 的 AB) 方向 观察 原子 
的 自发 辐射 谱 ， 则 由 (7.9.4), (7.9.5) 式 易 于 判明 ， 双 峰 结 构 恰 能 表现 出 由 原子 的 自作 用 
引起 的 真空 场 的 Rabi 分 裂 . 


€(w) (rad) 


图 7.35 F.P. 腔 透 过 率 TARR). WE hR e(w)/2( 点 划 线 ) 
以 及 吸收 系数 曲线 a(w)( 虚 线 ) 
f (a), (b), (c), (d) 的 9/T2 分 别 为 0，0.5，1，2 
{ 取 自 谭 维 坦 、 刘 仁 红 [63]) 
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710 多 原子 体系 的 共振 荧光 中 


单 原子 体系 的 共振 荧光 有 两 个 边 峰 . 而 对 于 多 原子 体系 ， Senitzky 曾 预 测 有 多 个 
边 峰 (w = wo X nQ,n = 1,2,3,…, 人 0 为 Rabi 频率 )[68,69] . Agarwal 等 研究 了 两 原子 系统 
?0~72] 求解 了 两 原子 体系 的 密度 矩阵 元 动力 学 方程 . 结果 表明 ， 在 中 等 驱动 场 强度 时 
共振 荧光 也 只 有 三 个 峰 ， 当 驱动 场 很 强 时 才 会 有 刷 三 wo 十 29 两 个 新 的 边 峰 ， 但 强度 很 
弱 ， 只 是 中 峰 的 10-9 倍 ， 在 实验 上 很 难 观 察 到 . 如 果 考 虑 偶 极 - 偶 极 相互 作用 ， 新 增 边 
峰 的 强度 也 只 达到 中 峰 的 1074 倍 , 仍 难 被 探测 . 推广 Agarwal 结果 到 多 原子 体系 是 困难 
的 , 因 密度 矩阵 元 的 计算 天 复 杂 , 对 角 化 极 不 容易 . 为 克服 这 些 困难 , 可 先 将 原子 波 函 数 
Ir, m > 看 合 起 来 得 到 新 的 看 合 波 函 数 |R,M >, 然后 以 [RM > 求 得 密度 矩阵 p 的 不 可 
约 表示 ， 按 这 方法 求 能 量 和 矩阵 元 及 其 对 角 化 也 就 容易 了 . 当 考 虑 到 一 个 原子 的 辐射 又 被 
另 一 个 原子 所 吸收 时 ， 我 们 发 现 两 个 原子 系统 的 荧光 谱 有 5 个 峰 wo,wo 土 ,wo 土 29, 边 
峰 与 中 峰 的 强度 具有 相同 的 量 级 . 这 是 应 用 Agarwal 方法 未 能 得 到 的 . 对 于 T2/2T, « 1, 
即 固体 情形 ,五 个 峰 也 是 很 明显 的 P7. 频率 拓 谐 将 会 影响 光谱 的 对 称 性 并 产生 七 个 峰 . 


7.10.1 多 原子 体系 的 再 耦合 波 函 数 [53 


利用 多 原子 体系 的 耦合 波 函 数 |r,m >[7ol HRA k, MBABARKEN Vrm = 
|R, M >, Ef 


|r, m > |r, 一 >= X. «nr,m,r,-n|RM > V ny (7.10.1) 
R,M 
rM = 5 <r, m, T, n|RM > |r, m > |r, =n > (7.10.2) 
R,M 


式 中 ， < 7 77 7 -n|RM > 为 角 动 量 耦 合 系数 PS. 
参照 文献 [70], 原子 的 密度 矩阵 p 被 定义 为 


p = X Pm,nlr,m > |r, =n > 

mn 

三 S iia 5 « r,m,r, —n|RM > Frm 
mn R,M 

= v 
P» xs (7.10.3) 

Anm 
ÓRM — M Pin < r,m,r, -n|lR, M >= mz (7.10.4) 


mn 


作为 一 个 例子 ， 两 个 原子 系统 的 7 = 0,1;n = 0,1, 故 再 看 合 波 函 数 业 Rm(R = 
0,1,2, M = 0, 土 1, 土 2) 可 按 Clebsch-Gordan 系数 或 下 降 算 子 [4 给 出 . 


7.10.2 多 原子 体系 的 动力 学 方程 


现 求 原子 密度 矩阵 算 子 p 所 满足 的 动力 学 方程 . 多 个 二 能 级 原子 及 原子 与 热 浴 ， 与 
外 场 的 相互 作用 哈密 顿 量 为 
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z 
| 


hwoo to™ + Ha + Hj 


(7.10.5) 
= hw;oto- 十 (wo 一 wp)oto- + Ha Hi 
Ha = hg(o* e st 4 oewst) 
= —ihle* 2, nhe e Lg S gibt e*t] (7.10.6) 
k 


AP, Ha 为 原子 与 外 场 的 偶 极 相互 作用 ， Hi 为 原子 与 热 浴 的 相互 作用 ，wr 为 外 场 的 
频率 ， wo 为 原子 的 跃迁 频率 . 设 Aw = wo — wr, W 
dot 


= Uf. c*]| = Xiv;o* + tim, o+] (7.10.7) 
式 中 
H' = Ha + Hi + hAwo*o* (7.10.8) 
故 有 
P - x IH^r*, r+ = oteTivst (7.10.9) 


现 计算 在 7 表象 中 Hi hAwoto + Ha 对 密度 矩阵 算 子 的 影响 .参照 文献 [44], 
定义 原子 系统 在 Hi 作用 下 随时 间 的 演化 算 子 为 u(t), B. 


.d 
prO = Hi(t)u(t), u(0) — 1 


u(At) = 1 + wi (At) + u(At) 


u(At) = af dt' Hi(t 
—1 At ii 
ua (At) = =F] dt, dt, H;(ti)Hi(t;) (7.10.10) 
Q 0 
式 中 
H; = —ih(r (e 2 adi eiut cmt 一 了 一 2 curent (7.10.11) 


在 上 时 ， 包 括 多 原子 与 热 洽 在 内 的 密度 算 子 p(t) 可 定义 为 


p(t) = p(t)0 >rg ll r5 
= 2, Pmn(£)|r, m >r |r, ^n >r; |0 515 |l >B (7.10.12) 
式 中 |0 >rB |L >rrB 为 热 浴 初 态 ， 而 在 t 十 At 时 的 密度 算 子 Att At) 则 可 写 为 
BAD) = Otun(Ad)+ ur(At)] x [1+un(At) + ua(A) 
x Pma(t)|r, m >r |r, ^n >r |0 » r8 |l >rrB (7.10.13) 


AP, urun 5 urn ur 分 别 作用 于 Irm »r]0 >g 5 |n -n >z |l » rg. 令 
pt 十 At) 一 p(t) 一 [p(t 十 At) 一 p(t)lll >IB lo >IIB (7.10.14) 


将 (7.10.12), (7.10.13) 式 代 入 (7.10.14) R, 4818 
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(t At) -Pt) — uem (Dlun(At)un(At) + ur(At) + ur (At)] 


(7.10.15) 
xjr, m >r |r, ^n 7r: |0 7:5 |1 » i115 
AUR 
At At ， 
pt 十 Ah 一 pp 的 = 一 "ii; [ Y setenta, | ge n7 0h dtap(t) 
0 ; 0 
k At t k l 
-To 
0 0 k 
(7.10.16) 
M "3 -| d 
经 过 较 复 杂 的 计算 后 ， 我 们 得 因 相 互 作 用 已; 产生 的 密度 算 子 变 率 (2. 
H 
dP| -=_3y(2rrr 十 rr 十 rr (7.10.17) 
dtja ONT, Tp; E TpT, TTrr"rr)P UM. 


” 式 中 ,27 为 单 原子 的 自发 辐射 系数 4. 用 同样 方法 可 计算 出 hAwot o7 +H = hAwrtr- — 
hg(r^ 十 7-) 产 生 的 影响 为 


d . - L . - - 
(%2) = —iAw(ri r] + rirr)p 一 itg(r7 十 ri 十 "7 TQ) (7.10.18) 
t hAwrt+r-+Ha 


将 (7.10.17), (7.10.18) 两 式 结合 在 一 起 ， 便 得 多 原子 体系 密度 算 子 p 所 满足 的 动力 学 方 
程 


dp - - - 
dto 一 —Y(2rr rfr + ririr riTp)e 
| (7.10.19) 
—ig(r] rli + ry 十 77)p 一 iAw(rir7 +rtri)p 
注意 到 关系 
rtr =3(rtr rrt) + i(rtr- +rort) 二 7 十 直 
(7.10.20) 
R* 一 rf + ri Rz = Tu crar 
并 作 变 换 p 一 peint, 则 方程 (7.10.19) 可 写 为 
d - - 。 一 . 
ET = 一 7Y(2r7 7 万 十 十 7 万 ? 方 十 rr7)p 一 各 (R+ + RT)p— iAwRsp (7.10.21) 


AP, g-pEo/h = 0/2. 
7.10.3 原子 的 受 激 辐射 对 原子 间 (合作 ) 相互 作用 的 影响 
影响 原子 间 (合作 ) 相互 作用 的 不 仅 有 自发 辐射 与 外 场 ， 原 子 间 的 受 激 辐射 也 是 有 影 
E, E' 
y 1 2 
图 7.36 ”两 原子 系统 的 相互 作用 
( 取 自 Tan Weihan and Gu Min [73]) 


出 的。 如 图 7.36 Bros, 原子 1 在 外 场 Eo 作用 下 产生 了 受 激 辐射 E', E' 又 作为 一 个 新 的 
外 场 作用 在 原子 2 上 . W 
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E' = a,Eo(ri ri -ri ri) (7.10.22) 


式 中 ， Eo AIAR AF riri -riri 为 原子 1 的 反 转 粒子 数 ，as 为 受 激 辐射 系 
数 ， 与 原子 密度 有 关 . 两 原子 相干 自发 辐射 几率 25! 较 两 原子 自发 辐射 几率 多 一 个 因子 
[1 -- sin(2kA) cos ó/ (2k A)] "5l. Hz Einstein 系数 A 与 BB 成 比例 的 关系 ， 靠 得 很 近 的 两 原子 
的 受 激 辐射 几率 将 是 高 得 很 还 的 两 原子 受 激 辐射 几率 的 [1 + sin(2kA) cos6/(2kA)] 售 
故 os(ri T, —TQTj 1) 的 值 可 按 

sin(2kA) 

2k^ 

来 估算 . 当初 始 相位 6 在 0~T 间 变化 时 ，as(rtrT riri) 的 值 将 在 —1 1 间 变 化 . 
由 E 作用 于 原子 2 上 的 相互 作用 能 为 五 / 


cos 6 ~ cos ô 


H; 一 一 jas Eopl(ri vy 一 riTj)ri t vy (riri — riri) 
— hasBEoplr2 (riri — riri) (rimi -riri yra] (7.10.23) 
式 中 ，71,72 分 别 作 用 于 原子 1 与 2. H 的 这 种 形式 已 经 考虑 了 它 的 厄 米 性 质 . 用 同样 


方法 ， 可 得 出 由 原子 2 的 受 激 辐 射 作用 于 原子 1 的 相互 作用 能 Hp, 只 需 将 (7.10.23) X 
的 1,2 脚 标 对 换 就 可 以 了 . 将 这 两 项 加 起 来 ， 便 得 


= HP = H+H} (7.10.24) 
注意 到 关系 式 
rt =r} +rf 
ro rir} =r; rri =0, i=1,2 (7.10.25) 
增加 的 偶 极 相互 作用 HP 为 
HP® = —hosg[r.(r* +r”) + (rt n )n] (7.10.26) 
而 总 的 电 偶 极 相互 作用 为 
Hp = ħg{r* - r^) - hosgliri(r* +r) - (r* rr] (7.10.27) 


式 中 ， 第 一 项 为 激光 场 Eo 与 原子 的 相互 作用 能 ， 第 二 项 正比 于 as, Eo 则 是 原子 间 的 受 
激 辐射 引起 的 ， 虽 然 (7.10.27) 式 是 就 两 原子 导出 来 的 ， 但 易于 推广 到 多 原子 ,， 只 需 应 用 
关系 7 二 Di r7- 
在 推导 方程 (7.10.21) 时 ， 并 未 考虑 到 原子 间 的 受 激 辐射 的 影响 . 车 考虑 到 这 一 点 ， 
则 (7.10.18) 式 中 的 Ha 应 该 用 (7.10.27) 式 的 Hp 代替 ， 于 是 (7.10.21) 式 可 写 为 
d 
^ 一 —y(rtrr 4 rr + 2ririi)p— ig(Rt + R^)p 
—io,sglr.r(rt trp)- (rf; 十 7T7]rzIT 


GE + rg )rar rari rg)e-iSoRp (7.10.28) 
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ovt. p ou et 一 十 
本 一 rTrT 十 TFTTTTT 十 2777T7 


HQ,-R'-RS 
Hs = ra(rf +77)— (rip + rr)rzrr + (rt + rp)ra — rarr(rt + iD) 
则 
H' = y Hi 十 igH» 十 i&s g H3 +iAwH4 (7.10.30) 
Jj f (7.10.28) 变 为 4 | 
9p (og 
| "Hp (7.10.31) 
应 用 (7.10.3) 式 ， 则 多 原子 系统 的 动力 学 方程 可 写成 
d ; 
am =- V < R, MIH'IR M! > bem — hl — M0)$RM (1.10.32) 


R'M' 
X TELE GR AR. YE (7.10.32) 式 中 我 们 唯 象 地 引进 了 Ya. ES TT, T 的 关系 为 
ya y = 1/T5, 2y = 1/T 
作为 一 个 例子 ， 以 两 原子 系统 的 再 耦合 波 卫 数 为 基础 ， 则 HD 的 矩阵 为 


24 + i2Aw i2g 0 0 0 i2asg © 0 9 
i2g 5y + iAw iv/6g 0 0 一 3 一 iV2asg 0 0 
0 iV6g 67 iV6g 0 —iV6asg ~2V3Y —iV6asg 0 
0 0 iv/6g 5y — iAw i2g 0 —iV2e,g —3y 0 
H'= |0 0 0 i2g 2y — iAw 0 0 i2asg 0 
12asg y —iV6asg 0 0 y+iAw iv2g 0 . 0 
0 —iV2a,g 2»/ V3 ~iV2asg 0 iv2g 2y iv/2g —8y/ v6 
0 0 一 iW6asg Y i2asg 0 iV2g y —iAw 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 


(7.10.33) 
波 函 数 的 排列 次 序 为 Vas, Ua, ccc. Yoo 以 更 RM J, H 有 对 角 和 矩阵 元 < R, M! 
HR, M >= 2(R-« 1)R - M?] < R|ES|R >, fif Voi; Vii 则 有 交叉 矩阵 元 (RB ELE 
y). Ha, H4 不 为 0 的 矩阵 元 分 别 为 
«R,M|H4JR, M'» = VR-M(R+M + én,w :6MM'-! 
TC + MY(R-M- l)n,m -ÔM M'+1 
< R, M|H4|R', M' >= MR, R ` 6M,M' . (7.10.35) 
所 有 交叉 和 矩阵 元 将 确定 了 第 二 共振 荧光 边 峰 的 强度 . RE A Hs 的 交叉 矩阵 元 ， 我 们 
便 回 到 Agarwal 讨论 的 两 原子 共振 荧光 的 情形 . 若 将 Vas 与 Vi 间 的 耦合 矩阵 元 略 去 ， 
我 们 便 同 到 单 原 子 Viti Vio 满足 的 Bloch 方程 . 
7.40.4 两 原子 的 共振 荧光 谱 


以 再 耦合 波 函 数 为 基 , 求解 两 原子 动力 学 方程 (7.10.32),(7.10.33), 并 应 用 量子 回归 定 
理 ， 最 后 计算 出 两 原子 系统 的 共振 荧光 谱 “ 
数值 计算 结果 如 下 - 


(7.10.34) 
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1. 共振 情形 (Aw = 0) 


(1) 取 T;/2T, = 1, 这 对 应 于 无 碰撞 情形 0. = 0. 车 取 as = 0,a = o. — 0, GB 
与 文献 [70] 给 出 的 一 致 ， 与 中 间 的 三 峰 相 比 ， 第 二 对 边 巍 很 弱 ， 不 易 观 察 到 . 这 是 因为 
B 很 小 ， 而 谱 为 Lorentzian W. 不 同 下 间 的 耦合 不 能 产生 强 的 第 二 对 边 峰 . Eo 关 0( 见 
图 7.37), 第 二 对 边 峰 随 着 |a| 的 增加 逐渐 增强 . 当 a = -3, 边 峰 的 高 度 已 超过 了 中 峰 (图 
7.37(a), B = 2.5). 因 a = as, 在 o 不 变 而 8 增加 的 情况 下 ， as = a/6 将 减 小 ， 这 将 导 


S (»)/S (0) 


0 "ill LA a EP 
—25—20—15—10 -5 0 5 10 i5 20—25 —20—15—10 -5 0 5 10 15 20 25 
(a) 2(v — ag) /7 (b) 


图 7.37 T2/(211) = 1, Ao = 一 1 情形 的 共振 菊 光 谱 ， (a) B — 2.5; (b) B = 5.0 
( 取 自 文献 [73]) 


S (w)/S (o) 


4 二 一 了 Ca 二 一 3 


0 
一 25 一 20 一 15 一 10 —5 0 5 10 15 20 —25 —20 一 15 一 10 一 5 0 5 10 15 20 25 


(a) 2o wa) (b) 


7.38 T5/(2T1) & 1, Ao = 一 1 情形 的 共振 荧光 谱 . (a) 8— 2.5; (b) 8 = 5.0 
(& B xs [73]) 
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致 第 二 对 边 峰 的 减 小 ， 此 即 图 7.37(b) 中 B = 5.0 的 情形 . 注意 谱 是 在 稳 态 情况 下 计算 
的 ， Ao = -1A= 107! ~ -10-2 < 0, 故 有 场 强 E' x o, EoA > 0, 亦 即 两 原子 的 初始 
相位 差 5~ 0, 处 于 相 于 自发 辐射 状态 T. | 

(2) T9/(213) = 5 x 107" 对 应 于 固体 介质 ， 如 红宝石 . 随 着 |a| 的 增加 ， 共 振 荧 光谱 
的 变化 情况 如 图 7.38. 当 a = 0, 有 三 峰 结 构 ， 当 ae 20, 出 现 了 较 高 的 第 二 边 峰 ， 而 且 还 
出 现 止 陷 光 谱 ( 见 图 7.39). 数值 计算 又 表明 在 某 些 情 况 下 中 峰 及 第 一 对 边 峰 ， 每 一 峰 均 
由 两 个 小 峰 构 成 ; 但 第 二 对 边 峰 不 包含 两 个 小 峰 . 


20 


S(w/ SO) 
E 


m-— —— 


[19 
—4-3-2-] O0 1 2 3 4 5 
2(o — wo) /7, 


图 7.39 四 陷 谱 (a = 一 0.02, 8 = 0.05, Ao = —1, 75/274 = 5x 1071) 
( 取 自 文献 [73]) 


2. 偏离 共振 情形 (Ao 7 0) 


S (w)/ S (0) 


0 
~ 28 — 24—20 -16—12 -8 —4 0 4 8 12 |6 20 24 28 32 


2(w — weg) ?, 


图 T.40 频率 失 谐 对 谱 的 影响 (a = 一 3, 8 = 5.0, Ao = —1, T2/271 = 5 x 1077) 
( 取 自 文献 [73]) 
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488 3j 35 Aj 3S i BEY JRCTORKIIOBUE, DORPAGEdEXSPERBU ( 见 图 7.40). 34 Aw = 1 时， 
第 一 对 边 峰 中 的 每 一 个 均 分 裂 为 两 个 , 但 第 二 对 边 峰 及 中 上 峰 未 出现 这 种 分 裂 . 


附 录 A 
参 黑 文 献 [19,20] 及 (7.2.3) 式 ， 探 针 光 与 原子 相互 作用 哈密 顿 量 为 
H' = afee ~ at (get) (A1) 


H' 对 密度 矩阵 p 带 来 的 变化 Ap 为 
t 
a- Te- zS. [E (^), pldt (A2) 


微 扰 五 " 对 系统 的 作 功 率 W 为 


w= Ser (A) -— tr E + tr[ H (2), [H (t), Ap]]/ch (A3) 


由 于 tr[H',[H', Ap] = 0, 故 当 t 很 大 时 ， 有 
W' = tr [2a 二 itr [1o SiE (E) gla 
= 4 fi düu le [o5 me] ) 
= hv (2) f. < latt'),a 9] > e 79a 
= uS B , 


~ hv (2) f < [a(t'), a! (£)] > e"* dt = hv (2) ao (A4) 
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SAGE 激光 偏转 原子 束 


1970 年 ，A.Ashkin 提出 用 共振 光 压 偏转 原子 束 0.1975 年 ， Hinsch 与 Schawlow [2]， 
Wineland 与 Dehmelt P! 分 呈 狂 出 激光 冷却 原子 的 设想 . 近年 ， Balykin 等 提出 水 晶片 原 
子 镜 对 原子 能 态 起 到 选择 反射 的 作用 UD Cook. 又 建议 用 激光 在 介质 表面 的 衰 波 作为 反射 
原子 的 原子 镜 回 , 这 些 虽 大 体 上 可 看 作 激光 光 压 对 原子 东 产 生 的 力学 效应 ， 但 原子 束 光 
学 不 仅 涉 及 原子 在 原子 镜 或 驻 波 栅 上 的 反射 、 衍 射 ， 也 还 涉及 原子 内 部 能 态 的 选择 等 一 
系列 复杂 的 问题 . 本 章 将 按 上 面 顺序 ， 逐 一 对 这 些 物 理 问题 进行 探讨 . 


8.1 激光 偏转 原子 束 


B1 SE SOUREUR TORTE 


A.Ashikin 最 早 提出 共振 光 偏 转 原子 束 方案 (如 图 8.1 所 示 ): 来 自 z 方向 的 光子 被 二 
”能 级 原子 吸收 ， 便 获得 动量 hk, 然后 以 自发 辐射 或 受 激 辐射 形 
P 式 释放 光子 ， 回 到 基态 . 如 果 是 自发 辐射 形式 辐射 出 去 , 其 方向 
AAA 在 47 立体 角 内 均匀 分 布 , 给 予 原子 的 平均 动量 为 0, 故 原子 获得 
< 的 即 吸 收 光子 时 的 动量 hk. 如 果 是 按 受 激 辐 射 方 式 辐射 出 光子 
hk, 而 且 是 沿 着 z 方向 , 则 原子 获得 的 净 动 量 为 Ak- hk .Ashkin 
一 一 ! 建议 的 共振 光 压 ;属于 hk = 大, 在 受 激 辐 射 过 程 获 得 的 净 动 

i81 原子 吸收 光平 未 意图 — 量 为 0, 他 也 只 讨论 了 通过 自发 辐射 过 程 原子 获得 的 动量 hk. 


考虑 到 在 热平衡 情况 下 ， 二 能 级 原子 处 于 激发 态 的 几率 为 


92 
= Ba W 
f= m BW = o at LI (8.1.1) 
natn  BiW b Ant BaW — 9 pw. Azn + B4óW 14 Ar 
gı BW (v) 


RP, A= An, B = Ê Ba,An 与 Ba X Einstein 自发 与 受 激 辐 射 系数 ， W(v) 为 加 
射 的 能 密度 ， 在 热平衡 情况 下 ， 即 (6.1.18) 式 表示 的 uA T) = gry I o 分 别 


为 1,2 能 级 简 并 度 . 又 设 激发 态 原子 的 自发 辐射 寿命 为 rw, 则 作用 于 原子 的 力 玉 为 
Akf hk — e 


F TW WI. Az (8.1.2) 
BW (v) 
当 入 射 光 的 谱 密 度 W (v) 很 强 ， 以 致 RW Wü BWO) <1, MEAD F ik TEM Fiat 
Ëa hz (8.1.3) 


TN 
(8.1.1)~ (8.1.3) 式 即 Ashikin 从 原子 吸收 并 自发 辐射 光子 过 程 得 出 的 作用 于 原子 的 力 尼 
的 公式 ， 他 还 设计 了 如 图 8.2 所 示 的 实验 装置 ， 以 观察 原子 束 的 偏转 ， 由 原子 炉 出 来 的 
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原子 束 经 过 窗口 射出 ， 激 光 以 垂直 于 原子 束 方 向 作用 于 原子 束 ， 使 之 在 横 癌 加 速 . 当 横 
向 速度 增 大 到 一 定 程度 ， 由 于 Doppler 效应 ， 激 光 己 是 偏离 共振 相互 作用 ,. 这 就 限制 了 
原子 的 最 大 偏转 . 为 保持 初始 时 的 位 置 ， 使 得 激光 束 总 是 与 原子 运动 轨迹 成 生 直 ( 见 图 
8.2), 总 是 处 于 共振 相互 作用 地 位 . 设 原 子 的 初速 为 vo, 且 光 的 谱 密度 W(v) 很 强 ， 以 致 
作用 力 下 达到 人 饱和， 于 是 有 p 
hkz 
TN 


2 
= me (8.1.4) 


|Fsat| = 
p 


式 中 ，p 为 速度 为 vo 的 原子 的 轨道 半径 . 以 vo 运动 的 粒子 与 激光 束 成 垂直 , 没有 Doppler 
失 谐 . 对 于 那些 速度 为 vo, 但 入 射 方向 稍 偏离 于 激光 的 垂直 方向 的 粒子 ， 设 在 半径 方向 
的 偏离 量 为 0, 则 可 证 


8?6 3v 
r=p+ô, ag t 56-0 
其 解 为 
3vgt 

这 些 粒子 的 速率 

) 2 
二 = [voee + VSto gl = vd 14: 39 ag 

p p? 


因 60/p « 1, di ER t— TS 后 又 会 紊 到 一 点 ， 如 图 32 所 示 的 装置 恰 是 一 个 
原子 速度 谱 分 析 器 . 


图 8.2 速度 分 析 器 
(W Ashkin [1]) 


参照 (6.1.18) 式 ， BW (v) 可 用 Lorentz 线 型 S(v) 及 入 射 光 的 强度 (vo) 表示 : 
r? 1 


Bax W (v) =Å hu) c 
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H vN/2 

T (v — vo)? + VN/2) 
式 中 ，vy = TES 为 自然 线 宽 ，4 = L/ry 为 自发 辐射 路 迁 几 率 , 参照 (8.1.1) RH r 的 
定义 ， 可 定义 饱和 参量 plz) 


S(v) = (8.1.6) 


BW (v) = p(v) Az (8.1.7) 
于 是 由 (8.1.6) 式 得 
X 4 ORO 


= 8.1. 
87hv p(vo) 47N (81 8) 


现 考虑 文献 [1] 中 例子 ， 用 激光 照射 Na 原子 . Na 的 Dz 共振 线 Ao = 5890 A,yw = 
10.7 MHz.Na? (1 = 3/2) 的 核 自 旋 使 得 基态 378,5 BARAA F —1, 2; 激发 态 3?Pz j2 分 
RA F =0, 1, 2, 3 的 精细 结构 . 跃迁 的 选择 定 则 为 AF = +1, 0. 用 圆 偏振 (e+) 3G 
激发 ， 由 基态 35,5, F—2, mp — 2 到 激发 态 32P55, F —3, mp — 3. 按 选择 定 则 
Amr = cl, 由 激发 态 F = 3, mp = 3 向 任何 其 它 的 基态 下 = 1, 2 的 mz 子 能 级 跃迁 
均 是 禁止 的 ， 这 样 我 们 便 有 了 一 个 理想 的 二 能 级 系统 ， 即 32Pyy2, P — 3, mp = 3 > 
3251J2, F —2, mp 22, ga/gi — 1. HE (8.1.8) 式 ， 并 取 I(vo) = Io, 得 
Io(W/cm?) 
2.1 x 107? 

参见 图 8.2, 收集 器 Cl 探测 再 聚 东 的 粒子 . 非 共振 作用 的 样品 飞行 到 Co. Na 原子 的 速 
R vo = 2x 10* cm/s, 被 与 Na 原子 的 Da 线 为 共振 的 激光 所 偏转 ，p = 40 cm. 由 原子 炉 
出 来 的 原子 东经 过 与 纸 而 于 直 高 度 久 的 窗 吕 , B -三 Ph 计算 激光 通 光 面 . 炉 温 810* Na 原 


TAEA 107? torr, 原子 密度 no = 3.4 x 107? 原子 /cm?, 平均 速度 var = (2kT/m)!/? = 
6.1 x 10* cm/s, 平均 自由 程 L = 30cm. 车 将 vo 设计 在 vo = var/3 = 2 x 10* cm/s, 则 
(8.1.4) RÆ h p = 4.0 cm. 又 取 窗 口交 = 0.1 cm, p(vo)—102, 则 入 射 激光 功率 为 1.5 W, 
而 p(v) 在 10 ~ 10? 间 调 变 . 对 应 于 原子 束 角 度 2.62, 因 速度 wo 与 轨道 成 士 2.6。 运动 的 
原子 ， 将 产生 v 一 vo = L5vy 的 Doppler 频 移 ， 即 p(v) = 10. 取 定 窗口 宽度 ， 高 度 w, h 
分 别 为 0.04 cm, 0.1cm, 可 估算 出 通过 窗口 的 原子 束 流 ~ 108 原子 /s, 可 作 许 多 实验 用 的 
EFRR. 如 果 激 光 东 是 分 布 在 球面 上 ， 还 可 获得 空间 会 聚 的 原子 束 . 


8.1.2 激光 作用 于 原子 上 的 力 


在 上 述 讨论 的 基础 上 , 我 们 可 以 更 仔细 地 讨论 作用 于 原子 上 的 力 . 这 个 力 ËE, 0) T 
表示 为 evaa 


p(vo) = (8.1.9) 


F(r,v) = VÉ- l(pay + pua) (8.1.10) 


即 作用 于 原子 的 力 为 场 的 梯度 与 原子 极 化 的 标 积 . 参照 (2.5.19) 式 , 在 共振 光 的 作用 下 ， 
单 原子 的 极 化 为 


jg O = (po + poa) = i 


代入 (8.110) st, 得 
F(r,v)-i-—E.vE (8.1.11) 
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AF, od Em? 222 相对 于 巨 有 /2 角 的 相 移 . 将 这 个 力 与 电磁 波 对 自由 电子 有 上 质 动力 
= -2e 
F,--— 9) , 得 


[Fol 2€ hyo zo È (8.1.12) 
| 至 | mw? u? w r2 


式 中 ， oz 一 -二 ATHE ra 为 a, b 能 级 间 的 跃迁 矩阵 元 ， Yo IRER 
系数 ， 一般 地 来 说 ， 由 于 yz/w «1, 故 偶 极 作用 力 到 要 比 丽 大 得 多 . 
现 按 (5.1.28) sti Jie EAE BE S pan 得 


EnunA DEAN Li ; 
Pab = n p2 本 -一 一 一 十 了 te ee 一 twnt 二 on) (8.1.13) 
T tiwo — ko — wn) z to t kv — wn) 
2 


式 中 ， 半 为 模式 指标 ， 如 果 是 单 模 ， 则 m 以 及 对 对 的 求 和 可 略 去 . 为 簿 化 起 见 ， 将 相位 
n 去 掉 ， 并 分 两 种 情形 计算 光 压 作用 于 电 偶 极 的 力 PF. 一 种 情形 是 行 波 场 : 


u = etkz 


E = Bette t 4 ee = 2E cos(ut — kz) (8.1.14) 
VE = 2k Eo sin(wt — kz) 


由 于 Doppler 效应 ， 以 速率 v pp B xm zh 1 AF DO S0 132 (5 BS w 十 kw, 于 是 


N in? = e ilwt—kz) 

Bl Pab 十 Pha) = g PM ï Tec (8.1.15) 
m d d(wo-—kv-—uw) 
T5 


将 (8.1.14) 和 (8.1.15) 式 代 入 (81.10) 式 ， 便 得 


4 TO. uS E2APR 
F(z,v,t) = TAE sin(wt — kz) 
x [72(wo — kv — w) cos(wt — kz) + sint — kz)] L(wo — kv — w) 
(oy (8.1.16) 
L(wo 一 kv — w) = 1 T» 
(3 + (o = ko - w)? 
对 时 间 求 平均 ， 得 
8 2p2 Lo 
« F(z,v,t) >= Ta A p — kv — w) (8.1.17) 
式 中 的 粒子 数 反 转 A, 可 参照 (5.1.18), (5.119) 式 ， 得 
2086 pe 2E Muo- kv- 
TIX2RAS =— a — T5 L(uo — kv — w) (8.1.18) 
2E2 Rum i - 
引进 参量 G = d Tj, 并 注意 到 27 = Ta, 则 行 波 场 e^ 作用 于 原子 的 力 为 
= _ hk , L(wo— kv — w)Ao 
现 考虑 驻 波 情形 : 


' 271. 


u = gt gin 
2k Es [sin(wt — kz) — sin(wt + kz)) (8.1.20) 


—4k Ep cos wt sin kz 


Pab 仍 按 (8:1.13) 式 计算 . 经 过 与 行 波 场 类 似 的 运算 ， 最 后 得 


< 
Ny 
II 


< F(z, v, t) >= Fp + Fina (8.1.21) 
= 2hk G [L(w — kv — w) — L(wo + kv — w)] Ao 


SPO To 1 + G[Llwo — kv — w) + L(wo + kv — w)] 


B hkG [(wo — kv — w)L(wo — kv — w) + (wi + kv — w) L(w + kv — w)] Ao 
md 1+ G(L(wo — kv — w) + L(wo + kv — u)) 


sin? kz (8.1.22) 


sin 2kz 
(8.1.23) 
Ép, Fna 分 别 为 自发 辐射 力 与 感 生 力 ， P» e 1/T5, 而 na Ce (wo—kv—w) 与 (wotkv—w). 
由 (5.119) 式 ， 行 波 情形 的 作用 力 oe 元 MARME, 5 (812) 式 同 ， 但 数值 上 有 些 
差异 ， 主 要 是 两 者 物理 模型 不 一 样 引起 的 . 
8.1.3 ”原子 在 速度 空间 的 扩散 

上 面 讨 论 了 辐射 场 作用 于 原子 的 力 . 原子 在 力 天 作用 下 ,将 沿 一 确定 的 轨道 作 有 
规 运 动 ， 但 除了 这 一 运动 外 ， 原 子 还 会 因 在 速度 空间 的 分 布 不 均 ( 即 存 在 速度 梯度 ) 而 
产生 扩散 .这 就 需要 对 密度 矩阵 所 满足 的 运动 方程 (5.1.2) 和 (5.1.5) 式 作 进一步 分 析 ， 
特别 是 在 导出 这 些 方程 时 ， 并 没有 考虑 光量 子 在 被 原子 辐射 或 吸收 时 对 原子 的 反 冲 速度 
V = 好. 在 考虑 到 这 些 因素 后 ， 适 用 于 二 能 级 原子 气体 的 输 运 方程 为 M 


ð ð . 1 
Dd UL = —(iwo + z- paz vs t 
(a; + " gz Pars.) (iwo + T.) bp(z, v, t) 


8.1.24) 
i EN V. V. ( 
—EG, t) los (ss 一 3 ) 7T Pbb c v T 93? 2I 


j Vy V. 
(Bro paalz: tt) 一 As— aaa (55 v; t) E(F, t) 区 (zv + Fae) 一 Pha c 十 HD 


(8.1.25) 

) V. V. 
(Èo yz tst) = A— pi (2, 0t) +E E(F, t) 区 名 一 Te) 7 Pba (zv 一 e)l 
(8.1.26) 


式 中 ， V. 为 原子 与 辐射 场 交 换 一 个 光量 子 所 获得 的 反 冲 速度 ; As(2, v, t), A«(2, v, t) 
分 别 为 原子 被 抽 运 到 基态 、 激 发 态 的 速率 ; w, Y 分 别 为 基态 、 激 发 态 的 阻尼 系数 ， 


元 = gem. (8.1.24) 式 的 解 仍 可 近似 写 为 (8.1.13) 的 形式 ， 反 转 粒子 数 密度 A 由 下 


AAH: y , 
A  pas(2, v — 3:0 — p (2, v + PED 
V, ô 
= Paa (Z, v, t) — pu(z, v, t) - 3 pz a vt) + pos (z, v, t)] (8.1.27) 
而 


V. V. V. 8 
pab(z, v X 3:0 一 pso(2, v £ 3,0 二 (1 土 7 py Plz vs t) — poa(z, v, t)] (8.1.28) 


- 272- 


将 (8.1.27) 式 代入 (8.1.13) 式 便 得 pos, 进一步 求 出 
WET t) D oaz, t) — pie (2,0) = Rf pa- Pob 一 e 2 (Paa pu) (8.1.29) 
于 是 将 (8.1.28), (8.1.29) RARA (8.1.25), (8.1.26) 式 后 ， 得 


V, à V, 8 | 
Paa © Àa — Yafaa 一 R € 十 Tx) f paa — pbhbb — DEN 十 2 (8.1.30) 


. Wo V, ð - 
Peb = Àb — Wps + R (: 一 Tx) Í paa - Pbb — y A — (Paa + 由 | (8.1.31) 


对 于 定 态 pau = Po = 0, RE 
Aa E Àb R. = Ya Yb 


— ; a (8.1.32) 
Ya Yb Ya + Yb 
将 (8.1.30), (8.1.31) 两 式 相 减 ， 并 设 Va = %, 便 得 
R V. 
Nt D Cus + pw) 
EN R, 2 Ov (8.1.33) 
Paa Pbb 1+ R/R, t^t 


这 个 结果 即 为 考虑 到 光子 对 原子 反 冲 作用 后 的 (5.1.18)， (139)35 N= NGA 
计 光 场 作用 时 的 初始 反 转 粒 子 数 ， 即 (8.1.18) 式 中 的 Ao; = Bo Paa + pu) 为 计 及 光 


子 对 原子 的 反 冲 后 带 来 的 修正 . 
对 于 处 于 平衡 态 附 近 的 非 定 态 ， 可 定义 为 光 泵 浦 抽 运 与 原子 的 阻尼 达到 平衡 ， 妈 


R. 2 o 


Aa + Àb — YaPaa — YoPib = 0 (8.1.34) 
于 是 由 (8.1.30), (8.1.31) 两 式 相 加 得 


8. RV? Æ 
8 E RV, av T z 8v? (Paa + Pob) 
(& eg) (paa + Pob) = 14 R/R, (8.1.35) 
式 中 ， 广 为 不 计 及 光 场 作用 时 的 反 转 粒子 密度 , 基本 上 处 于 基态 ， N = 2p% ~ (Paa t+ pos) 全 
一 (paa + pi). 又 注意 到 (8.1.18), (8.1.17) 式 ， 当 Ao 二 一 1 时 ， 人 A=- I+ RJR,’ 故 有 
hk 2bE2u? F R 
VR — E Si TaL(wo — kv - w) = —45 ( 十 zx) (8.1.36) 


于 是 (8.1.35) 式 可 写 为 


W = Paa + Peb 
(8.1.37) 
(à **20W =- (x W -"T423W) 
等 式 右 端 第 一 项 为 驱动 项 ， 第 二 项 为 扩散 项 ， 一般 较 小 ， 因 W = W(z,v, t), 面 我 们 关心 


的 是 原子 的 速度 分 布 ， 故 可 对 空间 坐标 z 求 积分 ， 仿 
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W(v,t) — f. Wí(z,v,t)dz 
取 规 一 化 
hk? 
6 —TI53(w—wg), Tokv — v, wit 
在 略 去 扩散 项 后 ， W(vt) 满足 如 下 的 方程 ， 


a Gs = ZAW, 0) 


ot 
参照 (8.1.37),(8.1.19), 式 并 经 规 一 化 ， 有 
A) = GL(uo—kv—w) —— G 


lc-GL(uy—kv—w) 1-G-4(v46y 
(8.1.40) 式 可 表示 为 

0 ðA(v) 
(&- A(v)— x) jn W(v,t) = zo 


(8.1.42) 式 齐 次 部 分 的 解 为 


= Gt + (1+ Gv 5) + Z (v +8)? 


(x- Aw) Č Z)a=0 


易于 求 出 WW(v,t) 的 通 解 


u pale) v)dv A 
Wlot) = W(ej)e dev” 9e Am - Ae wes D 
AP, vÆ t=O 时 的 (8.1.43) 式 ， 而 vlci) WE £740 时 的 (8.1.43) xXx. 
表示 为 
v(c1) t 6 = o(v,t) + B(v,t) 
3 1/3 
a(v, t) = Pr) 十 eo] 
3 1/3 
B(v,t) 二 一 be 一 sat] 
q(v,t) = (1 +G)’ + 240 
c(t) =c- Gt 
ODIE ACUTA A t 


2 
W (v,0) = gexp [t2 (*23) | 


则 由 (8.1.41), (8.1.43), (8.1.45) (8.1.47) RẸ 


Av 


(8.1.38) 


(8.1.39) 


(8.1.40) 


(8.1.41) 


(8.1.42) 


(8.1.43) 


(8.1.44) 


(8.1.45) 


v(ci) 的 解 可 


(8.1.46) 


(8.1.47) 


W(v,t) = 一 生生 和 41n2 penent) 


1+G + [o(v,t) +8, D] 
RP, 9 为 归 一 化 因子 ， 选 择 g 使 得 W (v, t) 满足 归 一 化 条 件 
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(8.1.48) 


J W(v, t)dv — 1 (8.1.49) 


上 面 我 们 假定 了 原子 的 初始 速度 分 布 为 平衡 分 布 ， 其 速度 宽度 为 Aw MGE 0 us 
而 解 是 普 适 的 ， 当 原子 与 场 处 于 共振 相互 作用 时 ， 其 作用 力 最 大 由 (8.1.41) 式 给 出 
AQ) = Lus OE do 同方 向 时 为 加 速 ， 反 方向 时 为 减速 由 于 加 速 (或 减速), 使 得 
原子 东 (v = vo + Av) 会 很 快 由 共振 相互 作用 进入 非 共振 相互 作用 lo 6| > Av, 作用 力 
A(v) 随 之 逐渐 减 小 ， 当 然 这 不 仅 与 原子 束 流 的 速度 宽度 Av 有 关 ， 还 与 光 的 频 宽 Au 有 
X. AAR 共振 相互 作用 的 时 间 僵 长 ， 反 之 愈 短 . 易于 看 出 ， 考 虑 到 激光 谱 宽 后 ， 
共振 相互 作用 可 定义 为 op 十 下 < Av + Aw ERE Aw 增 大 后 ， 平 均 功 率 下 降 ， G 的 
值 也 就 下 降 ， 因 此 ， 我 们 曾 提出 利用 序列 脉冲 激光 7 的 光 讨 力 ， 实 现 对 原子 的 减速 与 
冷却 : 因为 序列 脉冲 激光 包含 许多 旁 频 ， 将 中 心 频率 调谐 到 Doppler 谱 增 宽 的 低频 便 ， 
通过 适当 调整 序列 耽 冲 参数 ， 可 使 其 旁 频 布 满 了 低频 侧 ， 从 而 加 宽 原子 与 辐射 的 共振 相 
互 作用 区 .我们 的 计算 结果 表明 ， 采 用 序列 脉 溃 激光 可 以 更 有 效 地 降低 原子 的 速度 各 动 
能 ， 要 进行 这 个 计算 ， 还 要 推广 作用 力 的 表达 式 (8.1.17), (8.1.19), 使 之 适用 于 包含 多 个 


谐 波 分 量 的 情形 . 设 

E = EoF(t, z)e™itottkz) 十 cc 

F(t,z) = e7% sn (AvttAkz) 一 5 Jn cos 2n(Awt + Akz) (8.1.50) 

n=0 
A à 
Xn, EoF (t, z) 为 序列 脉冲 波 包 ， F(t,z) 2 dx, Aw PE EE * Ak = Ss, a^ 
决定 脉冲 的 半 宽 度 和 调制 深度 { 见 图 8.3.2? = 4),J 为 
Jo — PRRD, Ja = 2e7* /? [, (a? /2) 


a (Awl + ARZ) 


图 8.3 Jj 3i EK rb d UE dd Fa, z) 
Gk Bue. [12] 


图 8.4 不 同 脉 宽 参 数 a? 下 光 压 力 速度 分 在 
(到 自 文献 [12]) 


xXx 8.1 调制 参 蜂 


10 20 
4.54 x 1075 | 2.06 x 107? . 
8.48% 5.96% 


In A Ea ER Besse ggg. 表 8.1 给 出 不 同 a? 值 下 的 调制 参数 . 随 着 o? 的 增 大 ， 
序列 脉冲 的 脉冲 宽度 和 脉冲 的 最 小 值 减 小 . 当场 为 (8.1.50) 式 表 示 的 多 模 场 时 ， 重 复 
(8.1.14)—.(8.1.17) 式 的 推导 ， 得 出 
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L 2 m2 oo 
< F(z,v,t) >= EPan FOA >、 [t 一 mF) L(Awt)+ @ + mE) Ew) J2 


h 一 oo 
(8.1.51) 
Am | 
Au 二 = (wo — w — kv) £ 2n(Aw + Akv) 
参照 (5.1.18), (5.1.19) 式 ， 多 模 情 形 的 粒子 反 转 A 为 
A Eap 2 i — 
同样 引进 参数 G = I T2, 将 (8.1.52) RIRA (8.1.51) XX, $8 
5 [t — 2 年 ) L(Awj)- ( 十 25E) L6) J2 
< F(z,v,t) >= aog -——2 —————— — (8.1.53) 
? 1 十 也 C S (Lu) ) - L(Av;)] J2 
aper: 


用 (8.1.53) 式 代替 (8.1.44) 式 中 的 A(v), 虽然 也 可 求 出 相应 的 积分 


=+ f7 


TM " L7M (8.1.54) 


F( 
但 这 个 解 是 形式 解 .一 方面 积分 求 不 出 来, 另 一 方面 也 无 法 通过 解 方程 求解 = vC t). 
但 有 了 (8153) 式 后 ， 就 可 按 4(o) = -SEER 7. 数 信 求 解 (81.40) R. 
图 84 给 出 激光 对 原子 产生 的 光 压 力 速度 分 布 函 数 , 其 中 脉 宽 参 数 a? 分 别 取 0, 4, 20, 
计算 时 取 调制 频率 Aw = 7/T， 激光 频率 调谐 到 一 wo 一 可， 激光 强度 参数 G 为 


~ 17G， G 2.,2 
z= 一 -一 一 —e °’ i 8.1.55 
G F ; P^ (t)dt = Ze D(a?) (8.1.55) 


在 此 取 值 为 G=6.7. 对 连续 激光 (o? = 0) 情形 ， 光 压力 的 速度 分 布 具有 Lorentz 线 型 ; 而 
序列 脉冲 的 情形 ( 即 图 中 o? = 4 和 a? = 20), 光 压 力 速度 分 布 出 现 多 峰 结构 ， 并 且 随 着 往 
冲 的 变 窗 ， 即 a? 的 增 大 ， 高 级 子 妖 增 大 ， 光 压力 速度 分 布 范围 增 宽 . 

8.5~8.7 为 数值 求解 (8.1.40) 式 的 结果 . 计算 时 取 原 子 初始 分 布 宽度 Av = 80, 平 
动 速度 vo = 70. 原子 沿 z 轴 的 平均 平 动 速度 


<v>= 三 vW (v, t)dv (8.1.56) 
原子 的 平均 动能 用 均 方 速度 表示 为 


«v? >= f v?W (v, t)dv (8.1.57) 
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图 8.5 为 不 同时 刻 原 子 的 速度 分 布 .图 中 实 线 — Deopn gans 
Xp a? = 4 虚线 为 a? = 0 激光 参数 均 为 G= 10, 初 5 
始 条 件 亦 相同 - 由 图 8.5 看 出 ， 在 激光 与 原子 相互 13 
作用 的 初 阶段 ， 原 子 速度 分 布 函数 发 生 了 很 复杂 的 12 
变化 . 但 是 经 过 一 定 的 时 间 以 后 ， 原 子 速度 分 布 画 | | 
数 变 窄 ， 并 向 低速 方向 发 生 了 显著 的 移动 . 在 相同 ol 
激光 强度 条 件 下 , 序列 脉冲 光 压 可 比 连 续 激光 光 压 
更 加 迅速 地 使 原子 速度 分 布 函 数 发 生变 化 . 

图 86 、 图 8.7 比较 了 序列 脉冲 激光 和 连续 
激光 光 压 的 减速 、 冷却 作用 ， 图 中 虚线 代表 连续 
激光 的 作用 ， 实 线 代表 序列 脉冲 的 作用 :参数 为 


70 
a? = 4, Aw = Ty w 一 wo = T 图 中 的 


1, 2, 35 4, 5, 6; 7, 8, 9 各 曲线 的 参数 分 别 为 
G = 1, 0.67, 1; 10, 6.7, 10; 100, 67, 100. 可 以 
着 出 ， 当 平均 功率 相同 或 者 下 降 1/3, 使 用 序列 脉 
冲 激光 对 原子 的 减速 和 冷却 效应 都 比 连续 激光 有 
HE. <v>, <v > 均 下 降 得 很 快 . 

由 上 面 分 析 计 算 表 明 ， 采 用 序列 脉冲 激光 并 适当 选择 调制 函数 ， 能 够 获得 较 宽 的 
光 压 力 分 布 ， 从 而 比 相同 功率 的 连续 激光 更 有 效 地 使 原子 东 冷 却 或 减速. 以 Na 原子 
3251/J2-32 忆 ys 跃迁 为 例 不 计 超 精细 子 能 级 影响 ， 取 入 = 58905, mE 10 MHz, 则 图 
8.6 和 图 8.7 所 示 的 Na 原子 初始 在 激光 传播 相反 方向 的 平均 速度 为 41x 10* cm/s, 平均 


W 人 人 


= N wW A n Dnu oC 
T 


8.5 原子 的 速度 分 布 函 数 W (vos t) 
( 取 自 文献 [12]) 


7000 


6000 


图 8.6 原子 的 速度 平均 值 < wv > 随时 间 的 变化 8.7 原子 的 速度 平方 平均 值 < v2 > 随时 间 的 变化 
( 取 自 文献 [12]) ( 取 自 文献 [12]) 


速度 平方 为 2.0 x 10? cm?/s?. 图 中 G = 10, 相应 于 激光 平均 强度 为 500 mW /cm?, 无 量 纲 
时 间 t= 600, 相当 于 1.92 ms. 当 采 用 连续 激光 ， 经 过 1.92 ms 后 Na 原子 气体 在 激光 传 
播 相反 方向 的 平均 速度 下 降 为 3.2 x 104 cm/s, 均 方 速度 下 降 为 1.4 x 109cm?/s?. 如 果 使 
用 平均 强度 为 330 mW/cm?, 重复 频率 为 70 MHz 的 序列 脉冲 激光 经 过 相同 的 时 间作 用 


- 277 > 


后 ， 平 均 速 度 下 降 为 2.2 x 10* cm/s, 平均 速度 平方 下 降 为 8.5 x 109 (em/s)?. 低 强 度 序列 
脉冲 激光 也 可 产生 速度 分 布 范围 较 宽 的 光 压 力 , 不 澳 采用 频率 扫描 就 可 能 使 整个 原子 气 
体 实现 深度 冷却 . 


8.2 激光 冷却 原子 与 光学 粘 胶 


前 一 节 讨 论 了 ， 只 要 激光 频率 v 相对 于 原子 跃迁 的 频率 wo 为 红 移 ， 即 w — wo < 0, 
在 激光 作用 下 的 原子 ， 会 由 于 Doppler 效应 被 减速 和 致 冷 ， 即 图 8.6 和 图 8.7 所 示 的 
<v>, < 刀 > 随 作用 时 间 上 的 增加 而 下 降 ， 但 这 只 是 受到 迎面 而 来 的 激光 辐射 压力 作 
用 的 结果 . 如 果 是 受到 正 、 反 方向 传播 的 激光 作用 ， 这 原子 将 在 传播 方向 ， 例 如 $87; 
向 ， 被 减速 ,如果 是 采用 6 个 光束 沿 z, y, z E, 反方 向 作用 于 原子 ， 则 原子 将 被 禁 钢 
在 6 束 光 作用 的 小 区 域内 ， 又 考虑 到 原子 的 速度 扩散 ， 原 子 很 像 是 在 一 带 有 粘性 的 液体 
邑 光学 粘 胶 中 运动 ， 又 假定 沿 x, y, z 轴 进 行 的 光束 是 彼此 不 相干 的 ， 即 是 光学 粘 胶 模 
x) [ 引 . 现 分 析 这 一 模型 的 一 维 问题 ， 即 在 z 方向 加 上 一 驻 波 场 对 原子 所 产生 的 减速 、 阻 
思 、 速 度 扩散 与 加 热 . 

BW (8.1.22) n (8.1. 23) 式 ， 辐 射 场 作用 于 原子 的 力 Fp Fa 对 z 求 平均 后 ， 由 于 
NEL T" Z sinksdz - o 仅 Fa 有 贡献 ， 去掉 矢 量 记 号 ,用 已 来 表示 ， 并 


了 初始 反 转 粒子 - = —1, 则 有 


F= -hk  G|L(ug — kv — w) — L(wo + kv — w)] (8.2.1) 
— T) 1-GiL(wo — kv — w) + Llw + kv — w)] UU 


对 王 弱 场 G «1, XE A — v — wo, 则 上 式 可 简化 为 


hk A.27, 


F = —Gkv - 2T; = - 
T, “一生 十 2(A? + k?v?)T2 + (A? — k2v2)? T2 


(8.2.2) 
又 参照 (8.1.37) 式 ， 在 驻 波 场 作用 下 ， 原 子 的 扩散 方程 为 


d 8(F 8 
rum -2 x" w)«3 28v s. (2) (8-2.3) 


Ak hk. G|L(w- kv — v) + L(wo + kv ~ w)] 
M? To 1+ G[L(wo — kv — w) + L(wo + kv — w)] 


EG Å = w -wo JE kol < |A|，G « 1, ME 


(Bk) 2G 1 . 
— M? T. 1-4 (AT)? 


(8.2.4) 


(8.2.2) 式 为 驻 波 场 对 原子 产生 的 町 射 压力 ， 而 行 波 场 的 辐射 压力 则 由 (8.1.19) 式 给 出 ， 
即 


1 Go 
Fa = thk — 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 8.2.5 
+ Ta 14 G + ((A F kv)T;)? (8.2.5) 


图 8.8 A F(Sc £x), Fe (oi £x) 相对 于 
kvT» WEE B EAT HERE, dE v — 0 
附近 玉 与 v 为 线性 关系 ，F -ava 
为 阻尼 系数 . 由 (8.2.2) 式 ， 有 

AT; 

(1 (AT?? 


a = —Ahk?G (8.2.6) 


F,F, ERAM) 


E kv 之 0 附近 原子 动能 6 的 减少 
率 ， 即 冷却 速率 为 


(F) = Fu 一 一 ao? (8.2.7) 


2ko/T', 


BIB. F, Fo ME 2kv/Ts 的 变化 曲线 (SM Lett [13]) 


另 一 方面 参照 第 十 章 方法 ， 将 Fokker-Planck 方程 等 价 为 Ito 7j f£, (8.2.3) 式 可 写 为 
dv(t) = -— + VDt(tdt = — (tdt + VDE(t)dt (8.2.8) 
< EEE) >= ét- t), <E) >=0 
(8.2.8) 式 的 解 可 写 为 
v(t) = v(0)e ^5? + VD | e dr 7T eye (8.2.9) 
由 此 可 得 速度 v(t) 的 均 方 差 及 平均 值 


< (Av)? >=< (wt)- < v(t) >} > 


tp Doan 22 8.2.10 
-- pj J dt di'e- M t-t )- a (t-t ) < ENEE’) >= PM — e Mt) ( ) 
0 0 2a 

< v(t) »—« v(0) > e*t! (8.2.11) 

z t oo 时， (8.2.10) 式 给 出 
< (Av)? >~ MD (8.2.12) 

2a 
当 苇 很 小 时 ， (82.10) RA H 
d 2 

< (Av)? »c Dt, CS > =D (8.2.13) 


上 式 用 多 乘 ， 便 得 加 热 原子 的 速率 为 TO. 但 为 保持 原子 的 动量 Mv O ANE, i 
吸收 一 光子 后 又 辐射 一 光子 .总 的 加 热 速率 II 应 为 


(5) -23MP -mD (8.2.14) 
dij, ^ 3 
平衡 时 ， 应 有 ($) n (5) = 0. 将 (8.2.7), (8.2.14) 式 代 入 ， 便 得 

c h 
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MD 
v? = 一 一 (8.2.15) 
Q 


与 (8.2.12) 式 比 较 ， 得 知 平衡 时 的 v? AA < (Av)? > 4 t> oo 时 的 取 值 的 两 倍 . 将 原 
子 的 热 动能 Mv?/2 与 按 能 量 均 分 定理 每 一 个 自由 度 的 热能 kTp/2 相等 ， 便 得 


MD — h 1+(AT) 


一 2 一 = = 8.2.1 
kTg = Mv a "XH AT, (8.2.16) 
当 ATQ = -1 时， 上 式 取 极 小 值 
kTmin = T (8.2.17) 


这 个 温度 称 为 Doppler 冷却 极限 . 对 于 钠 原子 5890 A 线 ， 去 = 云 = 2 x 107 Hz 故 有 


kTmin = 6.62 x 10777 x 10" erg = 240uK 
但 实验 测 得 的 温度 要 比 极限 温度 2401K 低 得 多 . 


扩散 系数 及 阻尼 系数 的 表 式 (8.2.4), (8.2.6) ER G — I/1o « Y 情形 导出 的 . E G 并 
不 很 小 ， 则 D 5j a 的 表 式 分 别 为 


., (hk? 2G 1 
— M? T21-2NG + (ATP? 


(8.2.18) 
AT 
(1 2NG + (AT3)?)? 


AP, N=1, 2, 3, 分 别 对 应 于 1,,2, 3 维 光 学 精 胶 . 相应 地 冷却 温度 (8.2.16) 式 也 应 修 
正 为 M 


o c —Ahk? G (8.2.19) 


hh 1-4 2NG - (âT) 


kTg 一 21 CAT, (8.2.20) 
为 了 描述 原子 在 光学 粘 胶 中 受阻 冷却 ， 现 定义 速度 衰减 时 间 常 数 ra 
LM (8.2.21) 


Ta — do ^^ 
(2). 
对 于 钠 原 子 ， 冷 却 极限 温度 kTni = 240K, 对 应 的 速度 为 30 cm/s. 原子 在 光 胶 中 作 
Brownian 运动 ， 其 扩散 距离 7 8935975; f < 7? > 与 扩散 时 间 tp 的 关系 为 


<r? >= N<? >, <r>=2D,tp, D,-— r (8.2.22) 
由 (8.2.19), (8.2.20) RW dz (8.2.22) 式 中 的 kTg 和 o, 得 
"E: T > Ed _ 8k? < > T MEN (8.2.23) 
将 上 式 对 G 及 失 谐 A 求 极 值 ， 得 
pz EE 当 Ñ= ~l, G= - (8.2.24) 
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用 钠 原 子 和 = 5890 A，1/T = 2r x 107Hz 及 扩散 距离 <r? >= 05? cm?, N = 3 代入 
tp 的 表 式 ， 得 扩散 时 间 tp = 742 ms. 如果 不 是 光学 粘 胶 ， 而 是 按 240 jyK 的 平 动 速度 
30 cm/s 逃逸 0.5 cm 距离 ， 则 只 需 17 ms, 约 为 742 ms 的 1/44. 这 一 结果 是 假定 了 光学 
粘 胶 的 体积 为 无 限 大 时 ， 求 得 的 原子 的 扩散 距离 均 方 值 < 0? > 与 扩散 时 间 tp 的 关系 . 
如 果 一 开始 光学 粘 胶 的 体积 就 是 一 个 半径 为 了 的 球 ， 原子 一 扩散 到 球面 ， 便 很 快 逃逸 . 
又 设 球 内 初始 原子 数 为 no, 经 过 上 时 的 扩散 ， 球 内 的 原子 数 n (0) 将 按 指数 衰减 06 19 


r? 


z?D. 
仍 取 7 = 0.5 cm, 则 按 (8.2.25) 式 计算 得 rw = 450 ms, 这 些 是 设计 观察 原子 冷却 温度 实 
验 的 依据 . 在 没有 讨论 这 些 实验 以 前 ， 应 指出 已 测 到 冷却 温度 25 uK UOS, 远 低 于 钠 原 子 
的 Doppler 冷却 极限 240 uK, 究 其 原因 , 除了 上 述 冷却 机 制 外 , 还 存在 新 的 冷却 机 制 UTI, 
即 偏振 梯度 冷却 . 


n(t) = noexp(-t/rw), Tw = (8.2.25) 


8.3 激光 偏振 梯度 冷却 原子 


利用 激光 偏振 梯度 冷却 原子 的 机 制 由 J.Dalibard, C.Cohen-Tannoudji 和 S.Chu 分 别 
独立 提出 B, 基本 原理 是 基态 与 激发 态 均 包含 了 简 并 的 子 能 级 ， 当 激光 的 偏振 随 空 
间 坐 标 变化 ， 亦 即 存在 偏振 梯度 时 ， 对 与 之 相互 作用 的 原子 呈现 出 阻力 ， 而且 当 原子 的 
速度 v 0 时 的 阻尼 系数 几乎 与 光 强 无 关 ， 偏 振 梯 度 有 两 种 ,一 种 是 ot+o” 型 ， 另 一 种 
A mx" 型 ， 分别 如 图 8.9(a), (b) 所 示 . 图 8.9(a) 示 出 oto” 型 为 两 束 梁 相 反方 向 传输 的 
左右 椭圆 偏 振 光 ， 总 的 电场 E(zt) 可 表示 为 


E(z,t)=Et(z)e ittec (8.3.1) 
EMDE ET) 由 下 式 给 出 : 
£*(z) = egee t? + she'e 一 让 (8.3.2) 
H 
€ = €, = ——z(e + ie) 
V2 (8.3.3) 
d =e 


= ge cie) 
AP, co sb 分 别 为 沿 z 轴 正 、 反方 向 传输 的 光 的 振幅 ， 可 取 为 实 值 ，e-， e+ 为 左 、 有 
旋 贺 偏振 . 将 (8.3.3) RRA (8.3.2) 式 ， 得 


£*(z) 一 Ace — ER 一 Je 十 €0)eg (8.3.4) 


Ez = €, COS kz — e, sin kz 
. M (8.3.5) 
€g = €x sin kz — e, cos kz 


合成 后 为 一 椭圆 偏振 光 ， 而 且 椭 立轴 绕 z 轴 转 动 角 p = 一 kz 
在 负 失 谐 条 件 下 , 原子 从 ao 光 场 中 吸收 光子 数 比 of 光 场 中 吸收 的 光子 数 多 ,阻尼 
系数 为 
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|. 120 AT 2 
(017 5- (AT3Y 


(8.3.6) 


平衡 温度 为 


_ AQ? [29 39 1 
i 300 75 1 c (A7T3)?] 


JT 一 
Cu —C- 
一 
r ， 


— 
/ N 
(e) | " 


图 8.0 两 种 类 型 的 偏振 梯度 及 对 应 的 光 移 位 基态 子 能 级 ， 跃迁 为 Jg = 1/2 Je. = 3/2(a)o to 型， 
(b)r?«a" 型 ，(c) 对 应 于 gta” 型 的 光 移 位 基态 子 能 级 ; (d) 对 应 于 Try 型 的 光 移 位 基态 子 能 级 


(参照 [13]) 
对 于 na" 型 两 束 沿 相反 方向 传播 县 偏振 方向 互相 垂直 的 线 偏 振 光 ， 即 有 


€ = Ez € = y (8.3.7) 


Xr (8.3.7) 式 代 入 (8.3.2) 式 ， 并 令 so = eh, 则 得 


£*(z) 一 coV2 c hz ty i gin ka f — x) (8.3.8) 


v2 v2 
由 (8.3.8) 式 看 出 合成 后 的 场 强 £7(z) 在 z = 0 ARARE 在 z = A/8 Ak A NS E 
HA (o). 当 原 子 沿 z 轴 飞 行 时 ， 原 子 基态 子 能 级 由 于 光 所 产生 的 能 级 移 位 的 大 小 随 空 
间 位 置 交 蔡 变化 . 光 抽 运 总 是 将 基态 高 子 能 级 的 粒子 抽 至 低 子 能 级 ， 如 图 8.10 所 示 . 这 
样 ， 原 子 在 运动 时 ， 总 是 吸收 红 移 光子 ， 放 出 蓝 移 光子 ， 导 至 原子 动能 的 损耗 ， 对 于 弱 
光 强 、 人 负 失 谐 情 况 ， 一 维 mtm" 光 胶 的 阻尼 系数 为 
pan 
2 


a — —3h (8.3.9) 


平衡 温度 为 


: 282 - 


kTp = ` (8.3.10) 


A/2 


图 8.10 (a)r?«" 型 的 基态 子 能 级 光 移 位 与 光 抽 运 ; 
(b) 在 基态 子 能 级 上 的 粒子 数 分 布 (用 实心 点 的 大 小 来 表示 ) 
(参照 [13]) 


oto- 和 nny 激光 场 对 原子 的 辐射 压力 和 速度 的 关系 如 图 8.11 所 示 . 从 图 中 可 以 
看 出 , 在 低速 范围 ， 偏 振 梯度 冷却 更 有 效 ; 而 在 高 速 范围 ，Doppler 冷却 更 有 效 ， 因 此 ， 
利用 偏振 梯度 冷却 ， 在 光 强 很 弱 、 失 谐 很 大 时 ， 可 使 冷却 温度 低 于 Doppler 极限 .这 由 
(8.3.6), (8.3.10) 式 可 以 看 出 来 . 

现 对 一 维 rzxy 光 胶 作 更 仔细 地 讨论 ， 设 基态 为 二 重 简 并 ， 简 并 能 级 为 hy gis 
激发 态 为 四 重 简 并 ， 能 级 为 e412，e42/s, 它们 之 间 的 Clebsh-Gordon 系数 如 图 8.12. 采 
用 旋 波 近似 后 ， 原 子 与 光 场 间 的 电 偶 极 相互 作用 V 为 


V = — (D+ -£*(r)e^*"* + D7 -E~ (r)e'"**) (8.3.11) 


Xp. DH, D- AIATEMRERSTERTF:; Et(r), E (r) 为 激光 场 的 正 频 、 负 频 分 
E, £-—(E*y,£*(r) 由 (8-3.8) 定义 . 根据 (8.3.8), (83.11) 式 及 图 8.12 得 出 相互 作用 
V 的 答 阵 元 为 


—iwr t 


AQ 
< €3/3|V |9172 >= —= sin kze 


V2 


RQ l 
< eyj9|V |g 1/2 >= — sin kze 


V6 


无 人 
< e..3/3]V |g-1/2 >= —g cos kze 


/2 


hQ 
< €.323|V |g1ja >= ~; cos kze 


V6 


—iwrt 
(8.3.12) 


inr 


nopi 
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0.2 下 (单位 fibru/20 


v (单位 Yi/k) 


—0.2 ku 
(a) 
0.15 F mgl r2) 


v Gif rho 


图 8.11 (ajar! 型 激光 场 对 原子 的 辐射 压力 (单位 为 hkI'1/2) 随 速度 v( 单 位 为 Pi/R) 的 变化 曲线 
(Q = 0.271, = -q ); 
(bjcte- 型 的 辐射 压力 F Bi v 的 变化 (Q = 0.2551, = —0.5m) 
( 实 线 为 偏振 梯度 压力 ， 虚 线 为 Doppler 失 潜 相对 传播 光束 辐射 压力 之 和 ) 


(参照 Dalibard 等 [17]) 


€-3,2 €—1/2 €41,72 E4372 


&-172 H+1/2 


图 8.12 Jg — 1/2 — Je = 3/2 跃迁 的 Clebsh-Gordon 系数 
(参照 [13]) 
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由 激光 场 产 生 的 能 级 移 位 为 


< gil V |m >< m|Vigis > 


AE = R X 
1/2 ei, ACÀ +il/Ta) _ 
= hAso(sin? kz + $ cos? kz} = Eg 一 hA so cos 2kz (8.3.13) 
2, | (2/2 
E, = “A = 一 
073 77» T AF UR 
同样 可 以 求 得 
1 A 
AE_1/2 = hAso c kz 十 3 sin? kz) = Ej + hA so cos 2kz (8.3.14) 


将 能 级 移 位 AE AE aj 对 z 作 图 ， 便 得 图 8.10. 注意 (8.3.12) 式 也 可 用 另 一 种 方式 
表述 . 定义 基态 与 相互 作用 为 
= sin kzg, 5 + cos kzg 1j» 


hog . 8.3.15 
V= WIL + D^ c'est) ( ) 


于 是 有 


—iwrpt 


hn AQ i 
< es/zlY19 >= Wo sin kz < es,2| D" |giya >= vidi sin kz (8.3.16) 


将 这 结果 与 (8.3.12) 式 比较 , 完全 相同 .同样 ,< e_3y2|Vlg >，< evslV|g >, < e iyalVla > 
也 与 (8.3.12) 式 其 余 等 式 < egl lg- > 等 一 致 ， 故 (8.3.12) RAER RSI ERA 
同 激发 态 向 一 基态 跃迁 的 矩阵 元 . 一 个 很 重要 的 结论 是 由 g 的 定义 (8.3.15) 式 , 得 知 原子 
ALT gia; 9—1/2 态 的 几率 分 别 为 sin? kz, cos? kz. 由 (8.3.13), (8.3.14) 式 得 出 产生 AE 4/2 
能 级 移 位 的 力 faijo 为 


f+1/2 = AER 一 于 NAao sin 2kz (8.3.17) 
对 状态 912. 9—:/2 求 平 均 后 ， 得 
Í = fuam 十 六 1/27_112 (8.3.18) 
式 中 ， Tz 为 处 于 状态 gtiya 的 几率 . 如 果 用 sin? kz, cos? kz 代入 ， 便 得 
f(z) = S AA so sin 2hz cos 2kz (8.3.19) 


注意 到 sin? kz, cos? kz 可 看 成 初始 时 的 几率 N12(z)，X_1/2(2), Æ Tp 时 原子 已 由 zz 运动 
到 z — vr, 则 有 


tay — vn) ears) — vr, d (8.3.20) 
将 (8.3.20) 式 代 入 (8.3.18) 式 ， 得 
f(z vn) = f(e) + SM Asov sin? (2kz) (8.3.21) 


将 上 式 对 空间 z 求 平均 A f(z) = 0, 所 以 
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J(z—-vr)--ow a= - hk? Asyr, (8.3.22) 


Xp. n 为 原子 在 基态 逗留 的 时 间 ， 1/7, = Ea, 代入 上 式 得 @ 二 3k2(AT2/2), 此 
即 (8.3.9) st. 文献 [L7] 中 还 求 得 了 扩散 系数 D = :hi2M2A27ys0, 于 是 按 KT = DP, 
RĀ naQ 


得 平衡 温度 kTp = —4. 795 SIAT' BP (8.3.10) XX. 


8.4 光学 粘 胶 温度 测量 


三 维 光 学 粘 胶 是 S.Chu 等 在 1985 年 提出 来 的 . 他 们 用 观察 在 光 胶 中 的 原子 的 荧光 随 
时 间 的 衰变 ,也 称 之 为 R. & R (Release & Recapture) 方法 来 测定 原子 温度 . 如 图 8.13 所 
m ne, 由 原子 炉 出 来 经 Zeeman 调谐 磁铁 线圈 并 被 迎面 来 的 激光 束 对 挤 冷 却 后 的 慢 原 子 
R36 EQ EC RR OS ( 约 2.5 em) 的 光学 粘 胶 区 被 俘获 . 设 被 俘获 的 原子 数 为 no, 这 些 原子 将 
按 (8.2.25) 式 指数 律 衰减 ， 观 察 到 的 光 粘 胶 中 原子 的 荧光 强度 也 同样 按 (8.2.25) 式 指数 
衰减 . 如 果 挡 掉 形 成 光 胶 的 激光 一 段 时 间 tos (例如 tor = 20 ms), 然后 又 将 激光 加 上 ， 在 
tom 时 间 内 光 胶 已 去 掉 ， 原 子 将 以 热 速度 逃 离 光 胶 区 . 温度 和 热 速 度 高 ， 逃 离 快 ; 反之 逃 
BB. tum. XÉNE XCPKH TY. EG CHE tor 前 的 指数 衰减 , 但 强度 起 点 要 比 tor 前 低 (A 
图 8.14). 据 此 可 测定 在 tor 时 间 内 逃离 的 原子 数 及 热 速 度 与 温度 ， 应 用 这 种 方法 测 得 的 
钠 原 子 的 光 胶 冷却 温度 为 240 uK, 多 原子 的 光 胶 冷却 温度 为 100 uK 91, 分 别 与 Doppler 
冷却 极限 240 uK, 120 HK 接近 . 进一步 实验 ， 发 现 结果 与 经 典 光 胶 理论 及 Doppler 极 
限 均 不 符合 3). 图 8.15 是 周期 地 挡 掉 与 加 上 激光 束 ( 即 光 胶 ) 的 原子 荧光 强度 随时 间 的 
变化 曲线 . 这 曲线 反映 了 光 胶 慢 化 与 聚集 原子 的 效果 . 使 人 感到 惊奇 的 是 ， 即 使 激光 失 
谐 大 到 A = -6/ 字 (这 已 经 远 远 偏 离 于 (8.2.24) 式 给 出 的 最 佳 失 谐 A œ -1/T2), PREA 
图 8.15 所 示 的 慢 化 与 豪 集 原子 的 效果 . 这 表明 经 典 光 胶 理论 的 失效 . X B o OCT BE IE 
变 ， 可 测定 T 及 ip. 按 (8.2.23) X, tp 与 失 谐 A 的 变化 关系 即 图 8.16 中 的 实 线 ， 极 
大 在 -AT = 1. 但 实验 测 得 的 点 则 红 移 许多 ， 极 大 在 ATO m3 Hb. 经 典 理论 与 实验 不 
符 ， 还 可 从 飞行 时 间 (TOF) 测量 得 到 证 明 ， 即 在 光 胶 下 面 与 光 胶 相距 1 ~ 2 个 光 胶 直径 
的 地 方 加 一 探测 光 ， 当 原子 在 tog 时 间 内 由 光 胶 逃离 并 进入 探测 光 时 , 便 发 荧光 . 图 8.17 
为 荧光 强度 随时 间 的 变化 ， TOF 给 出 RTs = 250 pK, 25 HK 实 线 . 实验 数据 与 25 uK 
理论 曲线 要 符合 . 这 表明 光 胶 中 原子 处 于 温度 25 pK, 而 不 是 Doppler 极限 250 pK. 


冷却 激光 


图 8.13 Zeeman 调谐 磁铁 与 光 胶 区 位 置 示意 图 (参照 [13]) 
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荧光 强 (任意 单位 


0 Ol 02 03 04 05 06 07 0 2 4 : 6 8 10 
时 间 (s) 时 间 (s) 
图 8.14 光 胶 区 原子 的 荧光 衰减 示意 图 8.15 光 胶 中 原子 荧光 的 上 升 与 衰减 曲线 
(参照 [13]) (2R [13]) 


ET 时 间 (ms) 
图 8.16 光 胶 中 原子 寿命 随 失 谱 的 变化 图 8.17 光 胶 中 原子 飞行 的 时 间 测量 (A = 一 2.571] 
C 为 理论 曲线 (G ~ 0.5),*O ”为 实验 点 (参照 [13]) 
(参照 [13]) 


8.5 电磁 衰 波 场 对 原子 的 作用 力 与 原子 镜 


激光 辐射 压力 可 以 使 原子 减速 并 冷却 ， 同 样 也 可 以 应 用 激光 辐射 压力 作成 反射 原子 
的 原子 镜 202025] 和 衍射 原子 的 原子 机 .图 8.18 就 是 通过 平面 电磁 波 在 电介质 的 内 全 
反射 产生 的 衰 波 做 成 的 原子 镜 . y > 0 为 真空 ”yy <0 为 电介质 ， 激 光 透 过 介面 y —0 
产生 的 衰 波 为 


E(z,t) = e& exp(—oy) [ee 十 2 (8.5.1) 
式 中 ，e 为 偏振 矢量 ，= 为 y=0 处 的 波幅 
a = 二 (n? sin? 8 — 1)? ; k= nsin (8.5.2) 
c 


6 为 平面 波 在 介质 内 的 入 射 角 ， 产 生 内 全 反射 的 条 件 为 8> 9。 = sin™(1/n). EUCH S8 
cz 方向 传播 ， 训 波 对 原子 产生 的 力 可 参照 (8.1.14), (8.1.15) 式 求 得 ， 并 注意 到 误 波 的 梯度 
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VE(s,t) = e€ |(-à — i)e orien 
十 c.c] 
(8.5.3) 
将 (8.1.15), (8.5.3) 式 代入 (8.1.10) 
式 ， 便 得 


2 à k 
BIZ LE, 5. 
atu ty (8.5.4) 


内 全 反射 波 ^ 
AP, d, k HAFT yS > 轴 ， 


图 8.18 平面 电磁 波 在 真空 - 电解 质 表面 的 内 全 反射 形成 的 衰 波 


Typ2E2Ak 
E = Alap E Ak sd A sin(wt — kz)e ?** [Ta(w — kv, — w) cos(wt — kz) 
+ sin(wt — kz)] L(wo — kv, — w) 
u (8.5.5) 
一 一 一 “2Y 
Fy = Tau € acoso kz)e A [Tz(wo — kus — w) cos(wt — kz) 
+ sin(wt — kz)] L(wo — kts — w) 
将 上 式 对 上 求 平均 ， 并 应 用 (8.118) 式 ， 便 得 
F = hk GL(wo — kv, 一 w) 
”D1+GL(wo— kvs ~ w) 
Fy = — (w — kus — w)Ta Fs (8.5.6) 
2£2e-2ov 2T2 
GM 
HFE A =w-w >0 H A> kvu WREE, Esxnp4b fou 
Kk ë G 
* TGc-14- ATT2 
? - 2 (8.5.7) 
F, =ħa— AC 
M Gr 1c A?T2 
对 应 于 Fy 的 势 为 
E 
V(y) = es la [1 + G+ A272] (8.5.8) 
Mv? 


具有 质量 M 、 初速 w 的 原子 ， 只 要 < V (0), 当 运 动 到 薄 层 衰 波 势 附 近 时 被 反射 回 


2 
来 ， 亦 即 被 反射 回来 的 原子 在 9 方向 的 速度 分 量 最 大 值 应 是 
X 1/2 
op = [AF ma + G+ At) (8.5.9) 


值得 一 提 的 是 将 图 8.18 结构 稍 加 改变 ， 便 可 做 成 原子 衍射 栅 00. 主要 是 加 了 一 面 
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QI 


N ID 


t3 BOUE I 3E ELB 45 URBE. 于 是 在 界面 y — 0 附近 形成 激光 场 驻 波 栅 ， 由 真空 (y > 0) 
来 的 原子 在 其 上 衍射 . 


8.6 原子 镜面 对 原子 量子 态 选择 反射 实验 四 
如 图 8.19 所 示 ， 激 光束 射 入 石英 片 ， 在 其 内 全 反射 ， 透 过 介面 的 衰 波形 成 原子 镜 . 


参照 (8.5.8), (8.5.7) 式 ， 并 考虑 到 Doppler 修正 
后 ， 可 将 作用 力 Fy R3 Va) 写 为 


F, - ha (A — kvr)G 
G E 1-(A- kv)? T2 
kz = ksin0 (8.6.1) 


a= k(sin? 0 一 n 2)/2 


A — uw -— up 


V(y) — TS — k,v,)In [1 +G+(A-— k,v.)?T2] 
(8.6.2) 
V (y) 均 与 失 谐 (A 一 ksvs) REE. 车 为 正 失 
W, A- kv, > 0, F > 0 为 排斥 力 , 原子 被 原子 
镜 所 反射 ; 若 为 负 失 谐 A- kets < 0, 五 <0 为 
吸引 力 , 原子 将 被 吸附 在 镜面 . 为 观察 此 效应 ， 
可 选择 基态 有 和 精细 结构 的 钢 原 子 . 基态 3S1/z 有 
两 个 超 精 细 结 构 了 =1, 2, 间距 1772 MHz. 在 热 
平衡 情况 下 ， 玉 = 2 能 态 的 原子 占 37.5%,F = 
能 态 的 原子 占 62.5%. 若 将 激光 频率 调谐 到 各 能 
态 之 间 , 即 wzo 十 kzvz <w < vio KzUz, Wio, w20 
DIA F —1, 2 能 态 到 激发 态 3P3y2 间 的 跃迁 
频率 . 很 明显 ，w 相对 五 三 2 能 态 为 正 失 谐 ， 
将 反射 和 = 2 能 态 的 原子 ; 而 对 三 二 1 能 态 来 
说 ，w 便 是 负 失 谐 , 将 吸附 已 =1 能 态 的 原子 


荧光 强度 任意 单位 ) 


被 镜面 反射 的 原子 ， 再 用 探测 激光 通过 观测 其 Avp (GHz) 
豚 收 谱 ， 如 图 8.20(a) 所 示 ， 
w — (wio + kets) = -12 GHz 图 8.19 ”原子 在 原子 椰 镜 面 的 反射 实验 装置 
2n (参照 Balykin [23]) 


ELEM 

z — 82x 10! cm/s 忆 三 2 能 态 吸 收 谱 的 强度 远大 于 下 =1 能 态 . F-—1B8URmoE, 是 
出 于 背景 信 号 引起 的 . 这 个 结果 恰 表 明 玉 二 2 能 态 原 子 被 原子 镜 反 射 ，F = 1 能 态 原 子 被 
镜面 吸附 ,在 (图 8.20(b) 中 ， 2 Que t Re) = 2.9 GHz, — ot keve) -46 GHz 
均 为 正 失 谐 ， 玉 = 1 2 均 被 反射 , 均 有 吸收 峰 . 图 8.21(c) 为 撤 掉 激光 东 ， 无 原子 镜 ， 小 
量 散 射 原子 形成 的 吸收 背景 信号 。 
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图 8.20 钠 原 子 在 原子 镜面 选择 反射 后 的 吸收 谱 (参照 [23]) 


8.7 二 能 级 原子 在 激光 衰 波 场 中 反射 的 准确 解 


上 节 已 讨论 二 能 级 原子 在 激光 豪 波 镜面 的 反射 ， 并 研究 了 作用 于 原子 上 的 力 Fy 随 
着 激光 的 正 失 谐 或 负 失 谱 A 而 表现 出 的 差异 . 这 些 结论 已 从 实验 上 得 到 证 实 . 但 从 原子 
与 光 场 相互 作用 满足 的 Schrödinger 方程 来 准确 求解 ， 是 很 有 实际 意义 的 ， 这 一 节 就 在 
准确 求解 二 能 级 原子 与 场 相互 作用 的 Schrödinger 方程 的 基础 上 ， 讨 论 原子 波 函 数 的 边 
界 条 件 及 反射 率 随 Rabi 频率 的 变化 规律 Po. | 

8.7.1 ”二 能 级 原子 在 激光 豪 波 场 中 满足 的 Schrödinger 方程 及 其 角 


原子 在 误 波 场 中 总 的 哈密 额 量 豆 可 表示 为 原子 内 部 的 哈密 顿 量 Ha 原子 重心 (m2) 
的 动能 (pz b py c pl) 及 原子 与 激光 场 dn. u.t) 的 耦合 能 -A ELA IU, 即 


1 
H a 2 2) m.g 8.7.1 


参照 图 8.19, 在 z — y 平面 内 的 平行 光束 在 琉璃 介质 的 内 全 反射 形成 的 训 波 Elzy t) 与 
z 无 关 ， 原 子 在 z 方向 的 动量 pz 将 是 一 个 常数 . 为 方便 起 见 ， 已 去 掉 相应 的 动能 部 分 
p2/2m, 即 得 到 (8.7.1) 式 ， 这 样 便 得 出 原子 满足 的 Schrödinger 方程 


Op P/P o? NEN 
ax 一 (B+) oti (8.1.2) 


2m 
xb. 7 为 原子 内 部 坐标 . 假定 原子 只 有 两 个 能 级 ， 即 基态 与 激发 态 ， 则 定 态 解 为 


Ha(g)óe(q) 一 Eeóe(q) 
H.(a)65(d) = Egós(4) 


又 设 激 光 场 为 单 频 的 ， 其 频率 为 v, 则 有 


E(x, y, t) = E(x, yjet + E (x, y)e* (8.7.4) 


(8.7.3) 
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v 一 ue(z, MEAC) exp (^; 


„Ee+ E, wt ibt 
uz, y)ós (T) exp (2 emm (8.7.5) 


将 (8.7.4),(8.7.5) 式 代 入 (8.7.2) 式 中 ， 应 用 (8.7.3) 式 ， 然 后 用 f ae (d)da, folda 作用 
TERAMU, KHARE, HEBR A= —eg 的 矩阵 元 f ó«(2)iós(d)da NEA i, & 


后 得 ; 
h ə? 8? h > > 
P«- [a (pat ap) 739, cH (8.7.6) 
h (P P) À un B 
Ets = [73m (B t yi) goo E 
E.—E E 、 、 uo 
Ah. ALL, X BOUBUR w 相对 于 二 能 级 原子 跃迁 频率 的 失 谐 ， 激光 通过 
介面 内 全 反射 形成 的 误 波 场 为 
Elz,Yy) = Ee "tit 
(8.7.7) 


n=koVn2sinn0—1 , ¿= kgnsinO 


这 是 一 沿 x 轴 方 向 传播 的 波 ， 其 偏振 方向 Ee 与 z BOY £1. BD os 偏振 ， 波幅 沿 y 轴 方 向 指 
数 衰减 ， 下 面 为 书写 方便 起 见 ， 略 去 单位 矢量 6 并 将 六 写成 4. 将 (8.7.7) ARA (8.7.6) 
式 ， 得 ue, u 的 解 为 


Ue — Ue (y)eir-*/^ 


(8.7.8 
ug = ug (y)ei?s*/? | Pg = pec h€ 
将 (8.7.8) RIRA (8.7.6) RFH uelly), u(y) 满足 的 方程 
n? d? 2 RA - 
Eue = (25 2e 773 )* pee ug 
(8.7.9) 


Rog? 2 A B 
Eug = Cete Ug 一 pee ue 
(8.7.8) 式 表明 ,在 反射 过 程 中 ， 可 能 发 生 由 基态 跃迁 到 激发 态 ， 并 吸收 一 个 光子 的 能 
量 与 动量 . 现在 对 方程 (8.7.9) 式 进行 规 一 化 ， 引 进 Rabi 频率 o = E, 规 -一 化 频率 
Qo = hr? /m, 并 取 如 下 规 一 化 式 : 

Tey EN E+hA/2— pi/2m — 


hüo/2 一 hnJ2 n 
T, _ E-hA/2—pi[2m . 
hOg/2 — AQ/2 i 
8.7.10 
hm d? 1 d d? Q ( ) 
一 => >Q 


ANo/2 dy?  n?dy? "dy? Mo 
h^ — (hE? [2m — pyh£/m 
i02 
式 中 ， Tn, Ty 分 别 为 激发 态 、 基 太原 子 重 直 于 直面 的 平 动能 ， 0o/2 为 光子 在 方 
向 对 原子 产生 的 反 冲 移 位 ;而 E, C Aay Doppler 移 位 能 及 光子 的 反 溃 能 ， 当 


2m 2m 


"a 一 ?2 三 
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1 一 7Y2 > 0 时 为 正 失 谐 ， 当 i 一 72 « O HARRE. 经 规 一 化 后 ， 方 程 (8.7.9) 便 可 写 为 
d? 
dy)" 


式 中 ， (tee MEZ 0 MEL 


= —yu + Meu ^ (8.7.11) 


du dv - 
— 一 — = -ï m 
dy v, dy Tut+ Me Yu (8.7.12) 
或 . 
dw 
w . —y 
dy Tw + Ne yw (8.7.13) 
式 中 


“= 人) - " v-( ) (8.7.14) 
对 (8.7.13) 式 进行 Laplace 变换 ， 得 
Ü = n ~ e ""w(y)dy 
0 


sù = w(0) —rū(s)+Nü(s +1) 
w(0) 1 1 1 1 


j(s) = Nw(s+1)= 一 二 一 一 一 
(s) scr srrM (s+ (H+ (8.7.15) 
十 rN aN ats +) wo0) 
由 (8.7.14) 式 得 
-1 
s+T= ( $ ) (8.7.16) 
^Y S 
可 证 逆 阵 
1 1 1 
= 5 (8.7.17) 
s+L g+y\ -7 s 
一 1 
(s - T) -| ”一 ? -1 (8.7.18) 
s+T stylos s -7 s 
注意 到 
1 1 0 0 M 0 
N———— =M ~- , M= - 8.7.19 
s+1+T eur Jj (; u) 
1 1 1 1 0 0 
N N -pye — t |! 8.7.20 
s+1+r s+2+T epe aries deca j ) 


RP, Ey 中 的 y, y» 互 换 便 得 到 j 矩阵 ， 又 注意 到 M? =V, 故 有 
1 1 Q n 0 0 
N-REP RETO GIU ( ens , (8.7.21) 
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又 引进 记号 . 
do — Do, e, das = DoDi Dos 


di = DoDi, ©, dant1 = DoDi1D;:.. Donya (8.7.22) 
di = DoDi, >>, dont1 = DoDiDa Dos 
u i n 1 
”C++ C O77 (s+n)?+7 
注意 到 
1 0 0 1 l 
一 了 s s+n i s+n s 
于 是 有 


~ E si s+2 1 s+4 1 u 
sea ( * 1) +a PIE PU 
s+3 1 
ZI sl Jaf ) eo 
"rp ss +3) (8.7.24) 


注意 到 Md, = di M, Mds = dsM,…, 将 (8.7.24) 式 中 的 Mdonyi 换 成 dos 1M, 再 对 
(8.7.24) AREER, Mi uly), v(y). 主要 涉及 如 下 逆 变 换 : 


l — dn(s+2n) , l5 — - M dasui(s + (2n + 1) 


n=0 nz (8.7.25) 
l3 = 》 dan ，4 三 一 D d2n+1 
n=0 n=0 
I; 
无 
L= 8.7.26 
" ( ) 
I 


Ii(i — 1,2,3,4) 的 详细 计算 在 附录 A 中 给 出 .根据 (8.7.24), (8.7.26) 式 ,可 得 出 ue, ug, ve, Vg 
的 解 


Ve h Hh L Ls ue(0) 
0 
" |=| an dh an an || Wo (8.7.27) 
Ue dy dy dy dy ve(0) 
w) | d dh dh dh | \ v0 
dy dy dy dy 
- - dh dj dl, dl, 
RUP us (0), wo(0), v (0), vo (0) 03448 h,- l R eps Esser 
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Eyy LRR. 
8.7.2 二 能 级 原子 波 函 数 的 边 值 条 件 及 反射 率 计 算 
由 于 自发 辐射 ， 激 发 态 原子 在 离 靶 面 很 远 的 ym 处 几乎 全 部 向 基态 原子 跃迁 ， 故 有 


Ue(Ym) = 0, Ve(ym) cx 0 


8.7.28 
Ym È 1, Um > P3 x Kon? sin? 8 — 1 ( ) 


其 中 1 为 规 一 化 的 衰 波 厚度 ， ym 交工 表明 训 波 已 完全 不 起 作用 了 ;第 二 个 条 件 中 的 
P x ko V/n? sin? 0 — 1 项 表示 激发 态 原子 在 自发 辐射 时 间 Ty 内 飞行 的 距离 , 而 Ym 远大 于 


2 
KEB, 即 激发 态 原子 在 到 达 ym 处 前 已 经 跃迁 到 基态 . 典 再 的 数据 为 : ko 一 i. 激 
光 在 玻璃 介质 内 的 全 反射 角 0 = 459, n = 15, 原子 的 自发 辐射 寿命 = 10-8 sp, /m = 
0.5 m/s, 于 是 有 P x ko V/n? sin? 8 — 1 œ 1.73, 如 取 ym = 7, 则 条 件 (8.7.28) 是 满足 的 . 


应 用 (8.7.27) 式 可 将 (8.7.28) 式 的 第 一 式 表示 为 


Ue (Ym) = [imteo 十 Iaugo + IamVeo 十 Tam Ugo =0 


! ? : (8.7.29) 
ve (ym) 一 Ty, eo 十 D. Ugo T I5, «0 t I4, Ug0 =0 


FR“ m” ERE Y S= ym 处 取 值 . 右上 标 “1 ”表示 对 yy 求 导 . 由 (8.7.27) 式 消去 ueo, Veo, 
便 得 


Ia h I5 iz I Iz 

we = | as lua Im |o +| Im dium Ism |r TA 

e 4m Iim 3m W(Iim, Ism) 2m im 3m W (Tim, Tam) (8.7.30) 
Lag Ha dH Da Tim Jm 

= | Ue1Ug0 十 1Le2Ug0 

Í L "m h I Í 

up = | as hw hm oo +t] Im dum Bm |o LA 

g 4m iim i3m W (Im, In) 2m im "3m W (Iim, Ian) (8.7.31) 
Lim Iim di Bw Tm Fsm 


= UgiUgo 十 Ug2Vg0 


AR, W 3 Wranski 行列 式 . 
另 一 方面 ， 我们 假定 那些 已 经 透 过 豪 波 的 原子 全 部 被 吸附 在 车 面 上 . 这 就 意味 着 在 
FE Rm, Bp y 很 小 时 ， 基 态 原 子 波 函数 具有 行 波 结构 : 


ugly) = ugoe = [cos( y Yzy) + isin( /529)]ugo (8.7.32) 
将 上 式 与 附录 B 中 的 方程 (B4) 给 出 的 表示 式 相 比较 ， 可 得 
Ugo = iVY2ugo (8.7.33) 
将 上 式 代 入 (8.7.31) 式 ， 给 出 
ugly) = [ug (y) + i Rug2] go = tgo pge’! 


a VY2Uo2 (8.7.34) 
pg 一 V/ uh + aus, 0, — tan jx 
g 
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当 ym b 处 ， 波 函数 uly) 可 表示 为 入 射 波 |A]e* ovt 与 反射 波 Ble vov 的 
£i. 于 是 


ugly) = |AJe v9) + |Ble fUr 9) 一 04Beipaa = ugopge?? 


pas = AAT: + |B + 2|AB| cos2( Jay + v) = lugolos 


当 Hoy typ = nr hi, pan, AL |B| = [ugo] Pmax; 当 Vizy t = (n 1/2) Wf, 
PABsis = |A| - |B| = |ugolpmin. 故 反 射 率 R TSA 


(8.7.35) 


R= |B| — PABmax 7 PABmin — Pmax 一 Pmin 
lAl PABmax 十 PABmin Pmax 十 Pmin 


(8.7.36) 


将 pg 与 y 的 曲线 给 出 的 pmax，pmin 代入 上 式 ， 便 能 算出 反射 率 R. 
8.7.3 数值 计算 与 讨论 
参见 (8.7.10) 式 ， 我 们 取 定 数值 计算 中 的 规 一 化 参量 为 
nn- | 1.96，12.6 ( 负 失 谐 ) 


12.6, 1.96 GE X3) (8.7.37) 


300.0 6.0: 
200.0 4.0|— 
3.0 
100.0 上 上 - 2.0 
1.0 
0065 25 di es kr o^ REI is a 3 7 
(a) (b) 


图 8.21 (a) 正 失 谐 情形 pg Mi y 的 变化 ，(b) 负 失 谐 情形 pg Mi y 的 变化 
( 取 自 文献 [26]) 


计算 出 的 pg BB y 变化 的 曲线 如 图 8.21 所 示 . 分 别 由 图 &.21(2)(b) ik i Pmax, Pmin; 
代入 方程 (8.7.36), 得 R= 353891109 = 0.991(E 3E), R = 15670928 7 0.695(44 $ 
iB). FEAT EDE ya = 1.96, 12.6, 比 规 一 化 的 Rabi 频率 Q — 25 小 很 多 ， 故 
不 论 是 正 失 谐 还 是 负 失 谐 ， 反 射 率 只 均 是 很 高 的 . 现在 改变 Rabi 频率 N, 计算 正 失 谐 、 
负 失 谐 情 况 下 ， 反射 系数 尼 随 9 变化， 这 时 y, vo 保持 图 8.21 中 的 数值 .计算 结果 见 
图 8.22 , 从 中 可 见 三 点 : 第 一 ， 当 人 很 小 时 ， 作 用 于 原子 上 的 力 趋 于 O, 像 预 期 的 那样 ， 
这 时 的 反射 率 卫 不 论 是 正 失 谐 还 是 负 失 谐 情 形 均 趋 于 0; 第 二 ， 一 般 来 讲 ， 正 失 谐 情形 
的 反射 率 要 比 负 失 谐 情 形 的 反射 率 高 很 多 ; 第 三 ， 负 失 谐 情形 的 已 曲线 表现 出 振荡 ， 其 
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极 大 值 发 生 在 9 = 12.5, 25, 37.5, 50, .…, 相 邻 极 大 值 的 间距 AR ~ 12.5. 


1.0 
4 


o.s 


0.0 Q 
0.0 10.0 20,0 30.0 40.0 50.0 60.0 


8.22 曲线 A: IEEE CER RM Rabi 频率 只 的 变化 ; 曲线 B: 负 失 谐 情 形 反射 率 RM Rabi 频率 0 的 变化 
( 取 自 文献 [26]) 


附录 A I, IL, Iz, I 的 计算 


首先 我 们 求 出 4 的 反 演 La. 按 (8.7.25) 式 ， 有 


oo 
la = do 》 don (A1) 

n-i 

xx 
1 
s? +v2 
! 1 

2 2 

do = Do = Stu 1 (A2) 
s2 T2 
1 1 
s2 tvi 


n = y7, vo = VT dan(= DoDi Das) 是 一 个 4x4 对 角 和 矩阵 ,为 了 方便 起 见 ， 我 们 这 里 仅 给 出 对 
角 和 矩阵 中 第 一 个 对 角 和 矩阵 元 的 反 演 ， 并 且 采 用 相同 的 记号 来 表示 . 例如， do 的 第 一 个 对 角 和 矩阵 元 的 
反 演 可 表示 为 


1 E 1 sin viy 
ET Tt 7 (s + ivi )(s — $4) v (A3) 
比较 复杂 的 don 的 反 演 可 按 以 下 步骤 进行 : 
dən = DoD1 D2 1e Don = (Do D2 …p Dan )\( Di Da UU : Das 1) (A4) 
其 中 因子 Do Di … Doan 有 如 下 的 反 演 : 
DoDs--Dap = nn 1 
072 o^ 7 (s + i )(s 24 à): (s -2n t üA) 
1 
X (s Tins 42 in)... (s 2n — ivi) (A5) 


y —2y! —2(y—v' n 

Amo —iviy!ivi (v—v') l—e "V 1-e (v-y ) d i 

(n J, * 2 * 2 y 
0 
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EE Di... Dzn-1 的 反 演 为 


Di D; -+ Dos 
2 0 
(s + 1+ ivg) e- (s + (2n — 1) + i5) 
1 (A6) 
一 一 一 一 一 一 
(s +1 -— ivg) (s + (2n — 1) — irz) 
F , n-i 
Nr y : au r l- e-?v 1— e 2(v-v ) 
LL -y-civay Fiva(u- y) | -一 一 LLL dv 
> cm/ ( .2 2 Y 
因此 la 的 反 演 对 角 和 矩阵 La 的 第 一 个 矩阵 元 二 (La3)11 为 
sin v1y uu (y-y1)/2 
h = (Laju = 一 一 一 asy f iaf s a f dug4e™ (YY ) cos(2v) cos(2v2u2) 
2n —ec2(uiti/2) Lez uit / DNAT 
23 B Q l—e x l~e at 
(n!)2((n — 1) 2 2 
n=i 
— 6~2(u2+(y—y1)/2) — e™2(muzHy-y1)/2) \ T] 
( e in "E e > v-yı ) (AT) 


至 此 ， 我 们 已 经 求 得 1 BRRR h, b, 4 的 计算 可 按 上 述 过 程 进行 ， 这 里 直接 给 出 它们 的 最 化 表 
RR: 


v 11/2 (y—v1)/2 
h-(Li) = cos(Qay) -f an f an f duz4e "(9 - v1) cos(2v1u1) cos(2v2u2) 
[uU 0 0 


1 ( 一 e72(81491/2 1- ENS 
LZ lL—————————- 
2 2 


d Q2» 1—e-203*4/2 q e-2607i/2 V7! 
adus a 
n!((n — 1)!)3 2 2 
n=l 
x 1—e-2(2-(vy—91)/2) x 1—e-2(C7 usi 791)/22 NV ! (A8) 
2 2 
3 y1/2 (v-91)/2 
Il4—(L4i = -f an f dui f du34c 791) cos(211u1) cos(2v2u3) 
0 0 0 
S. Qni — e-2u141/2) — e72 u un /2) NI 
253 Q 1 一 e x i-e 
(n1)* 2 2 
n-Ü 
C —ec20ua(y-si1)/2 1 g-2C-vad(y-s1)/2) ) 7 (A9) 
x ———— MM 
2 2 
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h -2(L)i = 


2v1 1+ (vi + v2)2 


sin(riy) — (11 — v2) cos(viy) Le y Ssin(vay) — (un 一 va) cos(vay) 
i (v1 — v2)2 L i+ (ri = n2)? 


uu (y—v1)/2 
-f af a a f duz4e™ (V 1) cos(2v4u1) cos(2v2u2) 


1 人 — e-2(24(y-91)/2 1 — g-2(-vat(y-v1)/2) 


xz 2 * 2 


2 


Q2n41 ( —go20345/2) 1 2.72000 /2) V 
二 一 -一 -一 -一 X ~ 一 -一 一 一 一 


dum Oua 


(eme -51)/2 — 1. g-2(-u2t(y-51)/2 \ "7 
X | 一 -一 一 


X 
2 2 


附录 B 当 y 很 小 时 ww(y) 的 极限 解 


当 原子 在 钢 面 附近 时 ，y 很 小 , 根据 (A6)~ (A9) 诸 式 ， (8.7.28) 式 中 的 矩阵 元 D 


Ij 2 cosvigy 十 OUV2) ~ cosviy 


I 一 sinviy t O(y 2) 
v1 


Sin viy 
Ic-da4-O0(y?)-0 
根据 (8.7.31) 式 ， 我 们 得 到 y 很 小 时 ugly) 的 极限 解 


sin(vay). o 
— — 77g 


ug(y) = cos(vey)ugo + 
v2 
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2 


Qo [met - (vı +vz)cos(riy) | eL sin(vay) — (v1 + v2) cos(vay) 


(A10) 


I, 有 极限 ， 
(B1) 
(B2) 


(B3) 


(B4) 


第 九 章 ” 超 短 光 脉冲 的 传播 与 锁定 


9.1 光 脉 冲 波 包 


通常 所 说 的 光 脉 冲 指 的 是 波 包 光 脉 冲 , 即 以 高 载 频 wo 传送 但 振幅 缓慢 变化 的 波 包 . 
若 波 包 用 复 振幅 E(v 0) 来 描述 ， 而 光 频 载波 为 exeer “ob, 则 电场 E RUSO 


E = Re {Ez, te sent) (9.1.1) 


如 图 9.1(a) Bias, Elt) 除了 迅速 变化 的 载波 ( 实 线 ), 还 有 振幅 缓慢 变化 的 波 包 (虚线 ), 也 
称 之 为 调制 波 . 对 El) 进行 Fourier 分 析 后 的 频谱 Elw), 除了 峰值 载 频 wo 外 ， 还 有 许多 
旁 频 ， 与 载 频 相距 nAwo, Awo 为 调制 频率 ( 见 图 9.1(b)). 


E(t) 
E (w) 


Hie 


图 9.1 调制 波 (a) 与 调制 频率 (b) 
当 光 脉冲 在 色散 介质 中 传播 时 , 由 于 色散 , 不 同 频率 的 波 , 其 传播 速度 是 不 一 样 的 ， 
折射 率 为 频率 o KAR, n= n(w). 车 将 波 数 上 = e 在 载波 (ko, coo) 附近 展开 i: 


Ok 


k — ko = zg t 


18k 1 8k 
w= wo) + 3 galw le = e) + g ggs lole = wo)? + 
1 1 
一 k'(w— wo) + 3" (0 — ug) + LC —wo) e (9.1.2) 


KERRE E(z,t) 的 Fourier i É(Ak, Aw) 上 等 价 于 将 下 面 算 子 : 
9 Ə k'9 oko 


-i -dkl 


BR 288 ^'^6 88 
作用 在 E(z,t) E. 3X JA Elm t) 5 E(Ak, Au) 的 关系 式 


(9.1.3) 


1 oo oo . 
E(z,t) — y J f (Ak, Awje  (^t- At dA kd Ac (9.1.4) 


可 以 看 出 来 . 由 上 式 易 判 明 25, = 
ô 
l.c» iAk. 应 用 这 些 关系 ， 就 能 由 (9-1.2) 式 得 出 (9.1.3) R- 


Ox 
由 (9.1.3) 式 便 得 波 包 E(z,t) 所 满足 的 传播 方程 ( 暂 略 去 


- ~ ro) 
的 Fourier i£ BI Àj -iAwE, iAkE, WA i > —iAu, 


—ik gà 
6 068 


E(z,t) 项 ) 为 
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"n o2 
(a x)B- aso (9.1.5) 


ð ôt 2 0t 
式 中 
, ôk 1 
k = gle = z (9.1.6) 
ð [1 1 ðv 
k" = — [一 |) = 一 一 一 1.7 
Ow (z) v2 Ow (9.1.7) 


故 调制 波 运 引 的 速度 为 波 的 群 速度 v 由 于 不 同 频率 的 波 传播 速度 不 一 样 ， 波 包 还 会 进 
Plo RAH E" - 0, 即 32 a O 才 是 没有 扩散 的 波 . 一 般 的 &" 关 0, 在 (9.1.5) 式 中 


ed P. 称 为 波 的 色散 项 nup" 


€ — ez, T = E(t — k'r), E= 一 一 (9.1.8) 
wo 
可 将 (9.1.5) 式 写 为 
OE K'E 


参量 s 表示 光 脉 冲 的 相对 谱 宽 . 色散 项 过 P 将 反比 于 (Awo)? 而 增 大 . 当 光 脉冲 在 光纤 
中 传播 时 ， XUI REDE RE AG 群 速度 的 色散 系数 p 由 玻璃 介质 的 性 质 
决定 . 已 经 知道 ， 当 A — 13408 CL BCUEIKE) 时 ， Kk" — 0; «cias 时 ， k" > 0, 为 正 
FERK: 当 入 > 1.34 时 ， Ri < 0, 为 反常 色散 区 . 又 知道 光 脉 冲 在 光纤 中 传播 ， 由 于 
Rayleigh 散射 及 分 子 振动 带 来 的 损耗 ， 在 入 = 15u 有 极 小 值 . 若 将 载波 波长 取 在 损耗 最 
小 的 1.55, 则 正好 是 入 > 1.3p 的 负 色 散 区 .由 于 群 速度 的 色散 ， 光 脉冲 波 包 在 传播 过 程 
中 会 形变 . 已 知 波 包 传播 速度 不 但 依赖 于 玻璃 的 材料 性 质 ， 还 依赖 于 波导 结构 各. 通过 
横 截 面 上 折射 率 梯 度 的 设计 ， 将 零 色 散 波长 由 L3u 移 至 1.5/ 是 可 能 的 . 最 典型 的 参量 
是 k" 大 小 在 —10ps?/km 量 级 ,这 就 意味 着 传输 lkm 后 ， 脉 冲 会 有 几 个 ps 的 形变 . 

上 面 所 讨论 光 脉 冲 的 传输 方程 为 线性 方程 ， 介 质 的 性 质 ， 如 折射 率 等 ， 均 为 预先 给 
定 的 ， 与 光 强 无 关 . 若 考虑 到 折射 率 依 赖 于 光 强 ， 如 在 1.5 节 中 所 做 过 的 那样 ， 有 


n = no(w) + n3| E]? (9.1.10) 


n; 称 为 Kerr 系数 ， 对 于 玻璃 光纤 来 说 ， ma c: 12 x 107 ?m?/V? Kerr 效应 来 源 于 在 光 
场 作用 下 轨道 电子 发 生 的 形变 ， 故 Kerr 效应 的 响应 时 间 极 短 ， 约 10-15s. 典型 的 光纤 数 
HOY, BOEIER Gum, IER ESI OS 1008, P4: ARA 10V m, na? d 107? 
HR HOUR k=, Ak = BEY 就 是 光 脉冲 在 Kerr 介质 中 传播 的 波 数 变化 ， 若 取 
和 为 1.5 则 Ak s 06/1km. 将 这 笑 一 个 变化 考虑 到 传播 方 程 中 去 ， 便 得 


k ke = k'(w 一 wo) 十 E (e — wo)? 十 AK 

9.1.11 
QE K'SE ERE j | 2zmaa (91.1) 
"USE 238m 9? ga 097 


XB. o 为 考虑 到 光 强 在 横 截 面 的 分 布 不 均匀 而 引进 的 因子 ， 一般 取 为 1/2. (9.111) 式 
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即 我 们 在 第 一 章 中 详细 研究 过 的 非 线性 Schrödinger 方程 . 现 引进 规 一 化 参量 


_ v9) T .£ 
q= 5 T 一 (Aki z = X (9.1.12) 
将 方程 (9.1.11) 规 一 化 ， 便 得 
.0q 102g 2 
i3; + zgra + ll q=0 (9.1.13) 
其 孤立 波 解 为 
q(T, z) = q sech [n(T + kz — 09)] exp ler 十 s — &?)z 一 iso) (9.1.14) 


这 个 解 有 四 个 参量 ， 其 中 7 AMR, x0 表示 波 的 传播 速率 偏离 ( 即 相 对 于 群 速 
度 的 偏离 ), 还 有 表示 初始 位 置 参 量 O 与 初 相位 参量 oo 波 的 峰值 7 与 波 的 半 宽 度 成 反 
比 ， 但 波 的 传播 速率 偏离 e! 却 与 m 无关. 

还 有 重要 的 一 点 ， 即 孤立 波 的 存在 是 光波 波长 处 于 反常 色散 区 ， 即 Ok" 为 负 . 若是 处 
于 正常 区 ，k” > 0, 孤立 波 解 仅 在 暗 区 成 立 ， 即 所 谓 瞳 孤子 . 


92 光纤 中 孤子 的 形成 


上 节 谈 道 在 无 损耗 情况 下 在 Kerr 介质 中 传输 的 光波 会 形成 一 个 波 包 孤子 ,但 实际 


光纤 中 总 是 会 有 损耗 的 ， 而 且 电介质 波导 也 会 对 孤子 的 形成 产生 影响 、 设 单位 长 度 的 报 
HA y, 则 方程 (9.1.11) 中 应 加 上 损耗 项 A, M 


OE k'OE |EPE -iE 


PX 1:087 3 ^g (9.2.1) 

规 一 化 后 ， 可 写 为 "m n 
i3; + zgra ^ «7 ciTe, r= (9.2.2) 
只 有 当 非 线性 项 g| ED? = 2rmol Elt > 7 的 情况 下 ， 才 有 可 能 形成 孤子 . 例如 取 |El = 


105V /m, À = 1.5p, 则 非 线 性 项 为 2 x 107 m7! 量 级 . 故 损 耗 7 必须 小 于 2 x 10 ^m^, F 
可 能 形成 孤子 . 这 个 损耗 相当 于 dB/km 左右 ， 而 市 场 上 的 光纤 损耗 为 0.2dB/km. 
当 损耗 很 小 时 ， 方 程 (9.2.2) 的 解 可 应 用 微 扰 法 求 得 
q(T,z) = m()sech[n(z)T]e'* ? + O(y) 
"z) = do exp( 272) (9.2.3) 
o(z) = E — exp( -4T')] 


(9.2.3) 式 表明 孤子 振幅 随 着 传输 距离 z 而 指数 衰减 ,但 宽度 则 按 exp(2Dz) 而 指数 增加 ， 
孤子 能 量 f n?sech?(nT)dT = q(z) 也 是 正比 于 e 而 指数 衰减 的 . 这 种 损耗 可 通过 
Ramann 散射 得 到 补偿 ， 以 维持 孤子 的 能 量 不 变 . 
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至 此 ， 我 们 讨论 的 非 线性 狐 子 方程 是 一 维 的 ， 而 光纤 的 截面 有 限 ， 电 磁 波 在 其 中 传 
播 的 横向 效应 未 考虑 进去 . 但 理论 已 证 明 ， 只 要 光纤 的 横向 尺寸 比 波长 大 ， 一 维 非 线性 
孤立 波 方程 还 是 适用 的 . 当 需 要 考虑 高 阶 效应 时 ， (9.2.2) 式 可 推广 为 P 


.1 Og 1 O02g 
' E * 2E 2 9T? 3 + lala ie T B73 tgr sa q) 十 Fas] = =0 (9.2.4) 


式 中 
YAP ss p- 
E 入 e? 
(9.2.5) 
一 T _ Elt- z/vy) T 一 (一 AR y} 
(NUV2 07 
2 
而 ii 一 5 这， 考虑 到 光纤 波导 效应 后 的 波 拓 上 由 下 式 确定 ， 
AN f visas - [1v opas 
———— — (9.2.6) 
[ivi tas 
RP, p 为 电场 的 横向 分 量 的 势 。 Bl = viéx 40 满足 如 下 的 方程 : 
vié- KOG = ap =0 (9.2.7) 
县 fiva p| dS = so Ez (9.2.8) 
Xr, Bo 为 光波 导 内 电场 的 峰值 强度 . 非 线 性 系数 g ~ 一， 高 阶 项 的 系数 为 
1 k/" A 2n 
PB = 6 T’ AT 
u 1 8 w? 4 
B2 = aT; ðw loss | mv 四 (9.2.9) 
1 OTH 3, (2) 2) 4 
Bs = 高 o Qux +704 - x) ver |4s 


式 中 ， [p 表示 高 阶 线性 色散 ， fz 为 Ker 效应 引起 的 非 线性 色散 ， Bs 为 Ramann 散射 
引起 的 非 线 性 损耗 . 

现在 估算 一 下 在 光纤 中 产生 孤子 的 入 射 功率 条 件 . 由 锁 模 激 光 输 出 的 光 脉 冲 峰值 功 
率 PP 为 


P= IS?. (9.2.10) 
AP, 3 为 有 效 截 面 ， 了 为 光 脉 冲 强 度 ， 可 通过 脉冲 的 峰值 场 强 Bo 表示 为 PO 
I= 2no pp (9.2.11) 


AP, no AHR, nox L5, zo = 3770. ZR N =1 MFA q= n sech(7T), WEF IE 
EHR, BNT =1.76 处 为 其 脉 宽 ， 又 参照 g, THERA (9.2.5) BB T = 0 BERE q 值 ， 
并 注意 到 7 的 定义 (9.1.8) R, XE T 写 为 eAt, 得 
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URN E eos (9.2.12) 


Bn 
Vis Eo At = 1.76(— Ak") 72 (9.2.13) 


参照 前 面 取 —k" 为 10ps?/km,A = f.5um,na = 1.2 x 10777m?/V?, 于 是 由 (9.2.13) 式 得 
AtEo = 1.11 x 107 ps - V/m (9.2.14) 


根据 这 结果 及 (9.2.11),(9.2.10) 式 ， 可 估算 当 S 取 60um?, At 取 为 10ps 时 ， 必 要 的 肪 
冲 功率 Po = P" (gos = 0.57W. 如 果 有 效 截面 降 为 204m, 而 光纤 具有 更 小 的 色散 
—-k" = 1ps?/km, At 仍 为 10ps, 那么 Po 可 降 至 19mW. 

上 面 的 计算 未 计 及 光纤 损耗 . 若 考虑 到 光纤 损耗 , 应 有 非 线性 项 gE? > v. 由 (9.2.14) 
式 得 Bo = 1.11 x 109V /ra, 于 是 


gE = 


2 
iran — 5.9 x 10*/m = 2.2dB/km (9.2.15) 


Bp 
gE3 > y ~ 0.2dB/km + (9.2.16) 


3n Jt £f UE REB Ramann 增益 得 到 补偿 , 对 功率 密度 的 要 求 (9.2.16) AARDT. 

为 了 在 实验 上 从 光 脉 冲 的 传播 得 到 孤子 ， 一 方面 光 脉 冲 的 峰值 功率 应 很 高 ， 另 一 方 
面 光 纤 的 损耗 应 很 小 (< 14B/km), 还 要 求 光 脉冲 的 谱 宽 应 比 脉 宽 窗 , M Arv < 1/Ar.1980 
年 Mollenauer 第 一 次 证 实 了 通过 光纤 的 传输 获得 孤子 7. 他 们 用 Nd:YAG BOX m Mi 
Ò F2+ 激光 器 ， 并 用 长 700m 截面 为 10-scm2 的 光纤 ， 短 脉冲 的 峰值 功率 为 1.2W, 经 光 
纤 传 输 后 的 输出 表现 出 周期 结构 ( 见 图 9.2). 这 与 1.10 节 中 N = 1, 3 的 数值 计算 结果 相 
T. 产生 N = 1 孤子 的 阅 值 为 P=1.2W, 然后 增加 了 至 11.4W 时 ， 出 现 N = 3 孤子 ， 


激光 波形 
一 10010 ps 
输出 波形 
=10 0 l0 ps -—1001!0ps -100 10ps 一 10010 ps 
P=0.3W P=1.2W P=5.0W P=11.4W 


图 9.2 实验 中 观测 到 的 孤子 的 形成 
(参照 Mollenauer [3]) 


9.3 孤子 的 Ramann 放大 


光纤 损耗 使 得 孤子 峰值 在 传播 过 程 中 逐渐 下 降 ， 宽 度 逐 浙 增 宽 . 从 光纤 通信 的 目的 
出 发 ， 必 须 对 长 距 传输 的 孤子 增幅 与 整形 . 用 半导体 激光 泵 浦 摊 镇 光纤 的 放大 作用 或 
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光纤 自身 的 Ramann 散射 增益 均 是 有 效 途 径 . 经 Ramann 放大 后 的 孤立 波 振幅 增 大 ， 
而 脉 宽 也 相应 压缩 了 . 参见 图 9.3, Ramann 放大 几乎 正好 抵 销 了 损耗 的 减 幅 与 增 宽 ， 
使 竹子 不 变 束 地 传 潘 着 ， 实验 中 的 传播 距离 为 10km, 光纤 的 损耗 为 1.8dB, 群 速度 色散 
D(k" — D 为 —15ps/(nm- km), 波长 和 = 1.565 m, 由 色 心 激光 器 产生 . 而 Ramann 
泵 浦 波长 为 1.46pm, 由 输出 端 注入 . 图 9.3 ER, WRAAE, 王子 宽度 就 增加 . 若 将 


零 增 益 情形 


Pm 


SW Ramann 增 量 
~ 无 纤 输 出 MI 
—323) -— 16 I0 — 30 MANAVA UNIV, AAMAI 
iEn} (ps) 4 7 9 10 11 1213 T 
x ikm 
图 9.3. 实验 中 观察 到 的 通过 Ramann 放大 后 光 孤 子 整形 图 9.4 弧 子 对 的 传输 模拟 
(参照 文献 Mollenauer [5]) (参照 Desurvire [8]) 


RARD RAE 125m W,, 孤子 宽度 几乎 同 初始 的 一 样 保 持 不 变 . 孤子 波 五 。 与 Ramann 
RR E, 的 耦合 可 通过 如 下 方程 来 描述 : 


OE] _ kp Ep 


OE, / 2 = 

中 有 walB Es Ey e|- 2 om "9B Ep50 (931) 
OE, 10Es| k! OE, 2 

IE: + (7: el EDI!) E, — ks- :| - ? gg "EE -0 (9.3.2) 


E, 的 带宽 要 是 够 大 (> 15GHz), AW HZ ATERI. Raman 散射 系数 a 5 B 
相位 调制 系数 g Ex e 中 取 为 a o: 0.29. 

现 举 一 光 纤 孤 子 的 Ramann 放大 实例 T. 光纤 截面 20um?, 损耗 0.24B/km, 孤子 的 
DOJ À = 1.55um, WE KI E 20mW, 孤子 的 脉 宽 10.2ps, 重复 周期 为 100ps( 10Gbit /s). 
为; UTERE, 采用 Raman 录 浦 从 前 向 与 后 向 注入 光纤 , 每 344km 注入 一 次 . Ramann 
隶 浦 为 连续 波 , 功率 为 40mW, 波长 为 1.45pm. 从 两 个 方向 注入 的 目的 ， 是 在 光纤 的 任意 
位 置 均 能 保持 相对 恒定 的 增益 ， 而 不 受 损 耗 的 影响 ， 为 减 小 所 需 泵 浦 波 的 强度 ， 可 采用 
IX f GT, XX FÉ Ramann 增益 可 以 相对 地 高 ， 只 要 泵 浦 波 与 孤立 波 取 于 同一 偏振 方向 . 
我 们 注意 到 ， 形 成 孤子 所 必需 的 Kerr 效应 并 不 依赖 于 偏振 方向 ;而 Ramann 增益 则 依 
束 于 泵 浦 波 偏振 方向 与 孤立 波 偏振 方向 闻 的 夹 角 . 偏振 方向 相互 平行 的 Ramann 增益 约 
为 互相 垂直 情况 下 Ramann 增益 的 5 倍 . 为 避免 孤子 间 相 互 作用 ， 孤子 间 的 距离 应 大 于 
8 fe 3n Mk 3E. 

泵 浦 波 是 沿 光 纤 行 进 中 周期 注入 的 ， 故 Raman 增益 也 是 周期 地 加 在 孤子 上 . 有 增 
益 时 ， 光 纤 孤 子 脉 宽 被 压缩 ， 增 益 停止 ， 孤 子 脉 宽 又 膨胀 . 图 9.4 给 出 按 方程 (9.3.1) 计 
算 机 模拟 传输 一 对 孤子 ( 脉 宽 10ps, 间隔 100ps) 的 结果 91. 每 传输 344km 输出 一 次 计算 
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4p (d) 90m W 结果 ， 共 传送 4816km, 孤子 对 的 波形 是 稳定 的 ， 未 
见 明 显 变 坏 . 
2 实验 上 ， 1988 年 Mollenauer 与 Smith 等 Pl 
成 功 地 传送 了 一 个 孤子 达 6000km, 损耗 由 Ramann 
o 增益 周期 地 补偿 ， 保 证 了 孤子 波形 与 宽度 不 变 . 
(c) 68m W 除了 通过 光纤 自身 的 Ramann 放大 补偿 损耗 
2l- 外 , ROG CER B EDGE XHILT fm 
生 放 大 也 是 重要 途径 . 图 9.5 表明 当 泵 浦 钥 的 功率 
0 增加 时 ， 原 来 已 相互 重 登 的 脉冲 串 又 逐渐 分 离开 
(b) 45m W 来 ， 形 成 由 孤子 形成 的 脉冲 串 091, 
1.0 孤子 除 用 作 光纤 通讯 的 信息 载体 外 ， 还 可 将 
- Asin. 锁 模 激光 输出 注入 光纤 ， 待 其 演化 形成 孤子 后 再 
° Dnw MAANA 反馈 锁 模 激光 振荡 器 . 多 次 注入 反馈 ， 脉 沉 不 断 
被 压缩 ， 最 后 得 出 亚 微微 秒 脉 宽 的 孤子 激光 器 . 
Mollenauer 等 Ll 就 是 应 用 如 图 9.6 所 示 的 实验 装 
置 得 出 N = 2 的 孤子 激光 输出 的 . 


doops/DIV 由 同步 泵 浦 的 色 心 激光 输出 经 5 分 束 后 进入 

HOS MEDORIDOODIOL AGE 具有 反常 色散 的 保 偏光 纤 ， 并 经 同一 光纤 反馈 回 激 
^ BARUZEIBX&AA XE. 令 人 迷惑 不 解 的 是 这 样 的 孤子 激光 系统 仅 给 
(参照 Hasegawa [1]) 出 入 = 2 的 稳定 孤子 激光 输出 .。 Haus 等 已 给 出 这 


一 现象 的 理论 解释 MA, 


双 折 射 调整 破片 
图 9.6 孤子 激光 器 实验 装置 示意 图 (参照 Mollenauer [11]) 


光纤 中 的 Ramann 增益 还 可 以 用 来 做 成 Ramann 光纤 激光 器 1131. 


9.4 È M F 
着 K" > O, 则 非 线性 Schrödinger 方程 (9.1.11) 应 用 新 的 变量 了 = 5 5, 进行 规 一 
化 ， 得 
.Gg  10?q 2, 


4 与 z 的 定义 仍 与 (9.1.2) 式 同 . 方程 (9.4.1) 只 存在 强度 目下 去 的 瞳 孤 子 解 . 将 9 表示 为 
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4 pe, 代入 (9.4.1) 式 ， 并 考虑 到 稳 态 解 满足 DA m 0, 经 过 一 些 演算 便 得 d 


2 
(3) = 4(o — po) (p — Pa) (9.4.2) 
积分 得 
p = p[i- a?sech?( /poaT)] 
a? — po 一 ps < 1 (9.4.3) 
po 
"E a 2g 
c = [po(1 — a?)]? + tan? -= tanh( poe) 一 ag - 2), (9.4.4) 


与 前 面 讨 论 过 的 亮 孤 子 不 一 样 ， 暗 孤子 解 还 有 一 个 标志 孤子 深度 的 参数 a, RA% 
a — 1 时 暗 孤 子 解 才 过 渡 到 


laj = Vp = Vpo tanh( VpoT) (9.4.5) 
34 T d —o0 € oo Bf, H (9.4.4) 式 看 出 暗 孤 子 位 相 将 发 生 7 的 变化 ,而 亮 孤 子 则 没 
有 这 种 变化 ， 数 学 上 称 暗 孤子 为 拓 村 性 孤子 ， 而 亮 孤 子 为 非 拓 材 性 孤子 ( 见 图 9.7). 


iqi? in 


(a) 


og} 
Avo] 
& 0.8 (b) 
e 
E 
E: 1.0% 
0.8[- (e) 
1.0 
9.8 
0 4 8 12 16 
延 时 (ps) 
图 9.7 ZMF (a), WMF (b) 与 暗 孤 子 《c) 的 图 9.8 栈 孤 子 形成 的 实验 结果 
轮廓 曲线 (a) 0.2 W; (b) 2 W; (c) 9 W; (d) 20 W 
(Sm [1]) | (&  Krókel [15]) 


方程 (9.4.1) 进行 Galilei Æ 4 T — T" cuz, z—z', q> q' 后 为 


(989 OV, 107, my 
songs) carat +P = 
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A g = eiD eur 上 式 化 为 
.0 10? 


'ez?7 28T 
故 有 Galilei 变换 后 的 解 为 


q= v/p'e (a) 
p! = po{l — a?sech?| /poa(T — uz)]) 


2 


o'=0o+uT— -uz (9.4.6) ' 
a 2 


对 障 孤 子 进行 实验 观察 US 是 这 样 进行 
的 . 将 YAG 脉冲 激光 (长 100ps, 中 间 有 0.3ps 
宽 的 凹陷 ) 注入 到 10m 长 的 正常 色散 单 模 光 
纤 中 ， 让 其 演化 . 图 9.8 即 为 测 得 的 各 种 输 


z:54- li^ =0 


入 功率 下 的 输出 波形 . 图 (a) . (b) 为 一 个 
mA, mE (c), (d 实际 上 已 经 是 两 个 四 
KT. 造成 两 个 四 陷 的 原因 是 在 了 由 -co 至 
oo 变化 时 ， 相 位 未 发 生 相应 变化 ， 而 暗 孤 子 
是 拓 朴 性 孤子 ， 相 位 是 应 发 生变 化 的 . 上 面 


的 这 一 实验 是 Krokel 做 的 ， 后 来 Weiner 注 L 
意 到 这 一 点 重 做 这 一 实验 nel 时 ， 在 微微 秒 
脉冲 中 心 处 ， 除 了 强度 凹陷 外 ， 还 引进 相位 
变化 , 实验 观察 到 的 瞳 弧 子 轮廓 曲线 与 理论 


Ib ips) 


图 9.0 暗 手 子 的 实验 结果 . 


(a) 为 输入 波形 ;， (b)e(e) AHE 5 


曲线 完全 相符 ( 见 图 9.9). {输入 功率 分 别 为 L5W, 52.5W, 150W, 300W) 
由 图 9.9 我 们 看 到 ， 当 输 入 功率 增高 ， 5p 208g BB ib i8 (参照 Weiner [15]) 


WT ROERUR, SAMER- RS K 
存在 高 阶 路 孤子 . 


95 调制 不 稳 


在 反常 色散 介质 中 传播 的 连续 波 ， 将 产生 调制 不 稳 ， 
制 . 将 规 一 化 的 有 损耗 的 非 线 性 方程 (9.2.2) 写 下 来 : 


;22 1 07g 


调制 可 分 为 频率 调制 与 拔 幅 调 


十 一 一 -一 十 lql*a 一 —iTq (9.5.1) 


‘Bz  29T? 
设 输入 波 围绕 振幅 go 有 一 扰动 ， 将 g 表示 为 
q = vpe” 
代入 非 线性 方程 (9.5.1), 便 得 


(9.5.2) 
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Op | Op Oc O20 L 
a t arar ^a^ 0-9 


Br 1 8p 1 (z) -. (5) =- (9.5.3) 
P— 8s 4püT? 23T) 8g XOT] T 
假定 扰动 很 小 ， 并 具有 调频 O, 则 p 与 o 可 表示 为 
p(T, z) =, po(z) 十 Re{fpl(z)e- 97)} (9 5 4) 
c(T,z) = oo0(z)+ Re(ei(z)e- 9T) B 
将 (9.5.4) 式 代 入 (9.5.3) 式 ， 并 线性 化 ， 其 零 次 项 为 
, 0009, Opo 加 
po- p, 5O 及 + 一 0 | (9.5.5) 
注意 到 oo(0)=0, po(0) = po, 积分 (9.5.5) 式 得 
po(z) = poe ?P* 
万 9.5.6 
eo(z) = T (1- e T) 6 ) 


这 就 是 (9.5.3) 式 的 微 扰 解 ， 它 表明 了 载波 强度 按 指 数 衰减 ， 而 初始 的 载波 强度 为 po, 而 
一 次 项 给 出 边 频 的 振幅 与 位 相 方 程 | 


d 
E 十 2Lp1 一 R? moo =0 

i o? doi 0 (9.5.7) 
p ( 一 Z) Cds 


29 1 88 75; f (9.5.7) 的 不 稳定 性 ， 可 先 格 去 光纤 损耗 工 的 影响 ， 并 将 pi(z), 01(z) 用 
Fourier 振幅 写 出 ， pli(z) = Re{pie"7}, o(z) = Re(c,e*^). 于 是 由 (9.5.7) 式 给 出 如 下 
的 色散 关系 : | 

k? = To? — 2po). — pb (9.5.8) 


从 (9.5.8) 式 可 见 ， 当 调制 频率 0 = Qm = V2po = v2|ao], 空间 增 率 Imk 达到 极 大 : 
l Imk = po = gol? (9.5.9) 
参照 (9.1.11) 和 (9.1.12) 式 ， 将 mT, (Imk)z 写 为 


VgÀEg e(t — k'z) — Inar Eo 
€. (-Ak'i/2 U (—Ak’)1/2 


(22>) er namES | 
€ 


mT = v2 


(t — k'z) 
(9.5.10) 
(Imk)z 


À À 


TUE M, WAAK on = TUS MERRER E, MATHE ARARA 


制 不 稳 解 与 孤子 解 间 的 联系 .图 9.10 为 实验 观察 到 的 光纤 波导 的 调制 不 稳 的 频谱 ， 它 随 
注入 光 功 率 的 不 同 而 不 同 M. 
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1313 1315 1317 1319 1321. 1323 1325 1313 1315 TIE 1319 1321 1323 1325 
波长 (A) 波长 (A) 
图 9.10 调制 不 稳 频 谱 的 实验 结果 
(a) 输入 光 功 率 水 平 很 你， (b)5.5W,(c)6.1W; (d)7.1W 
(参照 Tai 等 [17]) 


实验 将 Nd:YAG 的 模 锁 激 光 (A = 1.319um, Bk 9€ 100ps, 重复 频率 100Hz) 注入 到 光纤 
中 ,光纤 参数 为 群 速度 色散 D = —2.4ps/(nm-km), 截面 60um?, KÆ 1km, 在 入 = 1.3194m 
处 的 损耗 y = 0.27dB/km. 

若 在 输入 信号 上 加 一 小 的 调制 信号 , 而 调制 信号 频率 O20... 由 六 制 不 和 将 发 生 ， 
这 称 为 感 生 调制 不 稳 ， 应 用 感 生 注 制 不 稳 ， 就 能 得 到 类 孤子 的 腑 :: 训 ， 其 重复 频率 由 输 
入 信号 调制 笑 率 0 所 决定 . 产生 太 生 调制 最 好 的 方法 是 用 波长 相 运 "T" 
$8 Ic d JG £T E S -o 3 UL 2€ 3 X OC D] FA AA RI IR AE UE BT a. 即使 第 入 信号 仅 有 090.017%% 调 
制 ， 但 输出 端的 调制 已 达 100%] 9.11). 其 中 ， Nd: YAG 激光 功率 为 3W, 和 = 1.317um, 
Bk3€ 100ps; InGaAsP 激光 功 束 为 0.2mW, 频率 与 Nd:YAG 激光 相差 340kHz; 光纤 长 
ikm, D = —3.75ps/ (nm'km). 


[a5 
dup 


BUE 
Med 
wi ds 3 


图 9.11 B mE f BF SE AE REIR Ern i ng gk m 
(参照 Tai 等 [4 in 
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9.6 强 超 短 脉 冲 传输 引起 的 超 加 宽 


实验 中 早已 发 现 高 强 疫 微微 秒 或 亚 微 微 秒 上 脉 冲 在 非 线 性 介质 中 传播 时 会 产生 一 种 
近乎 连续 的 白光 输出 as 曾 试 图 用 自 位 相 调 制 来 解释 这 种 输出 的 超 加 宽 现 象 09»?, 但 
所 得 谱 加 宽 远 低 于 实验 值 ， 和 而 且 也 不 能 解释 实验 中 观察 到 的 谱 的 非 对 称 性 ， 原 因 是 没有 
考虑 Kerr 介质 的 非 线性 折射 mle? MERE RU GRE. 若 考虑 到 这 一 点 ， 情 况 有 很 大 的 变 
化 1-21. 因 m|EPE BERERE Z 2 (m JEPE) ~ m E EE xt FEE (9.1.11) 已 不 适 
用 ， 需要 重新 精确 求解 Maxwell 方程 PA 


2 


8 ne 8? _ 4r 0 (3) (3) — (3) 
lzz- S3m|P- gs PO) = XG|IEI2E (9.6.1) 
* 2 
A= £r 8) = 2nanok?, E(z,t)c- e(z, t) eios iot 
c c z (9.6.2) 
=(z— n/T n= 7 
Tu 75 (9.6.1) 可 化 为 
2iko 1 à 1\ Pe — 1 8Y,, 
(e xcx)att (e) m^ mex) o 08» 
现 将 e 的 解 用 待定 函数 Je) 表示 ， 则 de?) 5 e 的 关系 为 
1 Oe A 1 
cr On 7 — 2iko (ru ikocT x) fele 
= 8 
= XL fe) (xk). (9.6.4) 
san c UP ep < |, 因为 我 们 认为 谱 加 宽 主 要 是 相位 调制 引起 的 ， 


而 不 是 振幅 调制 ， "S 

e = Egae'? (9.6.5) 
式 中 ，& 为 归 一 化 振幅 ; 当 t+=0 时 ，a =1, a=0, e= Eg. 24 t £ 0, 脉冲 波形 随时 间 的 
变化 就 体现 在 振幅 a 与 相位 a 上 .把 (9.6.4),(9.6.5) 式 代入 (9.6.3) 式 ， 并 分 离 实 部 与 虚 
部 ， 立 即 得 


1 8a B ES AE | a? 8a 
er ôn er S ie hp m^ 
— —— = s K — M23 K 2r 
CT On 2ko 14 Bip f (le?) CT 2k3 1+ aja 08) Ot 
同样 将 (9.6.4) 3C 4E SCRIURI HE BB 27 BI. DUI 
1 Oa 1A 
mE = En g^) Syg r: 


: 310 - 


比较 (9.6.6),(9.6.7) 两 式 ， 可 得 


e — - P) 
Lt gf 0D 
于 是 求 出 
一 1 土 4/1 十 AT 
fle) = WAP (9.6.8) 
f& (9.6.7) 式 ， 易 得 出 ; 
_ Afllel) 
=” CN. aD (9.6.9) 
a= a ( MED, t) -ort 
其 中 函数 多 和 更 的 具体 形式 由 边界 条 件 来 定 . 车 边界 条 件 取 作 
^1 
a(0,t) cosh(t/7) (9.6.10) 
Qa(0,t) = 0 
出 
a i 
A 2 
cosh ( A a£) 


Ji 


t—mnoz/c noz, i» n2z, 4 niz 6 
1 h| ————— — ——|el* + 1.7— 0.5 4e 
/ cos ( T CT lel cT ie cT ie (9.6.11) 


当 略 去 括号 内 let 以 后 高 次 项 时 ， 即 文献 [21] 的 结果 . 图 9.12 给 出 归 一 化 振幅 a 随 变量 
t 的 变化 曲线 . 


-10L 
图 9.12 归 一 化 振幅 平方 随时 间 的 变化 关系 图 9.13 相位 调制 Aw/wo 随时 间 的 变化 关系 
(a)z = 0.2mm; (b)z = 0.5mm; (c)z = 0.6mm (z = 0.5mm, T = 80fs) 
5x. M [22]) ( 取 自 文献 [22]) 
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利用 边界 条 件 (0, t) = 0, 可 得 a 的 解 : 


A z 2. AEĝa? 
e= koe 213 er = koz (^ +4li + k? | (9.6.12) 
于 是 相位 调制 为 
Oa ,22 | 
Qi AES — "DU ， (2.6.13) 
wo kac AE2a? 
kô 


7] à à 
PMM D EN (fon MARM, Cg fee S (gp finu RET 
jx Stokes 与 Stokes JE 9E. 图 9.13 给 出 z= 0.5mm Ab, J638 I — 6 x 101? W /cm?, nz = 
IG Pn [VÀ, A = 621 Anz: 情形 的 相位 调制 随时 间 的 变化， MO r = B0, no = 1, 图 由 


em, /wojmax ~ 2.5, s ; ['4o)min = -0.46, 与 实验 值 2.3， 一 0.6 相近 23] ， 


9.7. 超 短 脉 冲 的 模式 锁定 


应 用 调 Q 脉冲 激光 技术 PA 可 使 我 们 得 到 10-s ~ 1077s 的 脉冲 激光 输出 . 但 通过 相 
Tt UA Ec B E 51 就 能 得 到 超 短 的 脉冲 系列 输出 . 第 一 代 以 红宝石 或 煞 玻 璃 为 增益 介 
质 的 锁 模 激光 ， 其 超 短 脉冲 宽度 <100ps. 锁 模 可 通过 外 加 电子 线路 调制 用 的 损耗 或 频率 
实现 主动 锁 模 ， 也 可 以 通过 插入 快速 响应 的 饱和 吸收 体 实现 被 动 锁 模 P927. 这 两 种 情 
形 的 锁 模 均 是 用 闪光 灯 泵 浦 . 用 闪光 灯 泵 浦 有 甚 不 足 之 处 ， 即 锁 模 时 间 太 短 (< 闪光 灯 
泵 浦 时 间 ) 不 能 充分 使 带宽 内 的 模式 达到 锁定 . 若 锁定 时 间 很 长 ， 锁 定 脉冲 宽度 At 就 可 
接近 于 工作 物质 的 带宽 Av 所 确定 的 极限 At = 1/Av, 一 直到 1970 年 Peterson?! 4 $ 
明 连 续 染 料 激光 器 才 导致 第 一 代 镇 模 流 光 器 的 出 现 . 这 第 二 代销 模 激 光 具 有 很 宽 的 增益 
带 ， 连 续 光 硝 ， 短 的 增益 屯 丈 时 间 与 绕 腔 长 一 周 的 时 间 T= 可 比拟 ,还 有 大 的 辐射 
截面 等 所 有 这 些 均 极 天 地 提高 了 锁 模 的 性 能 ， 桨 料 锁 模 激光 器 虽 有 诸多 优点 ， 但 在 稳 
定性 、 可 重复 性 、 可 小 型 化 等 方面 则 远 不 如 固体 激光 .作为 第 三 代 锁 模 激 光 仍 是 固体 激 


y P9, 


9.8 染料 被 动 锁 模 激光 


Ko 


如 图 SLR, PREAS S 6T A53 TROU UR COR RE, e gc ROO A 
|o 1-41 
式 中 ， 了 为 通过 染料 的 光 强 ， 以 染料 饱和 吸 


增益 介质 
收 强度 Is ~ 50MW/cm? 为 单位 ， 亦 即 了 是 


ROLA iSt Ea IUS 用 新 规 一 化 了 的 . 典型 的 增益 介质 , 例如 Nd 


玻璃 ， 荧 光 带 宽 ~ 200À, 在 闪光 氨 灯 泵 浦 作用 下 ， 由 上 能 级 粒子 产生 的 自发 辐射 ， 经 增 
益 介质 放大 ， 染 料 吸 收 ， 在 腔 内 来 回 振荡 着 . 了 很 弱 时 ,吸收 与 增益 均 为 线性 的 ， 自 发 


y 


(9.8.1) 
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mms, T mo a 


辐射 带 有 无 规 性 ， 在 光 泵 作用 初期 以 正比 于 光 泵 时 间 t 逐渐 增加 ; 介质 增益 o 也 是 随 +t 
线性 增加 ， 自 发 辐射 脉冲 带宽 在 放大 过 程 中 虽 有 所 压缩 ， 但 仍 带 有 无 规 性 质 ， 可 以 用 无 
规 起 伏 信 号 来 描述 . 这 就 是 图 9.15 中 的 1 区 . 为 定量 措 述 这 一 过 程 ， 我 们 采用 如 下 的 变 


率 方程 go 31, 
dig Ko diy 
iK Ik (ox 一 了 一 1 m) t (党 » (9.8.2) 
do 20 7 7 T 9.8.3 
dk ^ CK PT) Ik tj (9.8.3) 


式 中 ，KT <t< (C I)T. WR K Seno K 次 通过 腔 ，T = LÀ 为 在 腔 内 来 回 
一 次 的 周期 ， ko 为 染料 的 弱 信号 吸收 系数 ' o 为 增益 介质 的 辐射 截面 ， + 为 腔 的 报 
ko (mE) 为 自发 辐射 项 ， 7 标志 闪光 条 的 光 奈 项 ， 在 (9.8.2) 式 中 将 饱和 吸收 表示 
为 Tp 是 应 用 了 (9.8.1) 式 ,这 一 关系 成 立 的 条 件 是 吸收 染料 的 弛 珠 时 间 T 3 HO 
WR c, 为 小 ， 即 T* « cy. 对 于 红宝石 或 Nd 玻璃 激光 来 说 ， 最 佳 的 他 和 吸收 染料 的 
T? ~ 10-118， MOS Tp 在 100Ps 的 光 脉 冲 ， T^ K Tp 是 成 立 的 . 


E 9.15 锁 模 激 光 的 增益 与 输出 强度 随 衬 的 变化 
(参照 Glenn [31]) 


如 图 9.15 Br. ARR 6 — 0 开始 作用 ， 在 区 域内 光 强 很 低 ， (9.8.2) 式 中 的 自发 
辐射 项 是 主要 的 . 在 I 区 终结 处 已 达 羡 值 ， 谱 益 等 于 损耗 ， 即 


Q = ag = Ko y i (9.8.4) 


在 工区 内 光 强 仍 在 增长 ， 且 脉冲 结构 带 有 局 期 为 了 的 脉冲 结构 ， 带 宽 逐 渐变 窗 ， 无 规 起 
伏 的 时 间 尺 度 也 相应 增长 了 . SUKAS, 光 强 已 增 至 染料 饱和 和 吸收 强度 s, BI (9.8.3) 
AP 玫 闪 1 这样 染料 吸收 的 非 线性 就 明显 表示 出 来 ， 这 就 是 锁 模 的 开始 . 蹲 内 辆 射 仍 
有 具有 噪音 性 质 ， 可 描述 为 M 个 脉 宽 为 T/M, 具有 无 规 强度 分 布 的 脉冲 系 综 ， 分 布 几 率 
A Wi(f-«I»xexp(-I/ < I >) 这 表明 噪音 带 有 白 曲 音 性 质 . 又 注意 到 在 工区 的 
终点 ， 增 益 已 由 Qo FE o, 即 

. o = a + Aa (9.8.5) 


Ao 的 数量 虽 不 大 ， 但 对 确定 激光 模式 锁定 行为 是 至 关 重 要 的 ， II 区 为 模式 锁定 区 . 
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车 模式 锁定 是 完善 的 ， 则 初始 的 无 规 脉 冲 系 综 将 过 渡 到 只 有 一 个 其 强度 远 远 超过 其 余 的 
脉冲 ， 而 (9.8.2) 式 中 的 受 激 辐射 也 远 超过 自发 辐射 ， 故 可 简化 为 


dli 


9.8.6 
lc xri 人 ) 


式 中 ， 肢 标 “i ”是 M 个 无 规 脉 神 的 第 i 个 . 将 (9.8.6) 式 的 解 用 差分 形式 表示 ， 便 是 


Ko 


log /41,; = log lki + ok — Y — ix Ik (9.8.7) 
而 (9.8.3) 3C fr mi CAU X RIS 
2caK M 
aK+1 = ak- TD MT) Ies (9.8.8) 


En PBXBEHBH ok, ei = 1, o M) ERA axy, Ics BRAA 初始 的 ai 已 
由 (9.8.4), (9.8.5) 式 给 出 . 但 如 何 选 定 J0i(i = 1 ~ M) 进行 近代 才 有 代表 性 呢 ? 将 MH 个 
脉冲 按 强度 了 工 的 大 小 顺序 排列 ， 则 第 N 个 脉冲 取 值 了 的 概率 密度 为 


Unw(Dal = CW(I)| ] W(1'dr]"-!| n W(')dr'M-Nar (9.8.9) 
I 0 


i 
令 z= f Wd, W Estar 3 
0 


Ux (I)dl = C(1 — s) !zM-Nqg (9.8.10) 
由 规 一 化 条 件 
7o 1 A M- T(N)T(M -N +1) 
T _ mN- M-N pn — — 
f untar =c | (1-z)' zr d =C RM =1 
4 B MI 
得 C= WIN] (9.8.11) 
B W(I)-e7! RA (9.8.9) 3X QE SX H1 BB I/ « I 2), 即 有 
Ux (1)dl = Ce^N!(1— e T)M-Nqr (9.8.12) 
第 N 个 脉冲 最 可 几 的 强度 由 P 
j;Uv (D =0 (9.8.13) 
给 出 为 
Imp = In(MI/N) (9.8.14) 


车 取 M = 100, 则 最 可 几 的 大 小 序列 为 In(100), 1n(100/2), 1n(100/3), 1n(100/4),..- 即 
4.6, 3.9, 3.5, 32,-... 第 1, 2 脉冲 的 幅度 比 约 为 2s c 1.18. 当 第 1, 2 脉冲 的 幅度 比 定 了 
之 后 ， 按 (9.8.12) 式 W(1) 2e 也 就 定 了 . 

现 取 定 吸 收 介质 的 饱和 吸收 强度 I。 = 500MW /em?, 增益 介质 的 荧光 截面 c/pr = 
0.16cm?/J, 来 回 一 次 的 时 间 了 = 5ns, 初始 脉冲 序列 的 平均 功率 < I >= 0.0027。 激光 束 
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107? 
0 100 200 300 
通过 次 数 
H 9.16 最 大 脉冲 幅度 随 A 的 变化 曲线 
(m I/I = 1.18) 
(参照 B1) 
100 
大 二 0.2 
Y-0.l | 
10 2 一 0.315 
初始 比值 五 /天 三 1.02 | | 
峰值 处 比值 11/12 9146 | 
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图 9.18 前 5 个 脉冲 幅度 变化 曲线 
(参照 [31]) 
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初始 比 售 11712= 1.18 | 
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图 9.17 前 5 个 脉冲 幅度 随 K 的 变化 
(&m [31]) 


ww 


(b) 
图 9.19 (a) 脉冲 序列 输出 ; 


(b) 含 亚 结构 的 脉冲 序列 输出 
(参照 [30]) 
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截面 为 lcm2， 按 (9.8.7)(9.8.8) 式 进行 迭代 ， 结 果 由 图 9.16 和 图 9.17 示 出 . 参数 a(= 
ao 十 Aa,) Ko, 7 均 在 图 中 给 出 . 图 9.16 最 强 脉 冲 幅度 初 值 为 次 强 脉 溃 幅度 初 值 的 1.18 
倍 ， £6 K KERE. RRE Ik 随 OK 的 变化 曲线 由 图 9.16 给 出 .明显 看 出 当 
初始 增益 减 小 时 ， 脉 冲 峰值 您 来 愈 向 后 移 , 当 Aa = a- y- ro = 0.01, 输出 脉冲 幅 是 
很 低 的 . 这 是 因为 在 了 尚未 到 这 五 前 ， 反 转 粒 子 已 经 消耗 ， o 就 已 经 很 小 了 ， 当 稍 
超过 此 数 Ao = 0.015, 脉冲 峰值 推迟 出 现 ， 但 增加 得 很 快 ， 这 就 是 最 佳 锁 模 情形 . 图 
9.17 为 ^a = 0.015 时 前 5 个 脉冲 随 K 变化 的 情形 ,初始 时 五 / = 1.18, 但 到 脉冲 峰值 
Ab, I/I = 48428, 第 2 脉冲 就 可 忽 掉 不 计 了 . 图 9.18 是 初始 时 五 /7a = 1.02, 到 峰值 处 
L/h = 9146. 这 都 是 锁 模 处 于 最 佳 情 况 的 比值 . 若 不 是 这 样 ， 即 五 /在 脉冲 峰 处 不 是 
RA, h PETAR, EWE HE hD bh ZEA h 的 亚 结构 出 现 ( 见 图 9.19), 这 正 是 不 
完善 的 被 动 锁 模 中 观察 到 的 现象 ， 


9.9 准 连 续 被 动 锁 模 激光 


LEHE TAN RAE A (如 Nd 玻璃 ) 染料 饱和 吸收 被 动 锁 模 激 光 ， 这 种 锁 模 系列 
输出 为 暂 态 的 ， 而 锁 模 的 时 间 又 较 短 ,， 即 图 9.15 的 TIL IX, 锁 模 并 未 到 达 如 图 9.17 和 9.18 
所 示 的 最 佳 状 况 ，Aa 还 可 较 大 ， 如 图 9.16 中 的 Aa = 0.07 等 ， 而 每 一 锁 模 脉冲 的 脉 宽 
差不多 就 是 饱和 和 豚 收 染 料 的 恢复 时 间或 者 要 大 些 ， 即 几 十 至 一 百 皮 秒 量 级 . 


罗丹 明 6G 
AH E 


R=5cm R= ocm 
k e ^ A| 
pe 


R=5cm 


R=5cm DODCI 
饱和 吸收 体 


图 9.20 染料 锁 模 激光 实验 装置 (参照 Ippen [33]) 


Peterson 做 成 的 染料 连续 激光 js, 工作 物质 为 罗丹 明 6G. 用 氨 离 子 激光 泵 浦 ， 罗 
丹 明 6G Bj SR HET] 4.8ns, 增益 带宽 1500cm !, 与 Nd SEE ÉL SI HR INE] 230us 、 增 益 带 
宽 200cm ! 相 比 ， 有 明显 的 优越 性 ; 更 为 重要 的 是 ， 连 续 激 光 工 作 条 件 有 利于 达到 更 
为 完善 的 锁 模 52.331. R 9.20 示 出 这 种 染料 被 动 锁 模 的 实验 装置 ， DODCI A3 ib e mt 
间 为 250ps, 但 锁 模 输出 的 脉 宽 已 达 2.5ps， 峰值 功率 50 ~ 100W, 锁 模 波长 波长 范围 为 
5900 ~ 6100À (W, Eg 9.21). 
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DODCI 
吸收 


一 一 -~ O 
550 600 650 
波长 (nm) 
图 9.21 染料 激光 与 DODCI 吸收 谱 轮 廊 《 划 伏 线 区 为 锁 模 波段 ) 
(参照 [33]) 


准 连 续 锁 模 的 输出 脉冲 宽 2.5ps, 远 比 侈 和 吸收 染料 的 弛 琼 时 间 250ps 短 ， 当 党 脉冲 
通过 增益 介质 时 ， 前 沿 被 优先 放大 ， 后 沿 由 于 增益 饱和 未 得 到 大 的 放大 ， 相 对 地 来 说 被 
减弱 了 . 在 通过 伯 和 吸收 染料 时 ， 前 消 被 吸收 ， 后 沿 由 于 吸收 亿 和 未 被 吸收 ， 相 对 地 来 
说 是 放大 了 . 将 这 两 者 结合 起 来 ， 并 经 长 时 间 的 演化 ( 准 连 续 激光 ) 前 后 沿 均 被 前 掉 ， 才 
使 得 脉冲 变 得 很 罕 . 为 实现 这 样 的 锁 模 ， 应 满足 条 件 ， (1) 增益 介质 的 弛 丈 时 间 Ts 应 比 
在 腔 内 来 网 一 次 的 时 间 了 = 小 , B t = T/T, > 1 保证 光 脉 冲 经 端面 反射 回来 后 ， 增 
益 介 质 已 抽 运 到 高 的 反 转 粒子 数 状态 ，'(2) 增益 介质 的 辐射 截面 ce 应 大 于 吸收 染料 的 
吸收 截面 2 倍 以 上 ， 即 0。> 206, 保证 脉冲 峰值 在 高 于 侈 和 吸收 倩 况 下 通过 吸收 介质 ， 
在 低 于 增益 他 和 情况 下 通过 增益 介质 . 


下 面 分 析 准 连续 锁 模 的 动力 学 过 程 ， 
通过 增益 介质 的 时 间 很 短 (脉冲 宽度 元 < Tu), 可 上 略 去 光 泵 的 影响 . JC Kop ROG T UC 
F 满足 方程 
0 180N,. 
(x t ia) E = Naa F (9.9.1) 


RP, na, ca 分 别 为 增益 介质 的 反 转 粒子 数 与 受 激 辐 射 截面 : "为 光速 ， 而 na 满足 变 
率 方程 
ha = (nao — Na)/Ta — nafa F S -naa F (9.9.2) 


采用 流动 坐标 系 z = z, T= t- r/v, (9.9.1) 式 可 写 为 


B= nac, P (9.9.3) 


(9.9.2) 式 的 解 为 


317. 


ne(T, T) = na;(z) exp(—04J. ) 


7 (9.9.4) 
J = f F(r,z)dr 
代入 (9.9.3) X5, 15 
ə — p. 一 Ta 
aT? = Raia F (T, x)e (9.9.5) 
或 
D |[00,J. oaJ | 
Br | Əz + NailaE | —0 (9.9.6) 
上 式 的 解 为 
Tr(z) = o4J.(z) = in {1 + eneitaz [eir 一 11} (9.9.7) 


AP, jr = 440) J 的 定义 ， Joo 可 看 成 是 xz 点 观测 到 的 光 脉 冲 单位 截面 积 的 能 
量 ， Joc 三 8 Jos (2), Bp Ta 截面 内 流 过 的 光 脉 冲 的 总 能 量 为 


joo = In {1 + erm — 1]} (9.9.8) 

设 go = Naiad, d 为 增益 介质 的 厚度 ， 则 得 光 脉 冲 在 增益 介质 中 通过 一 次 后 的 能 量 
变化 为 

jk — dn {1+ ef*(e?k — 1)) e77 (9.9.9) 


We? 是 考虑 到 腔 的 损耗 而 加 上 去 的 ， 五 十 1 K 表示 通过 的 次 数 ， 
用 同样 方法 可 计算 在 吸收 介质 通过 一 次 的 能 量变 化 : 


jg+2 — In (1c e “(ern 一 Te (9.9.10) 


实际 计算 表明 ， 当 到 稍 大 ， 通 过 次 数 较 多 ， jk 趋 于 定 态 值 . $e = my er =n, WE 


z= elk, y — ei (9.9.11) 
(9.9.9),(9.9.10) 式 可 写 为 
m = 1+emlz 一 1 
y tes -1) (9.9.12) 
z" = l+e™(y-— 1) 


有 意思 的 是 ， 确 定 脉冲 能 量 的 定 态 方程 (9.9.12) [153 go, ro ARK, 与 增益 介质 的 Ca, Tas 
吸收 染料 的 cs， 名 无 关 ， 这 主要 是 因为 脉冲 宽度 Ta < Ta, Ta < Th, WR DG SLE 
的 . 上 面谈 的 准 连续 染料 锁 模 激光 Pru, Tas To 分 别 为 2.5ps，4.8ns，250ps, 故 条 件 
Tu K Ta, T, « Ty 是 满足 的 . 当 go, ko 给 定 后 ， 就 可 求解 代数 方程 (9.9.12) 而 定 出 定 态 值 
z, y, 从 而 定 出 光 脉 冲 的 能 量 积分 . 在 进入 增益 介质 前 、 后 分 别 为 jx = loz, jx+1 = my, 
HEHn = 1, m= 2, 由 (9.9.12) 式 得 


|i 


e9o—“o(y — 1) 


y = egoo .. i 


2-1 
y (9.9.13) 
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代入 (9.9.12) 式 第 二 式 得 
r=1+e (ego "0 — 2) (9.9.14) 


由 (9.9.13) 式 看 出 go— ko > 0 是 必要 的 ， 否 则 将 给 出 y < 0, 无 意义 的 解 . 
9.10 W dE WO" 


已 知 采 用 连续 染料 激光 的 被 动 锁 模 B3, 可 得 脉 宽 为 皮 秒 量 级 的 锁 模 输出 . 若 同时 采 
用 对 挤 锁 模 技 术 ， 则 可 得 脉 帘 短 到 90fs 的 锁 模 输出 41. 对 撞 锁 模 CPM 要 求 腔 内 同时 有 
两 个 或 两 个 以 上 的 脉冲 进行 对 樟 . 对 接 往 冲 在 吸收 介质 中 形成 一 瞬 态 的 反 转 粒子 数 杨 ， 
这 个 栅 起 到 同步 稳定 ， 并 使 脉 宽 变 窗 等 作用 . 其 实在 对 挤 锁 模 方案 ”提出 以 前 ， 单 个 


H | 
3 | 
FA & 09F | 
UM = | 
308 
! LN 
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| | ——— 
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- ~ Ë 0.6 
-ZN Š 
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0.5 
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吸收 体 0.2 1000 2000 3000 
到 达 时 间 差 
图 9.22 用 于 CPM 的 环形 腔 示 意图 图 9.23 在 吸收 层 中 的 损耗 W(AD/W (oo) Bi At 的 变化 
(SR Fork [34]) (9 [34) 


脉冲 锁 模 实验 表明 ， 将 染料 吸收 使 尽 可 能 贴近 腔 的 反射 镜面 ， 利 用 驻 波 处 的 强 场 ， 锁 六 
就 显得 十 分 有 效 ， 采 用 双 脉 冲 在 吸收 介质 中 对 擅 ， 不 仅 使 得 光 强 增加 ， 还 能 起 到 同步 作 
用 ， 故 能 输出 短 而 稳定 的 脉冲 系列 . CPM 要 求 两 个 脉冲 几乎 同时 从 相反 方向 到 达 吸 收 
染料 层 ， 时 间 差 应 小 于 脉冲 宽度 ， 而 且 侈 和 吸收 染料 层 应 尽 可 能 薄 ， 在 染料 中 的 光 程 小 
于 或 短 于 脉冲 宽度 .图 9.22 所 示 的 环形 腔 装 置 满足 了 这 些 要 求 .增益 区 的 聚焦 镜 曲 率 
半径 10cm, 而 吸收 区 的 清 焦 镜 出 率 半径 Som, 绕 腔 来 回 一 次 的 时 间 人 二 E = tons. 3 
信号 损失 约 20% 的 Doci 淤 液 用 喷嘴 射出 可 做 到 约 104 的 一 薄 层 ， 染 料 激光 仍 为 氨 离子 
BOE M E JIUL 6G 准 连 续 激光 ， 输 出 功率 为 3 TW, 波长 为 5445A, 产生 的 光 脉 证 宽 
度 用 KDP 自 相关 函数 法 测定 为 90fs, 谱 宽 50 士 10A. 对 撞 脉 冲 的 同步 作用 乃 是 因为 正好 
在 吸收 染料 中 对 撞 的 脉冲 损耗 最 小 ， 图 9.23 示 出 有 延迟 At 的 对 擅 脉 冲 损耗 W (A) 与 
Woo) 之 比 对 At 的 图 ，W(oo0) 是 At 很 大 ， 即 单个 脉冲 通过 吸收 晨 的 损耗 ， 显然 At 0 
kh. W(AO/W(co) 最 小 . 图 中 参数 8 = 200.0 为 吸收 截面 ，Uo 为 每 em? 的 脉冲 能 量 . 
8 = 10 的 这 条 曲线 ， 当 At = 0, 能 量 损 耗 比 W (AO /W (oo) 最 为 明显 . 

用 CPM 方法 , 已 获得 小 于 0.1ps 脉冲 , 平均 输出 功率 为 50mW( 每 束 ), 增加 了 输出 的 
稳定 度 ， 而 且 脉 冲 宽 度 不 灵敏 依赖 于 泵 浦 脉冲 宽度 . 
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9.11 嗽 嗽 光 脉 冲 的 放大 与 压缩 


因为 强 光 的 自 聚 效应 给 超 短 光 脉冲 的 放大 带 来 困难 ， 于 是 雷达 传送 中 的 嗽 哑 脉 冲 技 
术 被 应 用 到 光 脉 冲 的 放大 中 来 首先 将 光 脉 冲 通过 一 正 色 散 延 迟 线 在 时 域内 拉 开 ， 再 进 
行 放 大 ， 然 后 又 通过 一 负 色 散 延 迟 线 压 缩 成 脉 宽 很 窗 功 率 很 高 的 脉冲 . 因为 是 在 较 低 功 
率 密度 情况 下 进行 放大 ， 可 避免 自 聚 焦 的 困难 ， 更 大 的 好 处 是 在 非 均 匀 加 宽 的 介质 中 放 
大 嗽 歌 脉冲 ， 相 当 于 增益 扫描 ， 也 避免 了 放大 脉冲 时 经 常 遇 到 的 增益 饱和 效应 ， 因 为 在 
脉冲 宽度 各 个 部 分 的 载 频 是 在 变化 的 ， 相 当 于 每 一 部 分 频率 吃 掉 宽 的 增益 谱 线 中 的 一 部 
分 ， 各 个 部 分 加 起 来 ， 就 将 宽带 中 各 个 部 分 的 增益 均 利 用 了 . 


连续 锁 模 
Nd: 玻璃 激光 


青 生 Nd: 玻璃 放大 器 J 


图 0.24 嗽 嗽 脉冲 放大 与 压缩 装置 
(参照 Strickland [35]) 


图 9.24 给 出 放大 与 压缩 哆 哆 脉冲 的 示意 图 B5, 36]. 连续 锁 模 Nd:YAG 激光 输出 宽度 
为 150ps 的 脉冲 系列 , 重复 频率 为 82MHz, 平均 功率 为 5W 的 信号 耦合 到 1.5km 单 模 非 保 
偏光 纤 . 在 光纤 输出 端的 平均 功率 为 2.3W, 宽度 为 300ps, 略 呈 矩形 的 脉冲 (由 图 9.25 示 
出 ), 脉冲 带宽 50A, 再 注入 到 Nd 玻璃 放大 器 中 再 生 放大 . 高 增益 的 硅 玻 璃 的 带宽 350A， 
增益 峰 在 1.062pm 处 ， 放 大 后 的 脉冲 能 量 ~ 2mJ, 然后 通过 光栅 对 进行 压缩 得 出 脉冲 宽 
度 为 1.5ps, 脉冲 如 图 9.26 所 示 . 光栅 对 为 负 色 散 元 件 ， 对 光 脉 冲 进 行 压 缩 . 尽管 单 模 光 
纤 产 生 的 咽 嗽 脉冲 具有 长 的 线性 成 分 ， 但 前 、 后 沿 也 包含 了 非 线性 成 分 . 这 样 经 光栅 对 
作用 后 ， 中 部 得 到 显著 压缩 ， 前 、 后 沿 得 不 到 压缩 ， 表 现 出 一 噪音 基底 ， 影 响 了 光 脉 冲 
的 信 噪 比 . 在 高 功率 激光 的 打靶 实验 中 要 求 高 的 信 噪 比 ， 也 就 不 用 光纤 咽 哆 脉冲 技术 ， 
利用 反 平 行 放置 的 光栅 对 产生 的 正 色散 ， 将 脉冲 展开 ， 然 后 利用 平行 放置 的 光栅 对 产生 
的 奥 色 散 ， 将 脉冲 压缩 08 
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rx -— fw m 


疼 9.25 民 升 后 脉冲 的 自 相 关 (ER [35] 


图 9.26 1 5ps 压缩 脉冲 的 自 相关 (参照 [35]) 


9.12. 快 饱和 吸收 锁 模 激 光 


准 连 续 锁 模 激光 (染料 ) 主要 是 脉冲 一 次 又 一 次 通过 增益 与 吸收 介质 产生 弱 脉 冲 整 形 
(Weak-Pulse-Shaping, WPS). 每 通过 一次 产生 一 次 弱 的 振幅 调 变 (相位 调 变 是 次 要 的 )B， 


实质 上 就 是 对 众多 模式 来 一 次 骤 别 GE s 
四 大 小 与 到 达 级 收 介 质 的 时 间 ). 这 种 杜 别 只 
能 是 长 时 间 慢 速 地 进行 ， 故 go — ro 不 能 太 
大 ， 而 锁 模 时 间 又 需 很 长 : 否则 锁 模 就 是 不 
完善 的 ， 脉 宽 不 能 很 窗 ， 且 很 不 稳定 . 这 就 
是 由 闪光 灯 肥 浦 的 固体 锁 模 激光 向 准 连 续 乌 
离子 激光 对 浦 染料 锁 模 激光 发 展 的 过 程 . 但 
在 孤子 激光 实验 31-97 后 ， 又 一 种 胃 新 的 锁 
模 方式 悄悄 地 出 现 了 . 前 面 已 提 到 孤子 激光 
实验 是 将 色 心 激光 器 外 接 一 光纤 ， 色 心 激光 
器 的 输出 在 光纤 中 演化 成 孤子， 再 反馈 同色 
心 激 光 器 起 到 同步 作用 ， 达 到 输出 100fs 的 
MT. 最 初 以 为 耘 合 非 线性 Kerr 介质 即 光 纤 
的 做 法 ， 只 适用 于 那些 波长 在 光纤 的 反常 色 


激光 相 移 与 隔离 器 


fC 


E 


+ 


ME. 


NA 一 一 一 一 一 
GVD 


SPM 'j f& fü" c De 


图 9.27 包含 增益 、 增益 色散 、 自 相位 调制 (SPM). 
群 速度 色散 (GVD), kimni., 
线性 损耗 与 相 移 的 环形 腔 


(参照 Haus [44]) 


Bk 1.50 DEROO CALLED EIE RR RAE RHE Kerr 介质 外 腔 的 做 法 ， 对 增强 锁 
Ei ROBUR f Ab (9. 35, 激光 波长 不 限制 于 光纤 反常 色散 区 . 事实 上 应 用 耦合 光 纾 外 腔 技 术 
已 极 大 地 改善 了 主动 回 体 锁 模 激 光 器 的 性 能 ， 使 锁 模 脉 宽 由 几 十 ps 压缩 到 小 于 Ips 其 
中 包括 色 心 99549 . gai BU, Nd 玻璃 I7 Ax pul O6, fe I PRI PUR h 3E 
孤子 整形 ). RASER REEE XR DU Kee FR (AA) MUERE, JOPDBENUE 
几 分 之 一 波长 , 而 且 外 在 环境 的 干扰 也 是 要 解决 的 问题 . 这 种 亚 微 微 秒 锁 模 脉冲 的 形成 
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是 由 于 从 非 线性 Kerr 4r JE EE 2E EH 1 5058 IB o BB dE T 26 Dn £l SE S vb b. de SE 
5, X Rb UE bI eO Gui (9 (Additive Mode Locking, APM). 实质 上 就 是 相干 全 
加 造成 的 脉冲 变 罕 . 在 Kerr 介质 中 除了 由 na [ED 表示 的 相位 自 调制 外 (SPM), 还 伴随 
着 由 yE? 表示 的 快 饱和 吸收 ， 这 也 是 十 分 关键 的 ， 除 此 而 外 ， 还 有 和 群 速度 色散 (GVD), 
这 些 均 应 在 APM 理论 中 得 到 反映 ， 这 样 就 可 参照 (9.1.5)~(9.1.11) 式 ， 并 考虑 到 下 面 几 
点 写 出 APM 的 主 方程 ( 见 图 9.27). 

(1) 增益 的 带宽 为 Qg, 则 增益 与 增益 色散 可 表示 为 


g valy CZ? 10 
~ ( z ) >g (+ m x) (9.12.1) 


1 
1+ me- uo)? 


(2) Kerr 介质 的 饱和 吸收 为 


Ko |EP? 
— ER ^ Ko ( 一 TA = Ko 一 |El? (9.12.2) 
1+ 

LE, 


Ko 可 并 到 腔 的 损耗 下 中 ,将 —] EP? 并 到 自 相 位 的 nz|Bl? P, BB nE? > (n2 - | ET. 
于 是 (9.1.11) 式 在 包括 增益 、 饱 和 了 吸收 及 损耗 后 ， 可 推广 为 


[98 8? k"80?E — 2n(no 2g 
[zer mt 6x c6 ame (9.12.3) 
RP, T=t-— kr 为 运动 坐标 系 . 

现 令 


KE" 27ma 2m 20 dez 
D = 可 ,0 二 人 人 人 人， puti >y, E=ae 
RA (9.2.3) 式 得 
Fs 9? 
一 十 fi +r-g+ (s: eiD) s 57 — (y eii)? ja 一 0 (9.12.4) 


对 于 稳 态 解 ， 应 有 Se = 0, 于 是 有 
cerco (sg +iD) P - Grit) a =0 (9.12.5) 


现 求 方程 (9.12.5) 的 解 ， 令 — cosh(T/Tu), 则 


d? d d 
Tu dr? 一 (p? = Dau 十 "du 
2 
Tagal” = [n? - n(n De ?jp (9.12.6) 
AX a 的 解 可 取 为 . 
= A(sech(r/7,))! 9 = Au- Q9 (9.12.7) 
d? 

——ca = |(1 +i} — (24 Jig 一 B?)sech? (r/7..)]a (9.12.8) 


AP, P" 4 为 振幅 . 代入 (9.12.5) 式 ， 便 得 
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1 
i +D g+- (s + iD) (14- i8)? 20 (9.12.9) 
u g 


Q 
-l(..9 L.ip)( sig — 8) - (y+ iô)A? =0 (9.12.10) 
E | Q2 Z ^Y = a . 
È 2202 2 
Do? A TZN Wn l 
Dn 一 9 E Tn 一 LP - E (9.12.11) 
g - 2g 


UB. W —2A?n, 为 光 脉 冲 能 量 ， 将 (9.12.11) 式 代入 (9.12.10) 式 得 


(1—iD4)(2 + 348 — 8?) = (y + i&)r,, (9.12.12) 
Bp 
B Tn > 

2- (£? -3iB — 13 pil — Dné + i(6 + yDn)) (9.12.13) 
ye (9.12.14) 

解 得 

3 3 V? 

i den (52) «a I 


根 号 前 的 “十 ”号 由 有 的 大 小 及 zz 的 符号 而 定 QOL 9.1) 34 RE, fü (9.12.11) XX 
规 一 化 的 脉 宽 Tn 的 值 由 (9.12.12) 式 的 实 部 、 虚 部 求 得 为 


T = 2 一 3(-8)D« 一 pg c —-2D, 一 3(-8) 十 Dab? 
n y $ 


(9.12.16) 


3E 9.1 6r 4D, 


B? 2,250, -6<0 (-) 
8? «2, 2 «0, -8 < 6; (—) 


8? >2 «0, ~ >D; (+) 
B? «2, x >0, —8 > 0; (+) 


图 9.28,9.29 4 HOR A 6 及 脉冲 宽度 Tn Bl Da 的 变化 . 图 9.28 Pi EE y — 1 圈定 ， 
但 SPM 参量 6 RAAH. K 9.29 6-4 BE, 但 Y 取 不 同 值 . 

由 图 9.28,9.29 看 出 ,在 正常 色散 区 Dn > 0, KEKSZ 6 及 脉 宽 m 均 比 较 大 ， 这 时 由 
方程 (9.12.10), 歌 歌 以 及 增益 色散 对 脉冲 压缩 起 了 重要 作用 . 但 在 反常 色散 区 Dn < 0,8 
与 Tn 均 较 小 ， 辐 加 几 乎 不 起 作用 ， 脉 冲压 缩 则 是 靠 群 速度 色散 (GVD) 、 类 孤子 整形 作 
用 . 除了 看 脉 宽 7 外 ， 还 要 看 稳定 性 . (9.12.9) 式 的 实 部 即 


r-g-ü-g 20D,)-; —0 (9.12.17) 
urg 


当 了 一 gow 二 0 已 经 是 准 连 续 激光 的 阐 值 时 ， 上 式 可 写 为 
9 — Jew 二 -(1- 8 -28D,)— — (9.12.18) 


202 
TAS 
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= -一 人 一 小 


(b) 


图 9.28 (a) 8 Mi D, 的 变化 : (b)n 随 Dn BÆI (Y= 1) 


(参照 Haus ja4]' 


(参照 [44]) 


锁 模 激光 要 求 的 增益 应 比 准 连续 激光 的 闭 值 gow 低 ， 才 能 稳定 在 锁 模 状态 工作 ， 否 
则 在 锁 模 前 就 已 经 是 准 连续 状态 ， 故 稳定 条 件 应 为 


1-8? 28D, » 0 (9.12.19) 
参看 图 9.28,9.29, 在 Dn > 0, 即 正常 色散 区 的 稳定 性 有 上 式 小 于 0 的 情形 ， 即 不 稳 的 情 


JE. 在 反常 区 D, =0 附 近 也 有 上 式 小 于 0, 即 不 稳 的 情形 ， 变 化 要 平稳 些 , 在 离 DS = 0 
较 远 的 地 方 无 论 是 反常 区 或 正常 区 均 是 稳定 的 ， 


- 324 - 


第 十 章 光学 噪音 、 分 贫 和 混沌 


在 光 与 原 子 相 互 作 用 的 Langevin 方程 中 包含 各 种 无 规 力 (光学 噪音 ) 的 影响 ， 所 以 
只 有 将 所 观察 量 对 无 规 力求 统计 平均 后 ， 才 能 与 实验 值 联系 起 来 . 光学 混沌 则 是 另外 一 
种 情形 ， 不 需要 在 动力 学 方程 中 加 上 无 规 力 的 影响 ， 当 条 件 合适 时 ， 就 会 出 现 被 观察 量 
如 输出 光 强 的 完全 无 规 现象 ， 这 就 是 所 谓 光 学 混沌 ， 对 光学 分 盆 和 混沌 现象 的 研究 ， 是 
非 线 性 光学 发 展 的 一 个 新 阶段 ， 因 而 需 先 对 随机 过 程 理论 和 决定 性 混沌 理论 作 一 简要 介 
绍 ， 然 后 分 析 光 学 中 的 噪音 、 分 岔 和 混沌 现象 . 


10.1 随机 过 程 理论 


10.1.1 历史 的 回顾 也 


1827 年 Robert Brown 对 晤 浮 于 水 中 的 花粉 颗粒 的 无 规 运动 进行 了 观察 .这 种 运动 
后 来 被 称 之 为 布朗 运动 .为 揭 开 布朗 运动 之 谜 ， Einstein F 1905 年 发 表 了 关于 悬浮 液 
中 小 质点 的 分 子 运动 理论 P 他 意识 到 这 些小 质点 的 运动 是 彼此 无 关 的 . 设想 个 小 质 
点 分 布 在 = 轴 上 ， 在 7 时 间 间 隔 内 各 个 质点 将 发 生 不 局 的 移 位 A 移 位 在 A~A+dA 
内 的 粒子 数 dn 可 表示 为 


dn = n$(A)dA, n i p(AjdA — 1 (10.1.1) 


AH, é(A)dA 表示 移 位 在 人 ~A+dA WILE, HA) 是 AWBR% gA) = 4-4). 
又 设 在 z 处 ，t 时 的 质点 的 分 布 密度 为 f(x, t), 则 得 


f(z, t-F r)dz = dx T f(x +A, t)o(A)dA 


oo r 2 2 
pes = f (re paa EE ses o) aada 


ôT Oz 2 ðr? 
10?f [? , 
- 107j 10.1.2 
yas] AA (10.1.2 
of 9f 
ðr Oz? 


a (10.1.3) 
Ld 29(A 
D - ;- fs é(A)dA 


式 中 ， 呈 为 扩散 系数 . (10.1.3) 式 就 是 分 布 函数 f (m, t) 所 满足 的 扩散 方程 ， 其 解 为 


f(z, t) = (10.1.4) 


n r? ) 
yár Dt ap ( 4Dt 
应 用 (10.1.4) 式 可 算出 质点 在 > 轴 上 的 平均 值 < x > 及 均 方 值 cz 
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<z>= fafa, t)dz = 0 


(10.1.5) 
< z? > 一 ] eye t)dz = 2Dt 
Langevin 用 如 下 的 运动 方程 来 描述 质点 的 运动 回 ; 
dr dz 


AP A i—i A CUR E E R E A exe A D. m 为 粘性 系数 . 重要 的 是 第 二 
Ji, BP Langevin 5| 3E ) 2:387]. X, 它 体 现 了 粒子 间 的 碰撞 作用 . 这 种 作用 是 短程 的 ， 只 
在 碰 挤 的 瞬间 起 作用 ,而 且 是 频繁 的 、 无 规 的 ， 因为 粒子 数 很 多 . 将 (10.1.6) 式 用 z F, 
便 可 写 为 


md, 
— LL 
2 d? 


2 
将 这 方程 对 大 量 的 粒子 求 和 ， 并 应 用 < >= T HERXIHIXHN-IXO-088 


2 
sa + XZ (10.1.7) 


— mv? = —3nna 


md <r? > d<r? > 
3 dH - + 375a d = kT (10.1.8) 
积分 上 式 ， 便 得 > 
d <z“ > kT —6Tnat 
式 中 ，C 为 积分 常数 . 当 圭 稍 大 时 ， 第 二 项 实际 可 略 去 ， 进 一 步 积 分 便 得 
2、 2、 kT 
<r’ > 一 < grj >= Sana (10.1.10) 


将 这 一 结果 与 Einstein 所 推导 的 (10.1.5) 式 进行 比较 ， 便 求 得 扩散 系数 


o kT 
^ 6rna 


(10.1.11) 式 给 出 了 一 种 计算 扩散 系数 D 的 方法 ， 所 涉及 的 物理 参量 为 温度 、 粘 性 7 
及 粒子 直径 aS. 

将 Einstein 方法 与 Langevin 方法 进行 比较 .Einstein $8 8 4r E AAt f(z, t) 满足 的 
扩散 方程 ， 后 来 发 展 为 Chapman-Kolmogrov 方程 及 Fokker-Planck 方程 ，Langevin 得 到 
的 是 一 种 包含 无 规 力 二 作用 的 随机 微分 方程 ， 解 也 是 一 个 随机 函数 . ” Einstein 在 求解 
时 假定 了 在 上 时 粒子 位 置 的 变化 量 A 完全 与 前 些 时 位 置 无 关 ; 在 Langevin 方程 的 求解 
中 并 未 明显 提 到 这 一 点 ， 但 已 隐 售 在 <zX >=10 的 假定 中 ， 因 为 大 是 无 规 的 ， 作 为 时 
间 函 数 的 粒子 的 坐标 z(t) CETHAK, EX 与 zz 无关， 导致 质点 发 生 A 变 化 的 是 XX 
5j r 无 关 ， 也 就 是 与 前 些 时 的 A 无关. 故 这 两 种 方法 为 等 价 ， 此 外 ， Langevin 方法 还 
具有 一 种 物理 直观 性 ， 若 干 年 后 ， Ito 的 积分 定义 及 随机 微分 方程 理论 就 是 据 此 而 发 展 
起 来 的 . 


10.1.2 Markov 过 程 


对 布朗 运动 的 分 布 函数 描述 应 建立 在 条 件 概率 的 基础 上 ,这 一 点 已 被 Wiener 详细 


(10.1.11) 
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研究 过 将 (10.1.2) 式 中 的 f(x, t) 写成 f(z, t; mo, to), 并 通过 规 一 化 将 D 取 为 1/2. 
4 n — 1, 出 (10.1.4) 式 可 写 为 


1 2 

z, tzo, ig) = e 7 x2Y [7 t9)] 10.1.12 

fí 0, ta) Jat ( ) 

< £ >=< £ — To > 十 zo = to (10.1.13) 
oo 

< (£ — zo) >= J f(z, t; zo, to)(z — zo} dz = t — to (10.1.14) 
—oo 


由 (10.1.12) 式 看 出 ， 当 t 一 to 0 Bf, f(z, t; zo, to) 一 5(z — zo). 此 即 初 始 时 ， 粒 子 处 
于 z= zo 的 位 置 . i 

z(t) — zo 作为 土 的 连续 函数 ， 它 的 平均 值 与 均 方差 分 别 为 0 5t- to 随 着 时 间 的 
增长 ，# 一 to 9 oo, 均 方 值 发 散 . 十 分 有 意义 的 是 ， z(t) - zo 是 t 的 连续 函数 ， 但 微 商 
lim SEEN O 却 是 不 存在 的 ， 现 证 明 如 下 

设 大 为 任意 给 定 的 正 数 ， 则 粒子 在 怀 十 六 时 的 位 置 z(b，z(t 十 有 满足 |z(t 十 月 ) 
z(f) > kh 的 概率 为 | 


DÀ d 1 2 h 
f 上 [. X eme /2h gz(t +h) 


1 -Wi ` 
= 2| 一 -一 P2hquy 
人 VAS (10.1.15) 
4 h= 0, P> 2f 


" o6 /du = 1. 表明 |z(t -- A) 一 z(t)|/h E- h0 时 ， 比 任 意 给 
， 


定 的 正 数 不 都 大 ， 亦 即 微 商 是 不 存在 的 . 
10.1 给 出 Wiener iif Hu FÉ h 
£X. 从 中 可 见 急剧 变化 的 情形 ， 也 可 看 
出 布朗 运动 虽然 连续 ， 但 没有 一 处 是 
可 微 商 的 ; 三 条 取样 曲线 , 开始 时 靠 得 
1B yr, 但 后 来 的 变异 是 很 大 的 . 

上 面 我 们 研究 的 Wiener 过 程 
实际 上 是 Markov 过 程 的 一 个 特 秽 . 
Markov 过 程 的 含义 为 “知道 了 现在 ， 
便 知 道 了 将 来 , 而 无 需 涉及 过 去 . ”用 条 


件 概率 的 话 来 说 便 是 : Wi n > Tm, 
则 有 条 件 概 率 图 10.1 三 条 Wiener 过 程 的 取样 曲线 ， 
(参照 Gardiner [1]) 


P {jz(t +h) —z(t)) -> kh) 


.M 


oo 


oo 


p(z, tz1,71; £2, T2) = p(z, t|z1, 71) (10.1.16) 


根据 这 一 定义 ， PreK (BE HR CR DU AEA 0 时 的 zl 值 有 关 ， SEEN 
时 的 r 值 无 关 . 根据 这 一 定义 ， 可 将 条 件 概率 plr tirs, t) 表示 为 


p(zi,t1|z3, t3) = J imita tato, t3]z3, t3), ti >h >t; (10.1.17) 
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该 式 又 称 之 为 Chapman-Kolmogrov 7j fg. 这 是 当 z 连续 变化 时 的 方程 . 如 zz 只 能 取 离 
散 值 ， 则 上 式 应 写 为 


p(21, tilas, t3) = V plan tilez ta)p(z2, tas, t3), ti > t> ta (10.1.18) 


一 特定 的 Markov 过 程 是 否 连 续 ， 可 采用 下 面 判 据 来 检验 . 若 在 t 时 为 连续 ， 则 对 所 
有 的 x 均 应 满足 | 
. 1 
lim. A J. doe dx D(z,t+ Atlz,t) =0 (10.1.19) 


否则 便 是 离散 的 . 这 就 意味 着 At 一 0 时 初始 位 置 z 与 末了 值 z 之 差 大 于 的 几率 
P(z,t 十 Atlz,t) 2 0, 而且 比 At 更 快 地 趋 近 于 0. 很 明显 ， Einstein 的 布朗 运动 解 


p(z,t + Atlz, )= — - odi (10.1.20) 
满足 (10.1.19) 式 ， 且 是 连续 的 ， 但 Cauchy 过 程 
| 本 | At 1 
[ X () NU ' | e(z, t+ At|z, t) = "(zy a AB (10.1.21) 


| E 不 满足 (10.1.19) 式 ， 是 离散 的 . 图 10.2 给 出 这 


--_】 | 两 过 程 的 取样 曲线 . Cauchy 过 程 与 Einstein 7j 
LA Lo 程 均 满 足 Chapman-Kolmogrov 方程 (10.1.17). 


| | W ) 所 有 Markov 过 程 均 满足 等 式 


Jim. plz, t+Atlz,t)= 6(z—2) (10.1.22) 


s 7 C A aA (1 UT ) : 出 Chapman- 
运动 W(t 的 取样 在 0.1.17) 式 基 础 上 可 导 
(>m [1]) - . Kolmogorov 微分 方程 . 为 此 我 们 计算 函数 f(z) 


:的 期 待 值 关 于 时 间 的 导数 ， 


4 J iret + Ate) - pes th N} 
At 


= = lim { s (fe rm r,t + Atiz, Üp(z, tly, t") 一 [sene t|y, t' )/At 
(10.1.23) 
在 上 式 中 我 们 已 应 用 了 Chapman-Kolmogorov 方程 (10.1.17). 现 将 (10.1.23) 式 中 对 yz 的 
积分 分 为 jz 一 ?>e 与 jz-z|<es 两 个 区 域 ; 又 假定 z，z 为 矢量 ， 其 分 量 用 zo zi 来 表 
示 . 当 jz 一 z| <e, 假定 


2 x] dzf (x)p(e,tly,t) = Jim 


te= +E D ae Yogi ae; = 2) + le — a Rs) 


(10.1.24) 
X Iz 一 zj 一 0,|R(z,z)| 2 0, 35 (10.1.24) RRRA (10.1.23) 式 ， 便 得 
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8 2001 | f 
ET nc p(z, t|y, t )= dim xil] /1 seti res -4])3 
2 
Es apei- n) = z) x gog rest Athe tps tl t) 
+ NI dzdzlz 一 m z)p(z,t + At|z, t)p(z, tly, t") 
lz 一 z|<e 
eff dzdz f(z)p(z,t 4- At|z,t)p(z, tjv, t) 
Jd dzdzf (z)p(z,t + At|z, t)p(z. tly, t’) 
- /aaarGpet+ ss opesden) aoa) 


注意 到 | de peste At t) - 1, 故 上 式 中 最 后 一 项 即 为 (0.1.23) 式 中 最 后 一 项 . 
下 面 假定 . 
(1) limA;..o p(z, tt Atiz t)/ At = W(z|z, t) (10.1.26) 
Qi jz -z| zc, 上 式 对 所 有 的 e, z, 土 均 成 立 .) 
(2) limacas f dz (z; — zi)plz,t + Alz, t) = Asst) + O(e) 


|z 一 zj<e 


(3) limaA;.6 f dz (zi — Zi (25 一 zj)p(z, t+ Atiz, t) = Bij(z, t) 十 CO(E) (10.1.27) 
Iz—zi«e 


(上 式 对 所 有 的 z, e, t 均 成 立 .) 
应 用 (10.1.26) 和 (10.1.27) 式 ， 通 过 部 分 积分 及 函数 f(z) 的 任意 性 ， 由 (10.1.25) 式 
可 得 出 Chapman-Kolmogorov 微分 方程 


ð no NS 2 qu TEC! 9 y Nn 
gP tlut ) = > Jz [Ac(2, t)p(z, tiy, t ]] * 2 2 2,02; [Bi; (z, t)p(z, t|y,t X 


4 f de [W (zz, t)p(zs tly, t) — Weiz tpl tin t) (10.1.28) 
RP, platin) 满足 初始 条 件 


plz, tly, t) = é(z — y) (10.1.29) 


根据 (10.1.28) 和 (10.1.29) 式 ， 可 定义 下 面 三 种 不 同 的 过 程 : 


Sp(z, tly, t) = fè [W (jx, t)p(z, tly, t") — W (alz, t)p(z, tly, t) (10.1.30) 


注意 到 初始 条 件 (10.1.29) 36 X W 的 定义 (10.1.26) R, 便 得 出 (10.1.30) 式 包 含 At 的 一 
级 近似 解 为 


plz,t + Atly,t) = 6(y — z)[1 — J dz W(zly,t)At + Wely, t) At (10.1.31) 


该 式 的 前 一 项 表示 质点 仍 停 留 于 原来 位 置 ， 而 后 一 项 则 表示 由 Y REE z 的 几率 ， 故 称 
这 一 过 程 为 跳跃 过 程 . 
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如 果 质 点 的 状态 只 能 是 整数 ， 则 主 方程 (10.1.30) 可 写 为 


ro. t[n' t) = V "IW (nim, t)p(m, t[n', t) - W (mln, t)p(n, t[n', t) (10.1.32) 
(2) 扩散 过 程 (Fokker-Planck 方程 ). 车 假定 W (z|z,t) 35 0, 则 Chapman-Kolmogrov 
方程 过 渡 到 Fokker-Planck 方程 


2 
git!) = -Y S Mts Dpto D] DB pty 
(10.1.33) 
式 中 ，4(z, 为 驱动 矢量 ，B(z,t) 为 扩散 矩阵 . HEE (10.1.33) 的 解 满足 初始 条 件 (10.1.29) 
式 ， 当 At 很 小 时 ， 解 p(z,t 十 Atly,t) 会 是 很 尖锐 的 ， 相 比 之 下 ， AQ), B(zt) XTz 
的 导数 可 略 去 不 计 ; 而 A(s t), B(z.t) 可 用 A(y,t), B(y,t) E. 于是， (10.1.33) 式 可 
近似 写 为 


ə Sp Tt O?p(z, tly, t") 
a, Us tst) --MA (y, t) PE 5 Bij(y, t) —;———— 82,02; (10.1.34) 


p(z, t At|y, t) = (20) "P (det B(y, t) [At] 1? 
xexp { -3 l[z- y — Aly, At] Bl(y, tlz —y — A(y, zz 


A: (10.1.35) 


Xm. BO'(yt) 为 B(y, 的 道 矩 阵 ， 这 是 N 维 空间 的 高 斯 分 布 , 平均 值 为 y 十 A(y, t) At, 
方差 矩阵 为 B(y,t), 亦 即 
z(t + At) = y(t) + A(y(t), HAt + v(t) (At)! ? (10.1.36) 


« n(t) >= 0， < n(t)n(t)* >= B(y,t) (10.1.37) 
由 于 解 中 包含 了 (At)1/2, 故 无 处 可 微 . 
(3) 决定 论 过 程 (Liouville 方程 ). 当 只 有 驱动 矢量 A(z,t) 不 为 0 时 ， 便 得 到 决定 论 过 
程 的 Liouville 方程 


wple tly, t) = -52 gz, AC plz, tly, tO] (10.1.38) 
Ut (t) 是 方程 
ETO) = A(z(t),t), z(y,t')=y (10.1.39) 


的 解 ， 则 (10.1.38) 式 的 解 为 
p(z, tly, t’) = 6[z — z(y, t)] (10.1.40) 
(10.1.38) 式 的 左边 为 


Zek- --$.5 az [z — z( NS 
右边 为 
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X (e t5 — ED Ades t o — cts 


应 用 (10.1.39) 式 ， 得 知 上 面 的 左边 与 右边 是 相等 的 . 
f (10.1.40) 式 表明 质点 运动 的 初始 值 (y, tU) = v 完全 确定 了 上 > t 的 轨迹 ， 即 
z = z(y,t). 

一 般 的 Chapman-Kolmogrov i DE, Alz, t), B(z,t), W(z|z,t) 均 不 为 0. 其 质点 
轨迹 为 在 A 所 确定 的 光 谓 曲线 上 ， 加 上 由 B 所 标志 的 高 斯 起 伏 ， 再 加 上 由 W 所 标志 的 
跳跃 衔接 (参见 图 10.2). 

现在 我 们 讨论 在 量子 光学 应 用 中 常 遇 到 的 将 线性 驱动 ke 加 到 Wiener 过 程 上 得 出 的 
Ornstein-Uhlenbeck 方程 Pl 


2 
2p = 2 (kæp) + iD$jp 


p = p(z,t|zo, 0) (10.1.41) 
X p(z, t|zo, 0) 的 Fourier 变换 
ó(s, t) -f e" p(z, t|zg, 0)dz (10.1.42) 
于 是 (10.1.41) ÈA 
0$ |, 0. | D 
a te ó= -734 (10.1.43) 
由 p 的 初始 值 条 件 píz, 0129, Q) "= ó(x: T zo), 得 出 $ 的 初始 条 件 
e(s,0) = n e? 6(x — co) dx = e8% (10.1.44) 
(10.1.43) 3X RS a E OS 
es E) = e Pk gf se Eth (10.1.45) 
为 了 满足 初 值 p(s, 0) = e», ipii XE FE g(se "). 最 后 得 
— Ds? 
$ls, t) = exp Ex —e 3. iszoe =] (10.1.46) 


R olst 的 反 变换 ， 便 得 


ll 


p(x, t|z0,0) 


1 f? 
— (s,t)e "d 
zx] é(s, t)e £ 


(x — mge ^") | (10.1.47) 


MEN VE COPA 一 
TD —e 3) | P(1-e-?k) 
k' c 


Jit; 88 Ornstein- Uhlenbeck 方程 的 解 . 
10.1.3 Ito 积分 与 随机 微分 方程 


出 Langevin 方程 导出 Einstein 解释 布衣 运动 的 结果 ， 方法 简洁 而 物理 意义 深刻， 并 
能 将 扩散 系数 与 粒子 半径 、 粘 性 系数 等 关联 起 来 . Langevin 方程 的 标准 形式 为 


d 
TT alz, t) + b(z, tilt) (10.1.48) 
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式 中 ， a(zt), bfx, t) 为 已 知 的 函数 ， 但 &(t) 为 快 变 的 随机 变量 ， 不 失 一 般 性 ， 可 假定 
< (Et) >=0, < EEH) >= &(t — t") (10.1.49) 
(10.148) 式 含有 随机 变量 6(t)， 故 称 之 为 随机 微分 方程 ， 若 定义 


mr = [ g(t dt (10.1.50) 
而 Langevin 方程 的 积分 东 少 形式 上 可 写 为 
z(t) - z(0) = f a(x(t), t')dt' + n b(z(t^), t')aW (t^) (10.1.51) 
. 0 . ) EE . 0 . 
式 中 ， 随 机 量 W(t) 是 Wiener 型 的 布朗 运动 量 ， 易 证 它 具 有 如 下 的 平均 值 及 方差 H: 
‘<adW>=0, < dW? >= dt (10.1.52) 


当 入 >2 时， 还 有 
< dw" >=0 | (10.1.53) 
但 (10.151) sUP IBEUHE GERE UP EL ADIRE IN, EDGUUR THUITEUN 
过 到 的 随机 积分 / G(t')dW (t). 现 研究 与 此 积分 相应 的 和 式 . 
to | 


Sn = y G(T: {W (ti) — W(t) 


i-i 


(10.1.54) 
to < < tate < toi < ly tl1 Rt 


的 极限 车 当 max At; = max |t; 一 tt-1| — 0, Sn 的 极限 存在 ， HI n Eti t AHR 

值 无关 ， 那么 S. 的 极限 就 是 通常 意义 下 的 积分 G(t^)4W (t) 的 定义 . 但 就 目前 情况 
to 

来 说 并 非 如 此 ， 以 G(r;) = W(ri) 为 例 ， 则 有 


< Sp >= LWW: — W (t;—1)] > 


i=l 
n "n ， 
72 mins ti i) 一 mip(7 ti_1) |= 2 — ti_1) (10.1.55) 
D Ti = at; 十 (1— o)tii, 0O<a<l 
DE: < S, 22 (t - ti .i)e = (t — toja - (10.1.56) 
i-1 


可 见 ， «3,» 的 取 值 与 a 的 取 值 有 关 ， 亦 即 与 元 在 (tit) 中 的 取 值 有 关 ， 可 见 随 机 
积分 不 是 按 通常 意义 下 积分 ,车 将 a 取 为 0, Bl o0; — ti 便 得 Ito 积分 定义 如 下 : 


f GAW = Don L2 (5) — W (t3) (101.57) 


现在 回 过 来 看 (10.1.51) 3t. H Lo X JURE to -> 上 分 为 许多 间 节 ， to <ti<to < in-i 
< 二 +t 对 每 一 RBS 30 c 

Ziyi d = afti ti)Ati + b(t ti) AW; (10.1.58) 
式 中 | 
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Ti = c(ti), At; —ti-ti 
AW; = W(tiri) - W (ti) 


将 (10.1.58) RI i RA, Ri Ito 意义 求 极 限 的 积分 (10.1.51) R. 一 般 的 f (t)) 的 微 
分 为 


de) = FE) + dalt) = flet) 
= f'G()ds() + 5f" (e(t))de(t)? + 
= f(z(t)){a(z(t), od + MECE) DWD} + ZEBE Plaw (OF 
= faze, 2G) + Ge (O, OI EH) | dt + b(a(0), f'E dW (€ 


(10.1.59) 


即 : df — {er lop rapa (10.1.60) 
(10.1.60) 式 是 单 变 量 情形 的 Ito 微分 公式 ， 将 此 公式 推广 到 多 变量 ， 即 x(t) 有 多 个 分 量 
zi(t) 的 情形 .这 时 WA 也 相应 地 有 多 个 分 量 W(t), 且 相 互 独立 ， 妈 
dW,(t)dW;(t) = 6&5dt ` 
[IW,(t)N*? 20;  N»0 


(10.1.61) 
dW;(t)dt = 
dtitN l0, -N>0 
便 得 N 维 随机 微分 方程 | 
de(t) = A(z, t)dt -- B(x, t)dW (t) = (10.1.62) 


df(z) = E E 


23/200 e e dW;(t) 


(10.1.63) 
现在 来 看 Fokker Planck 方程 与 随机 微分 方程 的 关联 ， 应 用 (10.1.60) 式 便 得 
< xs =< a(z(t),t 22 + > [bl (t), op > d (10.1.64) 


设 z(b) 具有 条 件 概率 密度 peb),tlroto) 于 是 
d TL 
5 < fito) >= | anf pen tlzo,to) 
= f éstas Ë + SG Y Lipf) (10.1.65) 
应 用 部 分 积分 及 边界 条 件 ， 当 z= tot, af UU - PI = 0, 便 得 
Jero = fate) (7i (neam t)p) + I: 3 b(a; 2d (10.1.66) 
因为 f(z) 是 任意 的 ， 故 有 | 


ð 8 1 
a: P tlzo, to) = -zz e t)ple,tlzo, to)] + z (e, t) p(x, t[zo, to)] (10.1.67) 
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这 就 是 一 维 的 Fokker-Planck JE. Xj ££ HE BE, 3p 38 pO HE 4S 


ap | a4ilz,bp 1 e Tiz t). 
8t — 2, Oz + 2 2 8z,0z; (Be, 98 e Disp) (0.168) 


10.2 决定 性 混沌 


“混沌 ”一 词 起 源 于 古 中 国 与 希腊 的 混沌 初 开 无 所 不 包 的 意思 . 现在 用 这 个 词 主要 
指 一 种 “无 序 ” 与 “无 规 ” 状态 . 至 于 “决定 性 ”一 词 ， 在 前 面 决定 性 过 程 Liouville 方程 
(10.1.38) 中 已 经 出 现 过 , 意 妈 通过 解 动力 学 方程 (10.1.39), HRABRE (t= t, £= y) 
完全 决定 了 质点 未 来 时 上 > t 的 轨迹 ， 亦 即 未 来 的 一 切 完全 由 初 值 及 动力 学 方程 所 决 
定 ， 所 以 说 是 决定 性 的 . 这 里 还 隐 含 着 一 个 假定 ， 即 由 动力 学 方程 描述 的 运动 应 是 规则 
的 , 而 不 是 无 规 或 混沌 的 . 但 在 一 个 世纪 以 前 ，Poincare 已 经 知道 有 些 力学 问题 , 如 不 可 
积 的 三 体 问 题 会 导致 完全 混沌 的 轨道 解 O. 可 是 ， 这 件 事 的 重要 意义 并 没有 引起 注意 . 
70 年 后 (1963 年 ),Lorenz 又 重新 发 现在 求解 三 个 一 阶 的 非 线 性 微分 方程 组 时 也 得 出 运动 
轨迹 的 完全 无 规 回 . 这 是 在 耗 散 系统 中 发 现 的 第 一 个 决定 性 混沌 的 例子 . 现在 ,决定 性 
混沌 一 词 ， 即 指 一 非 线 性 动力 学 方程 的 解 . 它 虽然 由 初 值 出 发 唯一 地 确定 了 系统 在 未 来 
. 时 的 演化 过 程 ， 但 表现 这 一 演化 过 程 的 运动 轨迹 却 是 无 规 的 、 混 沌 的 . 这 种 无 规 行为 并 
不 是 由 外 在 的 只 音 引起 的 ， 因 为 动力 学 方程 中 并 未 包含 无 规 力 ; 也 不 是 无 穷 自由 度 引起 
的 ， 因 为 Lorenz 方程 只 有 三 个 自由 度 ; 也 不 是 量子 力学 的 测 不 准 关 系 ， 因 为 所 讨论 的 方 
程 是 经 典 的 流体 力学 方程 ， 现 在 已 经 弄 明白 了 ， 产 生 这 种 无 规 行为 的 最 根本 的 原因 乃 是 
动力 学 方程 的 解 很 灵敏 地 依赖 于 初 值 。 Lorenz RZA. 这 种 效应 的 存在 ,已 对 
基础 物理 学 的 可 测 性 带 来 了 冲击 . 因为 给 出 物理 量 的 初 值 是 建立 在 测量 的 基础 上 的 ， 而 
测量 是 有 一 定 准 确 度 和 误差 的 ， 如 果 在 误差 范围 内 的 各 个 初 值 ， 在 未 来 的 发 展 中 ， 表 现 
为 两 种 或 多 种 完全 不 同 的 、 差 异 很 大 的 结果 . 这 就 意味 着 实际 上 我 们 已 失去 对 这 物理 过 
程 或 物理 量 进行 预测 的 可 能 性 ， 现 撤 开 这 些 基 础 问题 不 说 ， 仍 回 到 决定 性 混沌 问题 上 来 
[10] 

动力 学 方程 的 非 线性 ， 乃 是 产生 决定 性 混沌 的 必要 条 件 . 当然 不 是 所 有 的 非 线性 方 
程 均 导 致 决定 性 混沌 . 如 所 周知 ， 非 线性 动力 学 系统 可 分 为 耗 散 系 统 与 保守 系统 两 大 
类 . 从 现在 已 经 遇 到 的 情形 来 看 ,光学 混沌 较 多 涉及 耗 散 系统 的 混沌 . 在 这 一 节 中 , 我们 
要 讨论 的 问题 有 决定 性 混沌 的 表现 及 判定 办 法 、 几 种 通 向 混沌 的 道路 、 奇 异 吸引 子 等 ， 
然后 再 补充 以 关于 保守 系统 驱 向 混沌 的 分 析 . 


10.2.1 决定 性 混沌 的 次 现 及 判定 

1. AZAY KA 

决定 性 扩散 喘 象 与 无 规 力 推动 的 Brownian 运动 很 相似 ,参照 (10.1.6) 式 ， 当 流体 的 
粘性 很 大 ， 而 加 速度 项 mo 可 略 去 时 ， 作 Brownian 运动 的 质点 的 Langevin 方程 可 
写 为 
dt = ¢(t) | (10.2.1) 
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b UE A mihe i 


无 规 力 E) 满足 方程 
< £(t) >= 0, < EHEM) >= 8t — t") (10.2.2) 
又 根据 (10.2.1) R, 将 z 表示 为 


t 
r= n E(t ) at, «r»-0 
0 i (10.2.3) 
«a > 一 < f «eae f Edt” > =t 
0 0 


这 结果 表明 ， 随 扩散 时 间 t RE, 扩散 距离 x 的 均 方 值 < xz? > 也 成 正比 地 增长 . 但 这 
个 扩散 完全 是 由 无 规 力 Et) 驱动 的 。 «x? o t 也 是 无 规 行 为 的 一 种 反映 . E 10.3(a) 
给 出 分 段 线性 周期 映 浓 ,图 (b) 给 出 f(z7) 的 函数 图 ， 各 次 迭代 映 象 的 函数 关系 为 UH 


Xi 一 F(x) = £r + f(e); T= 0, 1, 2,- tt (10.2.4) 
其 中 f(z.) 为 :zz K R R : 
f(z.-mn)- f(z), n —0, +1, £2, .-- (10.2.5) 


图 103 (a) 4B HLEERLEIER D EDU; (D) MS f(x) 
(参照 Grossman [11]) 

参看 图 10.3(a) 的 箭头 个 XS fV E 38 — T ZU ETE ARS feXD A GXGEdXUBGS FEE bg 
第 2 方 杠 ， 再 经 多 次 迭代 进入 上 面 第 3 方 框 ， 然 后 又 同 过 来 一 直 走 到 下 而 第 1 方 框 . 不 
难看 出 ， 当 箭头 触及 f(x) 图 上 尖端 部 分 , 便 转 入 上 一 方 框 ; 若 甬 及 下 尖端 部 分 使 转 入 下 
一 方 框 ; 若 不 触及 上 、 下 尖端 ， 则 仍 停留 在 原来 方 框 . 迭代 箭头 触及 上 、 下 尖端 的 几率 
均 为 8/1 = 6, 不 触及 尖端 的 几率 为 1 一 26, 每 一 次 和 代 均 有 可 能 跳 到 另 一 方 框 ， 也 有 可 
能 停 在 原来 方 框 . 设 总 共 失 代 上 上 次， 友人 代 箭头 已 到 达 第 N DE FER 


t—1 t-i 
N= X (Nra - N)-M. A 


UT au 776 (10.2.6) 


TOR r4 cU. A. Ae EIR, Mi A, 可 能 为 0, t1 故 有 < Ar >= 0, 且 有 


< A Ar >=< Ar >< Ar > 一 0, TET (10.2.7) 
t—1 

< N2>=》<Az>=t<A?> (10.2.8) 
7 一 0 


这 一 绪 果 家 明 , At KARE. 第 头 到 达 的 方 框 与 原来 方 框 的 距离 Ni 的 平方 平均 值 与 从 
代 次 数 上 成 正比 ,这 与 无 规 力 驱 动 导 致 的 扩散 结果 (10.2.3) 式 ， 完 全 相似 ， 故 称 (10.2.8) 
式 为 次 定性 扩散 . 
2 驱动 摆 
驱动 摆 的 运动 方程 如 下 : 
0 + yÅ + sinó = Acoswt (10.2.9) 


AP, ABERA, 0 DS EE PEOTOE Su ERU FS. 4 为 周期 驱动 力 振幅 对 时 间 € 


à 


0 
| N / ! 
\ 
~ 
(a) | 
8 
eec TE: 
^T. 
{ J, 0? ol 
/ t 
NS — T - 
~ (0r 
(b) 


Bl1044 驱动 所 向 混沌 运动 的 过 滤 ， (a) 小 驱动 参数 时 的 规划 运动 ; (b) 在 A= Ac 处 的 混沌 运动 ; 
(c) 5 (d) 分 别 对 应 于 (a), (b) 情形 的 相 图 
{参照 Bauer [10]) 

与 4 均 取 了 适当 的 规 一 化 单位 ， 故 和 与 sinb 的 系数 为 1. 摆 运 动 方程 (10.2.9) 式 的 参数 
为 4,w,Y. 图 10.4 给 出 摆动 角 9 随时 间 上 的 变化 09221. 当 A < AL 时 ， 运动 轨迹 是 规则 
的 ; 相 图 6 随 O 的 变化 是 一 封闭 的 环 . 但 当 A > AL 时 ， 运 动 轨迹 已 变 为 不 规则 ， 相 图 
看 上 去 像 是 混沌 的 . 从 这 个 例子 我 们 注意 到 ， 驱 动 舞 之 毛 以 会 导致 混沌 ， 主 要 是 因为 有 
了 非 线性 项 sin9; 当 A= A 时 ， 摆 可 运动 到 9=7 位 置 , 即 顶端 . 这 时 运动 对 初 值 是 非 
常 敏感 的 . T0148 0(0) 比 0 略 大 一 点 ，0(0) = e, 或 略 小 一 点 ， 6(0) = 一 e 就 决定 当 摆 运动 
到 接近 于 顶端 不 位置 后 ， 是 向 右 转 还 是 向 左 转 . 

3. Benard 问题 

Benard(1900, 1901) 做 了 一 个 实验 . WH — Jet cH df frc Jat 8 5 n P TA E E OLI Jn d 
造成 一 温度 差 . 当 温 差 大 于 一 定数 值 时 ， 观 察 到 六 角形 的 流体 对 水 花样 ， 这 就 是 Benard 
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问题 . 加 热 后 的 底层 密度 小 ， 来 加热 的 上 层 密度 大 ， 如 没有 粘性 与 扩散 ， 这 上 层 与 底层 
的 流体 将 是 不 稳定 的 ,将 会 发 生 对 流 ， 但 由 于 有 了 粘性 ， 在 一 定 程 度 上 阻止 了 对 流 . X 
由 于 有 热传导 与 质量 扩散 ， 上 、 下 层 的 温度 差 在 一 定 程 厌 上 被 匀 化 ， 这 也 交接 阻止 了 对 
流 的 发 生 ， 但 当 温 度 差 过 大 ， 不 能 被 热传导 与 质量 扩散 所 平衡 时 ， 对 流 也 就 发 生 了 . 这 
就 是 Benard 所 观察 到 的 六 角形 对 流花 样 . 为 对 Benard 问题 进行 定量 分 析 ， Lorenz X 
用 一 简化 模型 ， 如 图 10.5 所 示 ， 下 层 为 工 十 AT ,上层 温 度 为 了 ,在 由 热传导 向 对 流 过 波 


Piw 
| «1 po RR. 

10 73 hid ， 功率 谱 

, 19-5 | "mn i n b] p I 

/ IHA grt f | shi aduh MN 
[MA oH 4 16 7i 
T ^ 10 73 RR. 
T+AT Fd i 1075 A, 
(a) (b) 


n 0.1 w(Hz} 
图 10.5 Benard KẸ 图 10.6 R< R. 5 R> Rc SE fx x 


附近 ， 图 示 的 滚动 形 对 流 是 主要 的 对 流 模式 . 仅仅 保留 这 种 对 流 模式 ， 而 略 去 其 他 空间 
分 布 花 样 的 对 流 模 式 ， 便 得 出 Benard 问题 简化 后 的 Lorenz 方程 


X-—-c6X-toY 
Y-rX-Y-XZ (10.2.10) 


Z-XY 一 5 


式 中 ， 半 正比 于 环流 的 流速 ，Y 正比 于 上 升 流 体 元 与 下 降 流体 元 的 温度 差 而 2 正比 


于 垂直 温度 分 布 与 平均 温度 分 布 Tm 的 偏离 . Tm 为 
T, =T +fr3, 有 = 全 (10.2.11) 


UB. h ARRELEKER, r 为 中 间 某 一 层 至 上 层 的 距离 . 参数 og = v/K 为 Prandtl 
数 ， 即 粘性 系数 与 热 导 系数 之 比 ， b=41+a?) ^, R= (gal? / Ky)AT 为 Rayleigh 数 ， 
hja 为 滚动 元 的 长 度 ， Re = mta 2?(1 十 a2)3 r= R/R.. 图 10.6 给 出 Benard 的 功率 谱 
P(w) 随 w 的 变化 曲线 ， 其 函数 为 


T 
P(w) = |X(9)P^, X(w)= Jim. | dt X (t)e™t (10.2.12) 
全 人 Ü 


由 图 看 出 ， 当 R/R。 < 1, 功率 谱 是 线 谱 ; 当 了 = R/R。 >1 时， 就 变 为 连续 谱 了 Da. 
4A 周期 撞击 转子 


表现 出 混沌 行为 的 又 一 经 典 力 学 体系 ， 即 图 10.7 所 示 的 周期 撞击 转子 ， 其 运动 方程 
为 


B+Ip=F= Kf(y) Y S(t- nT) (10.2.13) 


n=0 
式 中 ， 工 为 阻尼 系数 ， 工 为 相 邻 两 次 擅 击 间 的 周期 . FRE =y, y = ,z= 方程 
(10.2.13) 可 写 为 一 阶 非 线性 自治 微分 方程 组 
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iy 


y= -Ty + Kf(z) 》 6(z — nT) (10.2.14) 
n=0 


z=1 
EHR D R Rol E BL nT — 6 « t « (n-- 1)T —e, € 0, W (10.2.14) 式 的 解 可 写 为 


y(t) = yne Tu-7"D 4 K $^ f(z,,) fér dt'e * -De(t! — mT) 
m-0 


(10.2.15) 
二 yne TnT) + K f (z,,)eT 7-9 
4 y(t) = yne T7 D, ggg 
Ynti = [yn + Kf (z«)]e 17 (10.2.16) 
将 (10.2.15) RARA (10.2.14) 式 中 第 一 方程 ， 同 样 可 得 
1—e I7 
Tntl = Zn + [ys + K f (zà)] (10.2.17) 


T 
f& (10.2.16),(10.2.17) 式 已 包含 了 许多 我 们 感 兴趣 的 映 象 . Hi, 4T >œ, K/T 3 

1, f(z4) = (r — 1)z, — r22,(10.2.47) 式 给 出 
Tntl = rzn(l — £n) (10.2.18) 


此 即 下 面 将 详细 讨论 的 一 维 二 次 迭代 上 映 象 . 一 维 二 次 迭代 映 象 也 称 为 逻辑 上 映 象 . 
又 例如 ， 将 (10.2.16) RARA (10.2.17) 式 ， 得 


eT — 1 
n41 = Zn 十 p Yr (10.2.19) 
即 Ynti = (441 — nl /(e! 7 — 1) (10.2.20) 


.将 (10.2.20) RRE (10.247) 式 ， 并 选择 f (m) 使 得 


1—e77 [(z — z, 4)P 
Zn+l = Zn 十 P |t t Kf(zn) 
1 at? boa), (10.2.21) 
b = —e IT 
式 中 ， ab 为 常数 . 该 式 可 写成 Henon RA : 
En41 = 1 — a22 + Yn, Un41 = bz, (10.2.22) 


Henon E $ Xj - I$. 

土 面 举 的 一 些 混 沌 的 例子 ,主要 是 直观 判定 一 个 方程 的 解 是 规则 的 还 是 混沌 的 ， 是 
不 准确 的 . 作为 定量 的 准确 判定 ， 最 常用 方法 之 一 当 推 Liapunov 指数 法 . 这 个 方法 是 将 
混沌 行为 的 标志 “方程 的 解 很 灵敏 地 依赖 于 初 值 ”具体 化 . 现 以 一 维 映 象 为 例 来 说 其 这 
个 判定 方法 .参照 (10.2.18) A, ERRE- RERA - 


Zn+l = f(z«) (10.2.23) 
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设 初 值 为 zo, 按 上 式 使 可 得 出 各 次 迭代 值 


zı = f(x0) = fO (ag) 
z2 = f(xi) = f(f(zo)) = JP (ao) 


En = ff f(r0):…) = f? (20) 
当初 值 zo 变 为 zo 十 ,各 次 迭代 值 也 发 生 相 应 变化 : 


(10.2.24) 


图 10.7 周期 简 击 转子 


df (WV (zo) 


NET 
du € = f'(zo)e 


dB zs) — ar aro 
927 7749 E da, df 


rite=f( (zo0+e) ax 


za 十 ca = f (z0 + c), e = f(mi)f'(zo)e ^ (10.2.25) 


ao o9 bob n o ot m m 


Ta 十 En = f (zo + €), En X f (zn_1)  f'(zo)e 
Liapunov 指数 入 的 定义 为 


了 一 卫 
入 = lim mlen/e) E TP» f) (10.2.26) 
JRBI 24 n 很 大 时 ， 有 

. MP e^ (10. 2.57) 
. 当 入 < 0 时 ， BE XR (UU n HK, HERS EnjE & « 1, 中 数值 Vu S T ín “U im 依 DEI Ld 
s s HADO, enfe 之 Hin MANARAK, WE ss GM PADAN, 前 一 种 
(4 < 0) 可 看 作 规 则 解 的 判 据 ; Ma- iO > 0) EE E InmT a. HUTH ETF 
面 的 讨论 中 给 出 . 


10.2.2 ”一 维 二 次 选 代 映 象 e 08] 
从 上 面 举 的 一 些 例子 ， 我 们 已 经 看 到 动力 学 方程 的 解 在 有 些 情况 下 是 有 规 的 ( 见 图 
10.4(c)), 而 在 另 一 些 情况 下 则 是 混沌 的 ( 见 图 10.4(d)). 区 别 仅 在 子 前 者 4 < An 而 后 者 
A = Aec. 同样 图 10.6 的 有 规 与 iR, 区 别 也 是 R « Re 与 R 2 Re. 到 此 ， v fa 感 提 JE Hi 来 
了 ， 努 由 有 规 向 混沌 过 渡 ， 究 党 遵循 那些 规律 ， 或 是 说 通过 什么 样 的 途径 达到 混沌 的 . 
WrOL fS EAE EGER. USING V RE. PERRO, 6467 RURSUT RE CIUS EUE 
到 混沌 等 . iX — 5 HO xL HE — cR SOS 8 HIA EE CU CALO PLE. 
参照 (10.2.18) R, -- HE — OR PORC IR E AUS 

En41 TZ4(l-— Ta) (10.2.28) 
图 10.23(a) 给 出 以 7 为 参量 按 (10.2.28) RE RAR (n > 300) PIRE. 0 00 1 BE. 多 次 
迭代 后 收 合 于 一 点 ， 这 个 点 称 为 近代 方程 的 不 动 点 . 选 代 方程 的 一 般 形 式 为 

Enyi = f(r,) (10.2.29) 

若 z 经 过 迁 代 后 仍 不 变 ， 即 | 
z= f(x) (10.2.30) 
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则 z 称 为 选 代 方 程 的 不 动 点 . 在 不 动 点 z 的 邻近 点 T = rte 经 选 代 后 为 
f(x) = f(z- e) e Hz)+eFz) (10.2.31) 


Di If(z') — f(x)) = lelf'(z)i = UP'Gllz' x| (10.2.32) 
当 满 足 |1(z)| < 工时 ，z 为 稳定 的 不 动 点 ， 相 距 为 |e| 的 两 近邻 点 与 v, 经 迭代 后 距离 
ET ( 见 式 (10.2.32)). 同样 当 [f'(z)] > 1 时 ，z 为 不 稳定 的 不 动 点 ， 两 个 近邻 点 m! 与 
z 经 迭代 后 距离 更 远 了 . |F (x)= 1 为 临界 的 不 动 点 . 将 不 稳定 条 件 (10.2.32) 式 应 用 于 
迭代 方程 (10.2.28), 得 出 迭代 方程 的 不 动 点 z=0, z= 二 1 一 1/7, 又 因 f'(x) 2 r(1-22), & 
7 <1 时 , 不 动 点 z= 0 为 稳定 的 . 当 1<r<3 时 ，|fr(z)|s-1_yr|= 迪 一 ?| < 1, RI 
+ 二 1 一 1/7 也 是 稳定 的 . 归结 起 来 ， 当 7 < 1 时 , 经 (10.2.28) REKER, ny 收敛 于 
不 动 点 xf 二 0; 当 1<r<3 时 ， £UGEDUSTESCEA SIR =l- ifr. = r 超过 3, 情况 
又 会 怎样 呢 ? 例如 ， 取 了 = 3.04, 经 过 多 次 迭代 后 ， 我 们 发 现 数列 (24) 并 不 趋 近 于 某 一 
不 动 点 ， 而 是 在 两 个 点 同 振 葛 着 : {0.7306，0.5984，0.7306，0.5984，. .小 这 就 是 通常 说 
的 倍 和 周期 点 ， 它 是 多 次 选 代 后 的 结果 ， 与 初 值 zo 无 关 . 而 前 面 所 说 的 不 动 点 也 可 理解 为 
一 周期 点 . 参照 不 动 点 定义 (10.2.30) 式 ， 并 设 zi = 0.7306，zs = 0.5984, 则 有 


23 = f(z1) = f(f(22)) = f"(z2) (10.2.33) 
zı = f(r2) = f(f(21)) = f°(z1) (10.2.34) 
f? (a) = rirz(1— x)|[t — rzf1 一 2)] (10.2.35) 


(10.2.34) 式 形 式 上 与 (10.2.30) 式 很 相似 ， 区 别 只 在 于 它 是 倍 周 期 即 (2) 的 不 动 点 ， 而 
不 是 一 周期 即 f(z) 的 不 动 点 . f(z) 的 一 个 不 动 点 分 岔 为 两 个 PA (m) 的 不 动 点 rt，za, 这 
AREE RE. ir 继续 增 大 至 r > mm = 工 + V6 时 ， 类 似 的 分 岔 又 发 生 了 ， 嗓 22 分 
A. RIAH? 个 增 至 22 = 4 个 ， 不 动 点 函数 为 


z= PIPESE (10.2.36) 
通过 数值 迭代 与 理论 分 析 ， Feigenbaum 已 得 出 如 下 的 普 适 结果 02719) | | 
= lim [rn — ra-1)/(ruga — rn)] = 4.6692016091 - - - (10.2.37) 


数列 (rn) 较 快 地 收敛 于 : 
Too = 3.5699456... | (10.2.38) 


相应 的 Liapunov 指数 由 图 10.23(a) 下 面 的 图 示 出 ， 当 r < ro 除 分 盆 点 rn 处 ， 入 =0 
外 ， 均 为 入 < 0, 迭代 解 为 规则 的 ; 但 当 7 > roo 后 ， 较 大 部 分 已 进入 入 > 0 的 混沌 区 . 在 
r < roo 的 信和 周期 分 分 区 还 有 图 10.8 BER LER SEE m = 1/2 的 信和 半期 距离 心 满足 普 适 关 
系 : . 

hm dn. = -= —2.5028078750 --- (10.2.39) 


n-—1 


参见 图 10.8,d = f(H, 1/2) — 1/2, dz = f?(Rz, 1/2) — 1/2, 一 般 的 为 


d, = f?" (R,,1/2) — 1/2 (10.2.40) 
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rl R, re Ks rs R3 F 


图 10.8 最 靠近 z= 二 1/2 的 不 动 点 的 距离 dn 
(参照 Feigenbaum[15]) 


图 10.9 (a),(b) 为 + = Ri, f, f? 的 选 代 图 ; 
(co),(d) X r = Ra, f?, f* 的 选 代 图 ; 
(e) 为 (a) (c) 中 方 框 经 放大 反 演 后 的 埃 填 
(参照 Feigenbaum [15]) 


选择 参数 "= RS, 661/22 £7 (5,,1/2), 由 图 10.8 也 能 看 出 这 一 点 . 为 什么 要 选 
择 = = 1/2, 而 通过 (10.2.40) 定义 的 dn 又 能 满足 普 适 关系 (10.2.39) W ? 由 10.9 Æ H, 
z 一 1/2 恰 是 (a) (d) 的 极 大 点 和 (b),(c) 的 极 小 点 .参照 (10.2.25) 式 ， 以 只 = 工 为 傅 ， 
Ti, 22 为 两 个 不 动 点 ， Bn 


f” (Raa) = f^ (Ri, 22) = f’ (Ri, z1) f' (Ri, £2) = 0 (10.2.41) 


这 是 因为 两 个 不 动 点 mi, zz BUE — 1 1/2, f! 取 极 值 同样 可 证 S (BRnz) 在 它 的 2" 
个 不 动 点 zj 处 的 导数 也 为 0. 非常 有 意义 的 是 , 在 图 (a) (0) 方 框 内 的 迭代 曲线 很 相似 ， 
经 过 放大 与 中 心 反 演 后 几乎 可 以 重 登 在 一 起 . 这 就 是 图 (e) MERINA ARNEE 


- 341- 


况 ， 其 中 实 线 取 自 图 (a), 虚线 取 自 图 (0). 如 将 坐标 平移 一 下 使得" 1/2 8 m — 0, 
则 (2), (c) 方 框 中 两 条 曲线 的 自 相似 又 可 天 示 为 


F(P4, 2) ~ ~a f? (Rz, -z/o) = -a f (Ra, FERa ,一 z/an) (10.2.42) 


式 中 ，@ XEKE jd /da|, 负 号 < 一” 表示 中 心 反 演 . 在 坐标 平移 前 的 f(z) = r2 (1-2), 
在 坐标 平移 后 的 f(z) 2r($- 3 (52) = r($ ~ 2. 图 10.8,10.9 $ fi AP pr SE X AT RI pR X 
计算 的 . 而 (10.242) SUM E Bc AERE EE I MO RICH ICH. 很 明显 由 (10.2.42) 式 表现 的 图 
形 的 自 相似 特点 并 不 限于 二 次 函数 f(z) = rz(1 一 z) RR, RER f(x) 有 极 值 zm, 而 且 
在 极 值 zm 附近 有 凸 消 数 特点 下 (zn) = 0，f7(zm) 天 0. 坐标 平移 即 z - zm >r 平移 变 
H MUT Emo 变换 .中 心 反 演 与 上 面 (10.2.42) 式 同 ， 由 (10.2.42) 式 表示 
的 变换，_ 般 称 之 为 们 周期 变换 ， 并 用 开 算 子玉 表示 ， (10.2.42) RENTE Y 


T (Ri, £) = 一 af2(Rz, c/o) (10.2.43) 
T^f(Ri,z)- (~o) f‘ (Ra, vf (72)*) | (10.2.44) 

其 极限 函数 为 MEME : | 
. gi) = lim (-o)" F” (Rapis 2/(-0)°) (10.2.45) 


它 对 于 所 有 具有 二 次 极 信 的 说 数 是 普 适 的 。 Feigenbaum 又 定义 包括 gle) 在 内 的 函数 
类 | 


gr(7) = lim (—a)" f” (Rs £/(~a)") (10.2.46) 
易 证 gr(2) 满足 . . 

g,—1(z) = (-e)aslg-(72/o)] = Tg.(2) (10.2.47) 
这 是 因为 (10.2.46) 式 可 简写 为 | 


"OR lim n (-0)" f$ Ee (z/(—a)") (10.2.48) 
wa) = ia Ra 
n- jii i zx 
= lim (-a)(-a) f£, ,.. (ice) 
一 im a (= o)(-e)" fg... Legs Car fie. -icl j 
= -aglo (-nfa)] B | (102.49) 


这 就 证 明了 (10.2.47) 式 . 现 将 (10.2.47) RIF r> oo 求 极限 ， 又 设 极 限 存在 


g(z)- hm gr(z) ` (10.2.50) 
于 是 由 (10.2.47) 式 得 m 2l | 
g(z) = Tg(z) = —eglg( -z/o); . . (10.2.51) 
(10.2.51) 式 表明 g(z) 即 售 周期 算 子 了 的 不 动 点 ， 
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由 (10.2.51) 式 看 出 ,车 g(z) 是 该 式 的 解 ， 则 jg(z/p) 也 是 该 式 的 解 . 故 可 选择 六 使 
得 解 满足 边界 条 件 g(0) — 1. 在 (10.2.51) APS z= 0, 并 应 用 边界 条 件 g(0) = 1, 便 得 普 
适 常数 a 为 

œ= —1/g(1) (10.2.52) 


A a= o E f"(R.z) 的 极 值 点 ， 故 有 S7 (Ra, 0) = 0, 亦 即 g'(0) = 0. 满足 (10.2.51) 
式 的 解 可 写 为 
g(z) = 1 + Ax? + Br” + Cz +.. (10.2.53) 


取 不 同 的 z 值 ， 便 有 不 同 的 解 ， z = 2, 其 解 称 为 二 次 型 极 大 的 正常 解 ._ Feigenbaum 用 
数值 计算 办 法 给 出 的 正常 解 为 


— u 2 4 6L.. 
g(z) = 1- 1.527632? 十 0.104815z4 十 0.0267057z (10.2.54) 
a = —1/g(1) = 2.502807876 
这 里 求 得 的 a BI (10.2.39) 式 给 出 的 a. 
”车 取 glr) 的 二 次 近似 式 : 
glz) 1 4- bz? (10.2.55) 
代入 (10.2.51) 式 并 略 去 高 于 或 等 于 ci 的 项 ， 便 有 
2b? 
1 + br? ~ —a(1 + b)— (=) z? (10.2.56) 
可 解 出 ' 
= (—2 — V12)/4 ~= —1.366, œ= —2b = 2.73 (10.2.57) 


与 准确 解 (10.2.54) 比较 ， 误 差 在 10%. — 
10.2.8 ”二 分 岔 理论 的 抛物 线 近 似 (19 


Feigenbaum 引进 的 函数 gr(z) 及 其 极限 g(z) 虽 能 给 出 常数 a 的 计算 ， 但 还 有 常数 
To 与 6. 考虑 到 二 分 盆 向 混沌 过 渡 是 很 重要 的 向 混沌 过 渡 道 路 ， 若 能 对 其 解析 性 质 及 普 
适 性 有 进一步 的 了 解 ， 对 应 用 混沌 理论 于 具体 物理 问题 将 是 有 益 的 .这 小 节 我 们 将 提出 
二 分 贫 理 论 的 抛物 线 近似 ， 可 以 清楚 地 看 出 由 不 稳 导 致 分 盆 ， 分 岔 能 够 致 稳 ， 分 贫 的 极 
限 便 是 沪 光 等 一 些 特点 ， 而 且 提供 了 一 个 精确 度 很 高 计算 ree 的 办 法 ， 

为 讨论 方便 起 见 ， 我 们 将 (10.2.28) 式 作 变 换 zn > E + , 于 是 有 


[>] 


r 


Eny = 7T 5 - z? —p-z? (10.2.58) 

得 óz,, = —2z4-1024.4 一 (7224.1) ttt (一 2zo)6zo (10.2.59) 

s IE = leni zo> L 选 代 是 不 稳定 的 ， 当 152e| = eniro] < 1 时 是 稳定 
的 ， 根据 这 点 可 解 出 各 次 分 贫 点 如 下 ， 

To = p — z2 (10.2.60) 


-1+ yI Fip 
zt = 一 (10.2.61) 


| 343 - 


3 —025 < p < 0.75, [2:5 | = | -1— VI Fip > 1 IRSE RS, [ef] — |] - 129-1 4p] « 1 
是 稳定 的 . 但 当 p > 0.75 Bf, e| > 1 也 是 不 稳定 的 . 于 是 可 考虑 在 P> 0.75 的 二 次 选 
代 方 程 


zı =p- r3 =p- (p-r) (10.2.62) 
Bp (ri-z:—-p)(zi-z:—-p41)-0 
由 于 一 zi 一 D+1I=0 给 出 
1 二 v 古 二 5 
zt = —— ， pBef2sp|4[|i-p| x1 (10.2.63) 


当 0.75<p<1.25 是 稳定 的 ， 但 当 p > 125 时 又 是 不 稳定 的 了 ， 又 要 进一步 分 岔 . 若 称 
7 二 一 0.25 EF KIA. Mj p = 0.75, 1.25 分 别 是 迭代 的 第 1 、 第 2 次 分 人 点 ， 如 图 10.13 
所 示 . 在 第 1 次 分 盆 点 p= 0.75, 由 2zt+ = 1 过 滤 到 2zi = 2zj te, (22 +e) — €)| 
=|1 一 se2| < 1 系统 变 为 稳定 的 . 但 当 p 继续 增 大 , 以 至 p> 125, 22122; — 4(1-p) < 一 1 
系统 又 变 为 不 稳定 的 ， 又 需要 进一步 分 僵 ， 亦 即 第 2 次 分 贫 使 系统 变 为 稳定 的 . 这 时 > 
5 p 的 关系 较为 复杂 ( 见 图 10.10), 但 可 用 抛物 线 来 近似 , 在 0.75 < p « 1.25 间 为 准确 抛 
WE, f =0.5+ yp 0.75; 4 p= 1.25, zr = 0.5 + J/05-—z,, £] —0.5-— V0.5 = zy; 
= p > 1.25 时 ， 可 用 下 式 近 似 : 


Za +ay Ap + AAp, Ta — ay Ôp + AAp 


(10.2.64 
z, + by Ap + BAp, za — by Ap + BAp ) 


ata Nb +AAp 


Xaar Ap AAP 
x toV Ap +BAp 


L 0 
一 2 NEN! L l LL 
06.0 0.5 1.0 1.5 2.0 p 
图 10.0 38 — zc E f M Eo W 10.1] 在 Zz 二 1/2 附近 的 分 盆 点 Api 
(29$. XE AC [16]) (W [16]) 


将 (10.2.64) 式 代入 (10.2.58) 式 ， 并 参照 图 10.10 所 示 的 选 代 (1), WE 


zy — b Ap + BAp = po + Ap — (£a + a / Ap AApy 
~ po + Ap — z2 — a? Ap — 219a / Ap — 2x, AAp 
B] —b = —2z,a, 2ra + B= 1— a? (10.2.65) 
同样 由 迭代 (2) 得 
—a = 2r,b, 2zB+A=1-b (10.2.66) 
又 设 这 两 个 抛物 钱 中 ， 有 一 个 为 准确 抛物 线 Da, 例如 B = 0, 则 由 (10.2.65),(10.2.66) 3, 
并 注意 到 27a2z5 = —1, 可 得 
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p= 2X. 加 1 
a/1 — 22a + (22a)?  J1-2z,- (22)? 
` 1 


a= 


V/1- 2ra + (224)? 


(10.2.67) 


重要 的 是 解 (10.2.67) 推广 到 n 次 二 分 岔 情形 ， 例 如 第 3 次 二 分 贫 ， 类 似 于 方程 


(10.2.65),(10.2.66) 可 写 为 


2x.4+B=1— a, (2z,)(2z5)(2z.)(2z4) = 一 1 


2z4B +C —1- 0? 
2z.0 +D —1- c 
2r4D + A -1- d? 


1-ad 1 0 0 2x, 
1-9? 2x, 1 0 0 
A = x 
1-c 0 2x, 1 0 
1- 0 0 2ra 0 
1 
= iz — a? - 2z4,(1 — d?)) - zall - c? 


= dp e220 - Qro?) — zall - è ~ 22. — Qus?) 


1 
一 as, P2) — zaF (c, ze) 


1 0 0 
2z, 1 0 
0 2x. 1 

0 0 2ra 
- 2z,(1 — b?) 


(10.2.68) 


同样 可 解 得 B, C, D 55. 按 文献 [13] 的 分 析 ,， 在 a, b, c, d 中 有 一 为 准确 抛物 线 (在 
Ap — 0 附近 ). a 为 准确 抛物 线 ， 于 是 有 4 = 0, 且 |zo| < Joa], 则 (10.2.68) A KERR 


献 来 自 第 一 项 ， A = 0 相当 于 要 求 


1 — a? + 2z4,(1 一 (2zua)2) ~ 
1 


a = 


1 ~— 2ra + (2:4)? 


根据 (10.2.69) 式 ， 可 计算 Feigenbaum 数 ræ. 
将 上 面 抛物 线 近似 解 写成 更 一 般 形 式 ， 便 是 


zi = tot aiy Ap + AiAp 


Tio ( toj T 


— 
N 
R 
li 
Mem 
B8 
e 
A7 
Li 
& 
D 


VAp , Ai 
P. 2 ap) 
i0 


Ti 


(10.2.69) 


(10.2.70) 


(10.2.71) 
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Í (2A; a 
ix 与) Ap -1 全 是 发 生 下 一 次 分 全 的 不 稳 点 ， 于 是 有 


Ap = —— (10.2.72) 


i=0 
对 (10.2.72) 式 作出 贡献 的 是 那些 zio 为 最 小 的 项 ， 特 别 是 A =0 的 纯 抛 物 线 项 ， 故 有 


2 
22770 = (229)? [1 
ü 2 


Ap; > 2zjo + (2259)?] (10.2.73) 


(10.2.73) 式 可 用 来 计算 Feigenbaum 3t ro 因为 根据 这 公式 可 以 将 分 岔 点 一 点 点 地 计算 
出 来 ( 见 图 10.11), 即 


zj410 = jo — Sgn(250)0j Âp; = 5o — sgn(z;o) V2z;o 


Tj+1,0 — V - l= 1 (10.2.74) 
Tjo 14 V2 
由 (10.2.73),(10.2.74) 式 得 
vs Qzio)? 2 
Pos = Po + 2 Ap; — po 十 5 —3 —(l — 225,9 + (22,0)") 
(220,0)? (2zo0)? (220,9)^ | | 
n0) ， Zoo) d 10.2.75 
一 mo ats - 5/3—6 12/2 — 16 (10.2.75) 
取 po = 0.75, 则 220,0 一 1, 代入 (10.2.75) 式 得 
1 1 1 1 
075+ 二 | 一 一 一 一 一 十 一 二 一 | =1.4019 10.2.76 
P *3 las 5-4 usw ( ) 
车 取 po = 1.25, 则 2zo.o = 1 一 V2, 得 
-3/9 5V3-7 1- 123] 
- 1. — 1.40185 10.2.77 
Pos = lg JE 6 12/2 16] ) 


2 co 3. 3099406 3.5699456 
而 poo 的 准确 值 为 ze。 = "e - T- = 一 一 一 一 一 一 c 1.401155. 两 个 近似 值 


1.4019, 1.40185 与 准确 值 1. 401155 相 "— 误差 只 | Æ 5/10000. 
由 图 10.11 还 能 看 出 


dj-zi-z;, £f —zjocajvV Aj (10.2.78) 
Ap; Biz; =0 确定 ， 故 有 
dj = 2ajy/ Apj = —27j,0 (10.2.79) 
as Di -1+VI=2414 (10.2.80) 
dj Tj41,0 


与 o 的 准确 值 2.5029078750 HE, W X 3.6%. 
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参照 5 的 定义 (10.2.37) 3X R Ap; 的 定义 (10.2.73) 式 便 得 


$— lim AP ~ (==) = (1 + V2) = 5.827 (10.2.81) 
了 一 Oo Api+i Tj1,0 
这 与 5 的 数值 计算 得 出 的 准确 值 4.6692 相 比 ， 误 差 已 达 2096, 精度 较 差 . 
十 分 有 意义 是 ， 将 (10.2.70) 式 写 成 


Azri = X — Tio 一 AiAp + Qiy Ap 


这 已 经 就 是 描述 Brownian 运动 的 Ito 随机 微分 方程 了 ， 4; 是 驱动 矢量 , 而 Bij — aa > 
是 扩散 和 矩阵， 参见 (10.2.65),(10.2.70) 式 . 

还 应 注意 到 图 10.23(aj,rc <><4 的 “混沌 区 ?， 并 非 真 正 的 一 片 混沌 ， 而 是 有 许多 
周期 分 贫 窗 ， 其 中 有 一 个 大 的 周期 窗 ， 还 有 许多 小 的 周期 窗 . 结构 是 极为 复杂 的 . 


10.2.4 BEAR 


在 讨论 阵 发 混沌 以 前 ， 需 先 研 究 一 下 分 贫 类 型 . 前 面 讨论 的 倍 周 期 分 贫 ， 又 称 叉 型 
A, imf 10.12 (a) Brzs. 当 参 量 7 连续 增 大 时 ， 在 分 岔 点 的 左 邻 一 个 稳定 的 不 动 点 失 
稳 ， 在 分 岔 点 右 邻 产生 两 个 稳定 的 倍 周 期 点 ， 即 图 中 实 线 所 示 . 而 虚线 则 表示 不 稳定 的 . 
不 动 点 轨迹 . 除了 这 种 分 岔 外 ， 还 有 图 (b) 所 示 的 切 分 岔 . 在 x 的 右 侧 有 两 个 不 动 点 ， 
其 中 一 个 是 稳定 的 ( 实 线 ); 另 一 个 是 不 稳定 的 (虚线 ). 图 (c) 为 Hopf 分 贫 ， 是 从 一 个 稳定 
的 不 动 点 过 小 到 极限 环 ， 


(c) 


(a) 
图 10.12 (a) RÆSA; (b) 切 分 盆 ; (c) Hopf 44 & 


阵 发 混沌 是 通 向 混沌 的 重要 道路 之 一 ， 由 Pomeau,Manneville 先后 提出 Uo 191. 他 们 
用 数值 方法 求解 了 Lorenz 方程 (10.2.10). 并 研究 其 中 了 分量 随 时 间 上 的 变化 ， 结 果 如 图 
10.13 Biz. Zr < re 工人 是 随时 间 tt 的 周期 振荡 ; 当 7 > re 时 ， 周 期 振荡 被 一 些 偶发 
的 混沌 脉冲 所 中 断 ; 当 7 继续 增 大 ， 这 种 偶发 混沌 脉冲 愈 来 愈 频 繁 ， PEE E BE 2 
期 振荡 区 . 为 解释 这 种 现象 ， 可 用 解 的 轨迹 (X6), Y (0, ZO) SEDE X - 0 i Y) 
的 值 Yn, Yni f£ Poincare 图 10.14.n 表示 穿 过 的 次 数 ，re = 166,7 稍 超过 ro, 属 I 型 切 分 
1h. 为 对 Poincare 图 10.14, 作出 解释 ， 可 参看 图 10.15. 4r < yc( 见 图 10.15 (a), 有 一 个 
稳定 的 不 动 点 ， 对 应 于 (10.2.10) 第 一 方程 的 稳 态 解 ; 另 一 不 动 点 是 不 稳定 的 . 当 r > re 
如 图 (c), 没有 稳定 的 不 动 点 ， 和 迭代 后 Ys 的 变化 剧烈 ， 不 趋向 于 定 值 . 但 当 轨 迹 接 近 于 原 
来 的 不 动 点 时 ，Y 的 变化 明显 减 慢 . 当 7 愈 接近 于 rc, 形成 的 通道 愈 狭 窗 ， 轨 迹 进入 通 
道 ， 并 由 通道 逃逸 出 去 ， 就 需要 更 多 次 迭代 . 当 r = re 相声 ， 有 一 个 不 动 点 如 图 (b), 这 
可 看 成 图 (a) 两 个 不 动 点 的 重合 ， 这 两 个 不 动 点 的 下 侧 是 稳定 的 ， 而 上 侧 是 不 稳定 的 . 
与 图 10.12 (b) 的 切 分 岔 比较 ,我 们 称 图 10.15 (b) B9 22x 25 S D AE. 按 逆 切 分 贫 趋 向 混 
沌 为 上 1 型 阵 发 混沌 ， 图 10.14 与 图 10.15 (c) 表明 ， Lorenz 方程 Poincare Bh S dé p 工 型 
阵 发 方式 趋向 混沌 的 . 除了 工 型 阵 发 混沌 外 ， 还 有 IIHI 型 阵 发 混沌 工 型 阵 发 混沌 的 里 
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象 ， 当 参量 由 e c0 HE Eco 0 时, 本 征 值 在 z= 1 处 穿 过 单位 贸 而 获得 不 称 ， 本 型 阵 发 
I MO XE [EBD SR IESRCRS AIR. II 型 阵 发 混沌 在 z = —1 穿 过 单位 圆 获 得 不 稳 . 


actae o PRA < 

posti booten 
n Eo UDINE ro ^ re 

APA IA ht | 


10.13 Lorenz Jj E y(t) 随 时 间 变 化 


图 10.14 y(t) 的 Poincare 映 象 
(参照 Pomean and Manneville [18]) (参照 H8) 


(b) (c) 


图 10.15 EA PECIA 0 


10.2.5 二 维 映 象 与 奇异 吸引 子 


至 此 , 我 们 主要 讨论 了 一 维 迭 代 有 上映 象 . 将 这 一 讨论 推广 到 二 维 ， Henon 二 维和 迭代 映 
象 便 是 很 有 代表 意义 的 例子 Po, Heno 二 维 迭 代 映 象 方程 为 


ZnH = Yn — Afp Ynti = brn (10.2.82) 


与 一 维 二 次 迭代 相似 ， Henon DERRER EAA EEA, Ep T — A i E y 
2^ 分 岔 的 过 程 . 当 (10.2.82) 式 中 的 5 取 为 0.3, 则 发 生 们 周期 分 岔 处 的 4= An 见 表 10.1. 
有 意义 的 是 ， 由 这 些 AL 算出 的 ôn, 也 同样 以 Feigenbaum 数 5 — 4.6692. -- 为 极 值 . 这 再 
一 次 表明 6 的 普 适 性 ， 

由 初 值 (zo， 加 ) 出 发 ， 按 方程 (10.2.82) 进行 和 迭代， 可 得 出 数列 (En, va), (En; Yn) 或 
趋向 无 限 大 ， 或 收敛 于 一 个 集合 若 为 后 者 ， 则 集合 称 为 吸引 子 . 而 那些 收敛 于 吸引 子 
的 初 值 (x0，yo) 集合 称 之 为 吸引 子 盆 . 

在 一 维和 迭代 上 映 象 中 ， 那 些 n- 循环 的 不 动 点 zi = Je a) 均 可 看 成 吸引 子 . 至 于 多 维 
和 迭代 映 象 的 描述 ， 则 还 需 增 加 新 的 概念 ， 奇 异 吸 引子 便 是 其 中 之 一 . 现 考虑 N 维 相 空间 
的 自治 动力 学 微分 方程 所 描述 的 质点 的 运动 


Vj 一 Fi(yn 2 9N), 了 二 12……， N (10.2.83) 


又 设想 在 NN 维 相 空间 中 取 一 封闭 的 曲面 5. 于 是 由 S 所 包含 的 体积 了 随时 间 的 演化 为 
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X -f f N 
dst- ñ= | d 10.2.84 
st- n = Da u ( ) 


式 中 ， 也 为 质点 运动 的 速度 矢量 ， 元 为 重 家 10.1 
直 于 而 元 ds 的 法 向 单位 矢量 . 若 <o, 
34 t£ — 00, V — 0, 这样 的 系统 称 为 耗 散 系 
统 ， 这 是 指 由 动力 学 方程 (10.2.83) 式 的 连 
续 映 象 而 言 的 如果 是 分 立 的 映 象 ， 则 相 
应 的 Jacobian 矩阵 行列 式 为 < 1, 也 就 是 — 
耗 散 系统 了 . 

将 (10.2.84) 应 用 于 Lorenz 方程 (10.2.10)， 
便 得 | 
dV 
di 


1.026 


1.051 4.696 


1.056536 4.636 


1.05773083 4.7748 


1.0579808931 


= —(e -- 14- b)V « 0, e»0,5»0 1.05803445215 


(10.2.85) 
故 随时 间 的 增长 ， 体 积 V 将 随 寺 指数 地 收缩 ， 即 


V(t) = V(0)e- toto (10.2.86) 


IJIRA RRR (10.2.82), 24 |b] < 工时 , 也 是 体积 收缩 的 耗 获 体系 , 这 是 因为 其 Jacobian 


和 矩阵 的 绝对 值 为 
zii "Am. 1 Jl = Jbl (10.2.87) 
b 0 


从 这 两 个 耗 散 系 统 的 例子 来 看 ， 著 初 值 (m0, 90) 形成 的 集合 ， 亦 即 吸 引子 盆 充 满 了 
BEV, 则 经 过 无 限 长 时 间 的 演化 后 的 集合 ， 即 吸引 子 的 体积 将 趋 近 于 0, 因为 吸引 盆 的 
极限 为 吸引 子 . 但 吸引 子 究竟 是 什么 呢 ? Lanfordl2al 曾 对 吸引 子 给 出 定义 ， 相 空间 的 一 
ATHE X 若 满足 如 下 条 件 时 ， 出 称 之 为 吸引 子 : (1) 在 分 立 映 象 (例如 (10.2.82) 式 ) 或 
EERS (例如 (10.2.83) R) 情况 下 ， 亦 即 经 过 “ 流 ” 后 ， 吸 引子 大 是 不 变 的 ; (2)X 有 
一 邻 域 ， 经 过 “ 流 ” 后 ， 这 邻 域 将 收缩 到 X; (3)X 的 每 一 部 分 均 不 是 瞬 变 的 ; (4) X 不 可 
能 分 割 为 互 不 交 夺 的 部 分 . 像 上 面 我 们 已 经 提 到 的 那样 ， 我 们 可 以 定义 夸 的 吸引 盆 为 
相 空间 那些 当 上 一 oo 时 趋 近 于 六 的 集合 ， 一 个 吸引 子 可 以 是 一 个 不 动 点 ， 也 可 以 是 一 
个 极限 环 或 N 维 环 面 . 但 也 可 以 是 一 个 混沌 吸引 子 也 称 为 奇 失 吸引 子 ， 它 具有 灵敏 地 
依赖 于 初始 条 件 的 特点 (至 少 有 一 个 Liapunov 指数 为 正 ); 换 名 话说 耗 散 系统 的 相 体 积 收 
缩 也 并 不 意味 着 所 有 的 长 度 均 收缩 ， 现 以 Baker 变换 的 两 维 映 象 为 例 来 分 析 这 个 问题 . 
看 如 下 变换 : 


Tntl = 214, mod 1 (10.2.88) 
n 0 < zn < 1/2 

ynyd 当 OS zn 1 (10.2.89) 
ayn+1/2,， 当 1/2<zn<1 


由 zn 至 tnp 的 变换 表明 先 将 zn 拉 长 一 们 ， 若 224 > 1, 则 取 整 仍 放 在 单位 方 框 内 而 
y 的 变换 ， 若 z < 1/2, 就 是 收缩 ， 若 z > 1/2 则 除了 收缩 外 ， 还 要 加 上 1/2 的 平移 .总 的 


来 说 这 个 变换 的 相 体 积 是 愈 来 愈 减少 . [Hor BAS BRA X 43029 JR SE SE TIR CIE] PR I m 
点 ， 随 着 映 象 次 数 的 增加 ， 两 点 间 沿 z 方向 的 距离 愈 来 您 分 离 . 亦 即 沿 Y 方 向 的 距离 很 
灵敏 地 依赖 于 初 值 . BR y 方向 的 距离 则 明显 地 被 压缩 了 . 应 着 重 指出 , Im 方向 先 拉 长 
一 倍 ， 再 截 成 两 半 , 又 登 在 一 起 , 这 就 是 形成 混沌 吸引 子 的 过 程 . 这 一 过 程 的 最 大 特点 是 
“结构 中 有 结构 ”， Baker 变换 的 混沌 吸引 子 力 是 一 些 水 平 线段 的 无 穷 集 合 , 其 吸引 盆 则 
是 整个 单位 方块 . Baker 变换 沿 z 了 方向 的 Liapunov 18 XX A, = log2, W y X I8] ff] Liapunov 
指数 A, = loga. 当 a = 0.4, 总 的 Liapunov 指数 入 = log2 4 loga = log2a = log 0.8 < 0, 
体积 是 收缩 了 . 04 t oo 时， 体积 将 收缩 到 0. 但 也 不 能 因此 说 混沌 吸引 子 (通常 称 为 
奇异 吸引 子 ), 就 是 一 个 线 或 一 个 点 . 恰恰 相反 ,奇异 吸 引子 具有 非 整 数 维 数 ， 必 须 采 用 
Hausdorff 推广 的 维 数 概念 ， 即 分 维 数 Fractal dimension 来 描述 (2l. 分 数 维 数 可 以 这 样 

定义 ， 设 线段 增加 ! 倍 ， 具 有 万 维 数 物 体 大 小 增加 到 = 1 倍 ， 于 是 DD = : log K/ logl. 将 
这 些 定义 应 用 于 Baker 变换 ， 便 有 


1 
u log 2 log 2. log 2 

Dg = D; + Dy = lg2 + loga =1 -| loga 

除 此 而 外 分 数 维 数 还 有 另 一 种 等 价 的 定义 . 现 考虑 一 单位 立方 体 , 它 包含 了 N(9-e? 

个 边 长 为 e 的 小 立方 体 ; 一 单位 正方 块 ， 它 包含 N(e) = 7? 个 边 长 为 的 小 正方 块 ; 一 
单位 长 的 线段 ， 包 含 了 N(e) = c 长 度 为 。 的 小 线段 . 对 上 述 每 一 种 情形 ， 均 可 按 下 式 


| = 1.75647, 4 a=0.4 


D. = lim log N(e) 

一 全 1 

log - 

€ 

分 别 为 整数 3, 2, 1. 现 将 此 定义 应 用 于 求 Cantor 集 的 维 数 . 参见 图 10.16, 将 线段 (0, 1] 
分 为 三 段 ， 去 掉 中 间 一 段 ( 开 集 ). 对 剩 下 的 两 段 ， 又 分 为 三 段 ， 又 去 掉 中 间 一 段 ( 开 集 ). 
如 此 继续 下 去 ， 便 得 Cantor 集 . 应 用 上 面 方法 ， 先 取 e — 1, 只 需 一 个 线段 就 能 将 Cantor 
AB ad 又 取 e= 1/3, 则 需 两 个 线段 才能 将 Cantor SEE sS, WA N) = 2, 同样 取 


c= (QU NO =P; e c? v cms FER (0290 A 得 Cantor J ERE 


(10.2.90) 


log N 1 
D. — lim lg N() _ jin Es = 0.6309 (10.2.91) 
€—+ log 一 CO 


图 10.16 Cantor 集 


现在 我 们 回 到 由 (10.2.82) 式 所 表示 的 Henon A. el 10.17 (a) Xb = 0.3, A = 1.4, 10* 
次 迭代 后 的 结果 ， 图 中 已 标 出 迭代 次 数 20 ~ 25 i 图 (b) RE E] (a) 中 方块 放大 后 的 
结果 ; 图 (c) 又 是 图 (b) 中 方块 放大 后 的 结果 . 由 (a)~(c) 中 方块 内 的 结构 的 自 相似 性 ， 
就 明显 看 出 前 面 已 提 到 的 “结构 中 有 结构 ”， MTM 又 可 用 上 面 的 方法 求 得 
Henon 映 象 的 维 数 D. = 1.26. 具体 来 说 ， 将 图 10.17 (a) 的 10* 个 迭代 点 用 边 长 为 1 的 正 
方块 去 覆盖 ， 并 数 出 需要 多 少 个 方块 将 这 些 点 覆盖 掉 ， 设 这 数 为 NU), 于 是 再 减 小 1, 求 
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log N(I) 


1—0 log1/l ` 


出 相应 的 方块 数 N(D), 并 求 极限 ， 便 得 维 数 De = lim 


0.4 


Æ 10.17 10* 次 选 代 后 的 Henon R5 F 
(参照 Farmer [30]) 
由 图 10.17(c) 可 看 出 迭代 主要 落 在 6 条 线 上 . (d) 的 高 度 即 迭代 点 落 在 该 线 上 
的 几率 . 6 个 不 同 的 相对 高 度 就 表明 Henon 映 象 是 非 均 匀 的 . 而 这 一 特点 ， 还 不 能 从 
Hausdorff 维 数 定义 中 反映 出 来 . 


CIT LE | 
| 


wl 1 
Ro < Kı < R, < 


图 10.18 通过 Hopf 2r hA AA RU e aR IR 


R, 


10.2.6 由 准 周期 向 混沌 过 渡 (Ruelle - Takens - Newhouse 方案 ) 


流体 力学 中 由 片 流 运动 向 消 流 运动 过 渡 是 早 就 被 人 注意 到 的 混沌 现象 ， 也 与 奇异 吸 
引子 有 关 . 为 了 解 这 一 点 ， 我 们 仍 回 到 图 10.12 (c) 所 示 的 Hopf 4r fb. ix— 4 $5 B — 
不 动 点 过 小 到 一 极限 环 . 现 考察 如 下 的 动力 学 方程 : 
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p (10.2.92) 
dt 
解 为 
Trie-2Lt 


= 一 一 -一 一 一 一 r 二 70， 当 t=0 
r£(1—e-?TO) +T 0 


0(t) wt, 86-0, ^4 t=0 


(10.2.93) 


(a) (b) 


(c) 


图 10.19 (a) Landau 提出 的 通 向 混沌 的 道路 
(b) Ruelle 一 Takens 一 Newhouse 通 向 混沌 道路 


P(w) (cm?s-*Hz !] 


0 0.1 0.2 0.3 
w [Hz] 


图 10.20 Benard 对 流 实验 的 功率 谱 测量 (控制 参量 为 相对 Rayleigh 数 ), R* = R/R 
(a) 具有 频率 w: 及 其 谐 波 的 周期 运动 ; (b) 共有 两 个 不 可 约 频率 wi, w: 的 周期 运动 
(c) 具有 锐 线 谱 的 非 周期 混 范 运动 ; {d) 混沌 的 连续 谱 
(参照 Swinney, Gollul [26]) 
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MD > 0, 轨道 由 "> 0 趋向 不 动 点 r= 0( 见 图 10.18 (a)). 当 < 0, 则 轨道 趋向 极限 
环 ro 二 Vac 一 a( 见 图 10.18 (b)). 由 于 Hopf 分 岔 ， 一 个 频率 为 w 的 振动 便 被 激发 ( 见 图 
10.18(c)).1944 年 Landau 在 此 基础 上 提出 ， 满 流 之 所 以 发 生 乃 是 一 个 、 两 个 … 无 穷 个 
Hopf 分 岔 的 结果 25. 如 图 10.19 (a) 所 示 ， 当 参量 RR 不 断 增加 时 , 一个、 两 个 … 无 穷 个 
据 动 被 激发 ,这 就 是 Landau 通 向 混沌 的 道路 . 从 功率 谱 来 看 ,最 后 便 是 一 个 包含 无 穷 频 
率 的 连续 谱 251. 但 实际 情况 并 非 这 样 . 图 10.20 给 出 Benard 实验 功率 谱 的 测量 PO. 在 出 
现 了 两 个 不 可 约 的 w, wo 振动 ( 见 图 10.20(b)) 之 后 便 出 现 了 连续 谱 ( 见 图 10.20(c), (d)). 
这 就 使 得 Ruelle - Taken - Newhause 提出 了 新 的 向 混沌 过 渡 的 方法 (ALR 10.19 (b))[27l. 
他 们 证 明了 在 经 历 两 次 Hopf 分 贫 ， 产 生 不 可 约 频率 wi. wsa 的 振动 后 ， 规 则 运动 将 是 很 
不 稳定 的 ， 几 平 不 可 避免 的 要 形成 一 奇异 吸引 子 的 混沌 运动 ， 这 就 是 满 流 . 
10.2.7 奇异 吸引 子 图 象 与 分 形 边界 l 

Julia 在 1918 年 研究 了 复 变 量 z 的 有 理 函 数 f(z) 的 迭代 映 象 P. 现 以 下 面 的 二 次 
函数 为 例 : 

Zn41 = f(n) = zl +c i (10.2.94) 

其 形状 与 (10.2.58) 式 相 似 ， 但 由 于 z 是 复 变 量 ， 映 象 显得 很 复杂 . 现 定义 那些 经 多 次 映 
象 被 吸引 到 z* = oo 附近 ， 即 z* = oo 的 吸引 倪 的 边界 为 Julia 集 je: 


J.—z 的 边界 ， lim felz) 一 oo (10.2.95) 


Faa 
Y & D 
X 


图 10.21 两 个 典型 的 Julia 集 (fc(zn) = 22 + 0) 
(参照 Peitew, Richter [28]) 


10.21 (a), (b) 就 是 这 样 两 个 Julia 集 P9'. 图 (a) 的 参数 c= 0.32 十 0.043i, 图 (b) 中 
c = -0.194 + 0.65571. | 

Julia 还 证 明了 一 条 定理 : 只 要 lim. fe(0) A o0, M J 是 连通 的 , 而 lim fe(0) 是 依 
赖 于 参数 c 的 . 1980 B. B. Mandelbrot 又 定义 了 参数 c 中 那些 使 J 连通 的 集 为 M 
集 [29, 30] 即 . 
M = {c|Je 是 连通 的 } = {c| lim fe(0) ^ co} (10.2.96) 


图 10.22 上 为 在 c 复 平面 二 次 函数 迭代 (10.2.108) 式 的 M 集 ， 下 图 为 按 (10.2.58) 式 
zn+i 一 2 十 c 沿 cc 的 实 轴 和 迭代 的 分 岔 结 构 ， 
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图 10.22 (10.2.108) ARAE c 平面 的 M 集 与 
Yr < 的 实 轴 (10.2.58) 式 迭 代 的 二 分 岔 结构 
(参照 [28]) 


10.2.8 一 维和 迭代 的 功率 谱 与 外 界 噪音 的 影响 


(1) 一 维 迭 代 的 功率 谱 P(k) 是 反映 一 维 迭 代 映 象 (10.2.28). 特性 的 一 个 重要 方面 . 
2" f BITE 4G z^ (t) = fh (0),t — 1,，2,:…,2? = T, 的 Fourier 谱 a?(P(k) = Jag?) HFR 
2^—] 


2 
z"(- Y a eol (10.2.97) 
k=0 n 


zr() 为 上 的 周期 函数 ， 包 含 了 频率 o=, k0 n1 WATSE. BAR 


—K, Blinn-n41 BANIRT SEE a E 


2n41? 


Fourier if az 可 通过 (10.2.111) 式 的 反 变换 得 到 ， 即 


k=1, 3, 5.... 


1 /™ 
只 一 一 di exp Cx z"(t) (10.2.98) 


现 证 明 ac! 可 近似 表示 为 ox, 这 是 因为 间隔 [0, Thy1] RERO PAS Ta ACE 


ant 一 "n nt)  (-1)*z"*! (t + Ta)] exp i 
k 0 217, " 2T, 


当天 为 偶数 时 ， 上 式 可 写 为 
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T» dt ] 
art! -f Ll [e"*(t) 十 Zn 人 t 十 Ta) exp 全 
2k 0 2T, ] T, 


T; T . 
E z” 2nkt ^ dt n .2nkt a 
=f T. *!(t) ex »[-8 T 上 f 元 (t) oo |[-i T =ar (10.2.99) 


n n n 


当 上 为 奇数 时 ， 经 过 复杂 计算 最 后 结果 为 BY 


|a3z+i| 0-152] jayera) (10.2.100) 
(2) 现 讨论 外 界 噪音 对 Fourier 谱 az 带 来 的 影响 . 一 维 迭 代 包 含 外 界 噪 音 总 后 可 
为 ^ 
Eny = fran) + En (10.2.101) 
式 中 ， En 为 服从 Gaussian 分 布 的 无 规 变量 
< Enn! >= 075, n (10.2.102) 


°? 为 噪音 的 均 方 值 . 注意 到 当 发 生 一 次 分 贫 ， 新 增加 的 谐 波 分 量 Jarl | 要 比分 岔 前 的 
lakap 小 若干 倍 ， 对 于 一 维 二 次 迭代 情形 ， (10.2.100) 式 给 出 小 0.152 倍 ， 亦 即 高 次 谐 
波 分 量 az 随 ”的 增 大 愈 来 愈 小 ， 而 白 噪 音 的 强度 0? 为 常数 ， 这 就 意味 着 I? Bl ”的 
增 大 最 终 要 被 噪音 掩盖 掉 . 图 10.23 (a), (b) 分 别 是 无 外 界 噪 音 与 外 界 噪 音 一 维 二 次 迭代 
的 数值 计算 结果 BY, 


图 10.23 (a) 无 噪音 时 二 次 迭代 及 Liapunov 指数 A; 
(b) 有 了 噪音 时 二 次 迭代 及 Liapunov 指数 入 
(参照 Crutchfied 等 [32]) 


10.2.9 ”保守 系统 的 无 规 运动 
保守 系统 的 运动 方程 可 通过 哈密 顿 量 H 表示 为 


Hy 
Il 

| 

| 


"i 
按 Liouville 定理 ， 相 点 密度 p 满足 公式 
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dp Bp 9p. op, 
4^5 2. FIO 
9p 9 (3 + lopa) — d; | Opi 
-»*2 (oi) CD) DD E 十 3 
8 0H 8 0H 
-py E -2 5 ) _0 (10.2.103) 
式 中 划 线 部 分 由 流体 力学 的 连续 方程 而 等 于 零 . (10.2.103) 式 表 明 保 守 体 系 的 相 体积 
Y=1/p 在 运动 过 程 中 是 不 变 的 . 保守 体系 也 存在 混沌 的 或 奇异 的 相 空 间 区 域 ， 虽 然 不 
同 于 耗 散 体系 的 吸引 子 ， 也 不 是 相 点 被 吸引 到 上 面 去 ,保守 体系 混沌 区 的 形成 较为 复 
杂 ， 这 里 只 给 一 简要 的 描述 . 


第 一 个 问题 便 是 保守 系统 的 可 积 问题 . 由 互 (人 D) 描述 的 保守 系统 被 称 之 为 可 积 
的 ， 若 能 找到 Hamilton-Jacobi 方程 的 一 个 解 S = Sl, J), 满足 


8s 
H (a 5.) = E(J) (10.2.104) 


广义 动量 与 坐标 了 为 J 与 9 = 25, 则 有 


dj ðH db ƏH | 
=) (10.2.105) 


以 五 = >(p? twa) 为 例 ， 又 设 E(J) = Jw, 则 Hamilton-Jacobi 方程 (10.2.118) 为 


8— 3 = a; /vi — w24? = cos-1 ( z) (10.2.106) 


2J 
2 
q= NEP 
Ww 
p= A = —4/2Jw — wg = —V2Jw sin 


故 质点 的 轨迹 为 相 空间 (p, q) PE BEL. H (102.105) 式 9= | G= utt bo, 随 着 时 


间 的 推移 ， 质 点 在 椭 闹 上 不 停 地 运动 着 . 将 这 个 例子 推广 到 mn=2, 即 两 维 情形 ， 便 有 


Jk Hn 


(10.2.107) 


1 
H-- 2 十 202 10.2.108 
2 P» + wig;) ( ) 


解 为 
2J; 


gi = v. 80i pi = —V2Jiuw, sin 0; 
0; = wit + Oio, i 一 1, 2 
一 维 情 形 的 椭圆 运动 有 一 个 特点 , 即 椭圆 是 封闭 的 曲线 , 质点 由 一 点 出 发 , 经 过 时 间 
T = 2x/w 后 ， 又 回 到 原 处 . 但 在 两 维 情况 下 ， 质 点 在 四 维 相 空间 运动 . 它 有 两 个 周期 ， 


(10.2.109) 
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T = D T) — —. 经 过 全 后 , 质点 在 (m, o ETAN SUMARA, 同样 经 好 后 , 质 


点 在 (pa, 92) va^ AERE. BARREL 元 - LLLI m, n=1, 2, 3,- 
条 件 下 ， 质 点 由 一 点 出 发 经 Ty = m 后 ， 不 论 是 在 (p, m) 平面 内 的 投影 ， 还 是 在 
(pa，ga) 平面 内 的 投影 ， 均 回 到 原 处 ， 并 且 质点 的 轨迹 形成 一 封闭 的 回路 ;否则 的 话 ， 
Z = 无 理 数 ， 质点 由 一 点 出 发 ， 不 论 经 过 多 长 时 间 也 不 能 回 到 原 处 ， 质 点 运动 的 轨迹 
形成 一 开路 . 

第 二 个 问题 ， 便 是 在 可 积 基础 上 微 扰 展开 . 参照 (10.2.108) 式 ， 设 cH" 为 微 扰 项 ， 
则 有 


.1 2 2 2 1 
H= 3 + wigi)+ ef 


= Jwr + Jiwa + eH' (10.2.110) 
如 果 可 以 微 扰 求解 的 话 ， 则 5 也 应 是 原来 基础 上 再 加 一 微 扰 项 ， 即 


S = J101 + .Jb + ed (10.2.111) 
l às 96S — Os — 8s! 
注意 到 (10.2.106) 3a = ap 故 有 ó0— jap BB 6. = 63g 可 取 
Hz (J1 十 Ji jwi + (Jo 十 6 J2)u» 
; ; (10.2.112) 
óJ 2.98 6 = c2. 
00, 0065 
于 是 由 (10.2.110),(10.2.112) RẸ 
05’ 85' , 
ET 十 wag = H (10.2.113) 
又 设 
S= S! {J i2n (140, tnab) . 
=È mmal n Jae (10.2.114) 
— Y H, ana (A, Ja )ei?r(ni61 262) 
将 (10.2.114) RRA (10.2.1113) 式 ， 便 得 
; ) 
H' 
Sh n, = 一 -一 "2 o 10.2.115 
mma 22(niui + nwa) ( ) 
(10.2.115) RÆ BH, RÆ nyw, 4- 303 = 0, gp -一 = 有 理 数 ， 展 开 将 发 散 ， 意 即 


(10.2.111) 式 所 示 的 微 扰 展开 解 是 不 成 立 的 . 上 有 在 ono, 无数 的 情况 下， ARER 
才 可 能 成 立 ，KAM 定理 33~36] 证 明了 只 要 wi/ws 足够 无 理 ， BZ- 一 | > E 


0)—0, m, s 互 质 整 数 ， 则 加 上 eH' 微 扰 后 存在 着 如 (102.111) 式 所 示 的 微 扰 解 ， 而 且 
是 稳定 的 ， 当 < LL 解 不 灵敏 地 依赖 于 初 值 . 质点 运动 是 规则 的 ， 也 称 之 为 稳定 的 环 面 
解 (Stable Tori), 因 质 点 的 二 维 运动 可 通过 如 图 10.24 的 环 面 来 描写 . 

现 考虑 wi/w2 = 有 理 数 的 情形 . 这 个 有 理 数 环 面 , EAR EHI 作用 下 , 将 会 被 破坏 ， 
并 分 裂 为 许多 小 而 又 小 的 环 面 . 如 果 比 数 wi/ws 为 无 理 数 ， 这些 新 的 小 环 面 , 按 KAM 定 


k(e 一 


: 357 - 


理 将 是 稳定 的 . 但 稳定 的 小 环 面 之 间 的 运动 则 是 无 规 的 ， 亦 即 混 沌 的 ， 这 就 是 Poincare- 
Birkhoff 定理 的 内 容 BT, 


图 10.24 相 空 间 的 环 面 10.25 有 理 数 频率 环 面 的 暗 变 


最 后 导致 质点 的 无 规 即 混沌 运动 为 有 理 数 环 (wi/ws 为 有 理 数 ) 晓 变 为 小 的 及 更 小 的 
有 理 数 环 的 过 程 ， 这 一 过 程 是 自 相似 的 . 图 10.25 Jé i 2E SR B d E 

作为 保守 系统 向 混沌 过 小 的 典型 例子 是 Henon- Heiles gà $& 991, 其 表示 为 

3 
H= T +4? +p3 +42) + [e - 2| (10.2.116) 

前 面 插 号 好 为 n=2 的 可 积 简 谐 振子 ; 后 面 方 括号 为 三 次 方 不 可 积 微 扰 项 ， 当 运动 的 总 
f£ E < 1/9 时 ， 运 动 是 稳定 的 环 面 ; 当 五 > 1/9 时 ， 除 稳定 环 面 外 ， 还 有 混沌 轨迹 的 
Poincare 映 象 ， 如 图 10.2668]. 


图 10.26 Henon- Heiles 系统 的 Poincare Bt $$ 
(& Berry [38]) 
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10.3. 激光 单 模 振 荡 的 Lorenz 模型 与 实验 验证 


10.3.1 ”激光 单 模 振荡 的 Lorenz 模型 89, 40) 


参照 Bloch 方程 (3.2.1) 及 Maxwell 方程 (3.6.15) 式 ， 并 注意 到 (3.6.15) RH u, v 是 
EN 个 原子 的 极 化 ,包括 了 因子 Ne 将 这 因子 分 离 出 来 后 ， 便 是 (3.2.1) PH u, v, 则 


1H 
FF 


on - *6 

z z" wU 

Ov. 1 2E , 

一 一 一 6 

ET T; v wu 十 一 一 

9A | A-Ao WE | 
i (10.3.1) 
ob n QE MEL M 

Óz cu cn 

E ( 9$ n6  Numuo 

^"lOz cA cn “ 


Q 
对 于 单 模 情 形 可 取 近 似 下 Tc e - 0. X VUE bo ECT BOE BOO HR 


bw = 0, WEA HX u= 0, nomme vE, 方程 组 (10.3.1) 可 化 为 
Ov 1 .2uE 


9A LATA 4， (10.3.2) 
öt Tı h - ` 
OF T 
DE Nut VE 
先 令 上 式 左边 为 0 求 定 态 值 ， 并 用 “s” 下 标 表 东 出 上 式 中 一 、 三 方程 得 
2u E, VE. ， 
ja Iz ——— T: As Imm e—————- et .3 
h 7? Num (10.3.3) 
ħven? 3 
s = Dr NT (10.3.4) 
由 第 二 方程 ， 得 
Ao 一 A。 2uE,v, [24E, ? 
五 Rh —— (==) TAs 
PUR 2uE, V? E 1 Ao 1 、 
故 有 ( ) “ARNAL! (10.3.5) 
然后 令 
Ao Ao 
和 二 一 一 一 - 1 = 
TURN. 1, T—AÀ-41 ^. 
| T t 
o=vTa b= TD Tg (10.3.6) 
E v Ao -A 
X — b 一 一 — = — 
Ago Y VB， Z A. 
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则 方程 (10.3.2) 可 简化 为 


X = -o(X - Y) 
Y--Y-XZ-4rX (10.3.7) 
Z-XY -bZ 


此 即 Lorenz 方程 (10.2.10). 
Hi Lorenz 方程 出 发 较 容易 分 析 其 不 动 点 与 稳定 性 ， 由 (10.3.7) 左 端 为 0 BH X 的 


定 态 解 为 
zı = 0, r<i; 


(10.3.8) 
£9 二 土 Vb(r — 1), r»1 
车 将 X, Y, Z 的 定 态 解 写 为 X(m, y, z), WE 
Ai, y, z) 一 (0, 0, 0), T < 1 (10.3.9) 
X»(z,y, z) = (X b(r — 1), X /b(r — 1),r — 1), r»1 
在 不 动 点 X. 处 的 特征 根 方程 为 
一 人 一 G c 0 
T —A-—1 —Ü 
0 -Ab (10.3.10) 
和 十 上 


1 
Al 2 一 一 tj (c + 1)? -- 4(r — 1)o, As = —b 


2 
这 三 个 特征 根 均 为 负 ， 帮 及 为 稳定 的 不 动 点 . 另 一 方面 在 Xa 处 的 特征 根 方程 为 


一 人 一 e 0 
1 -A-1 —c =0, c = +yb(r — 1) 
c c -A-b (10.3.11) 


P(X) = M + (e +b +1)? 4 b(o +r)à + 2bo(r — 1) 20 


图 10.27 给 出 P(A) 随 入 变化 的 定性 关系 . 当 7 = 1, 泵 浦 达 到 阔 值 ， 三 个 特征 根 分 别 为 
à= 0, à= —b, Ag 二 一 (oa 十 1). 有 一 个 模式 开始 振荡 ， 处 于 介 稳 状态 ; 另外 两 个 模式 为 
Heip. hE 10.27 还 看 出 ，1 < < my, 三 个 特征 根 均 为 负 稳定 的 . 当 r =ri BM, Z 
个 实 根 中 有 两 个 重 根 。 当 7 > ri 时 ， 有 一 对 共 思 复 根 ， 但 实 部 仍 为 负 的 阻尼 的 . 

了 十 5 十 3 20 +2 


2-5-1 时 ， 实 部 为 0 入 = +iVb(o tre = 士 ij be 


0 一 一 1 故 在 
0, <T 忆 7 之 间 ， 解 为 一 对 阻尼 的 极限 环 . 这 恰恰 表现 出 前 面 讨论 过 的 Hopf Zr d. 但 
Apr > re 时 ， 这 一 对 Hopi 分 盆 后 的 极限 环 失 稳 ， 质 点 运动 轨迹 绕 着 一 个 极限 环 运 动 ， 

运动 几 周 之 后 ， 又 跳 到 另 一 个 极限 环 运动 ， 而 且 绕 极限 环 运动 的 周 数 及 其 跳动 频率 几乎 
是 完全 无 规 的 ,很 灵敏 地 依赖 于 初 值 ， 这 就 是 Lorenz düBj EAE NI. 图 10.28 是 典型 的 


b 
数值 计算 结果 49, 参数 c = 10, b= 8/3 人 


[iXxr-mTrr-o 


一 24.74) , r= 28 > Ye 
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ce 8C 
10.27 多 项 式 P(A) 的 定性 行为 


图 10.28 ”Lorenz 吸引 子 
( 参 思 Lanford [40]) 


10.3.2 Lorenz 模型 的 激光 实验 验证 


从 上 一 节 可 见 ,有 了 两 个 赔 值 7 = 1 与 = re I BEDS NOCERE, S e 人 > 1 
激光 开始 振荡 . 只 要 7 < re 振东 便 是 临界 的 或 阻尼 的 ， 关 被 吸引 到 不 动 点 Xo 只 有 当 
r > ro 总 才 进 入 不 稳 的 极限 环 区 ， 属 无 规 的 混沌 运动 ， Lorenz 模型 是 混沌 运动 的 范例 ， 
该 方程 是 流体 中 的 Benard 方程 简化 过 来 的 . 要 在 流体 实验 中 很 好 满足 这 些 简 化 ， 并 观 
察 到 理论 预期 的 种 种 混沌 现象 ， 还 不 容易 . 故人 们 回 过 来 求助 于 激光 振 葛 实验 观察 混沌 
现象 ， 验 证 理论 ， 首先 要 考虑 的 是 第 二 阔 值 * = rc, 即 


o>b+1 (10.3.12) 
Apo o Tb43 
一 一 一 > E 10.3. 
=n "e-b-1 (10.3.13) 


按 (10.3.6) 定义 ， (10.3.12) IRE e a (r = T v = $) 这 个 条 件 也 称 之 


“ 坏 腔 ” 条件， 相反 当 激 光 腔 zx 比 vis vo h, ARE”. 在 满足 (10.3.12) 的 前 提 下 ， 
改变 o 使 得 7c 为 最 小 ， 得 
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Tmin — bd 1-- V/A(b 4- 1)(b + 2) 
Tmin — 5 4- 3b 4 Ver b+2)>9 


(10.3.14) 式 说 明 ， KS b 也 必须 在 9 倍 以 上 才 有 可 能 观察 到 
混沌 现象 . 这 人 个 要 求 无 疑 是 很 区 刻 的 , 在 一 MEO E OERE. kk Wiss 5j Klische!l 
建议 用 N20 OC IB HS NHs odo NH; 分 子 的 每 一 转动 能 级 (J, K) 均 因 N 


i 


Bi fti li Mla 


(10.3.14) 


~ 


HEUS 


TTE 
TT 
n 
i 


" 
, t 机 " 
w ia s de HO MN vA 2 um um un 


激光 功率 (au 


脉冲 周期 一 14s -一 一 一 一 2 1 
图 10.29 ”将 腔 频 讲 谐 到 谱 线 中 心 频 率 的 激光 混沌 行为 
(参照 C.O.Weiss 等 [43]) 


原子 穿 过 Hs 原子 平面 而 反 演 分 裂 为 a,s 两 个 能 级 .允许 跃迁 为 a s, AK —0. 波长 为 
10.78pm, 这 是 泵 浦 抽 运 能 级 波长 ,产生 激光 跃迁 的 激光 跃迁 波长 为 81.5pm. 跃迁 谱 线 的 
加 宽 为 近乎 均匀 的 压力 加 宽 ， 只 有 几 个 兆赫 ， 这 样 小 的 加 宽 与 高 增益 就 使 得 能 实现 “ 坏 
E” R RENH” ATAF, BP (10.3.14) XX. 

在 将 激光 频率 准确 调谐 到 谱 线 中 心 频率 情况 下 ， 的 确 观察 到 激光 脉冲 序列 随时 间 的 
演化 行为 与 Lorenz 模型 的 数值 模拟 完全 一 致 09). 这 就 是 图 10.29(a) 所 表示 的 激光 脉冲 
绕 一 个 极限 环 放大 随机 地 跳 到 另 一 个 极限 环 放 大 . 如 此 反复 ， 由 一 个 到 另 一 个 . 当 参 量 
不 一 样 ， 便 是 图 10.29(b), 吧 也 包括 放大 与 跳跃 ， 但 已 是 另 一 种 脉动 ， 关于 单 模 均 名 加 宽 
激光 振 葛 实验， Harrison 与 Biswas 有 过 详细 的 评述 “A. 

10.3.3 ”模式 分 裂 与 非 均 匀 加 宽 


为 了 将 失 谐 与 非 均 匀 加 宽 的 影响 考虑 进去 , TELE PEE di T Acn P E Mo 
V RS HOUR EE /及 纵 模 指标 m 均 给 定 ， 因 而 腔 的 本 征 模式 频率 wm = c= kme 
也 就 给 定 了 ,但 激光 振荡 频率 w 的 解 可 能 是 一 个 (wm 与 原子 谱 线 中 心 频 率 为 共振 ), 也 可 


能 是 多 个 (wn 与 原子 谱 线 中 心 频率 有 失 谐 ). 设 工作 物质 的 折射 率 为 n(w), KEA 1, WE 
的 共振 条 件 要 求 


kin(w) + k(L —1) = knL (10.3.15) 


Bp L (no) — 1s — wm- w (10.3.16) 
又 注意 到 n(w) — 1 2x, 并 参照 图 2.4 作 图 10.30. 图 10.30 中 wm — 与 色散 曲线 只 有 1 
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^Y 


27rc 


个 交点 ， 即 wm 一 名 二 0 ;wmti 与 中 心 频率 有 < RR, wmo 与 色散 曲线 有 3 个 交 
点 ， 故 满足 共振 条 件 的 激光 振 葛 频 率 有 3 个 ， 每 一 个 振荡 频率 均 与 中 心 频 率 有 失 谐 条. 


»» butter i]! 


图 10.30 HAUS SIE EAR SEE 


图 10.31 dkB E Hio SELECT ERGO E 图 10.32 单 模 非 均匀 加 宽 激 光 (SMIBL) 脉动 输出 
(a) 放电 电流 40mA;(b) 放电 电流 50mA 


(参照 Capperson [46]) 


:上 面 是 谱 线 为 均 名 加 宽 情 况 下 由 于 腔 的 共振 频率 与 原子 谱 线 中 心 频率 的 失 谐 而 出 现 
的 模式 分 裂 ， 如果 原 子 谱 线 是 非 均 匀 加 宽 的， 而且 中 心 频率 处 出 现 烧 孔 ， 色 散曲 线 也 相 
应 地 变 得 很 复杂 了 .这 时 模式 分 裂 如 图 10.31 所 示 ， 有 3 个 交点 5. 这 表明 即使 wm 调 
谐 到 与 原子 谱 线 中 心 频率 为 共振 ， 除 了 w = wm 激光 振荡 频率 外 ， 还 有 两 个 旁 频 ， 旁 频 
增益 要 比 中 心 频 (w 一 wm = 0) 的 增益 高 ， 因 中 心 已 烧 孔 . 旁 频 与 中 心 频率 振荡 并 存 ， 就 
会 产生 拍 频 ,在 粒子 数 反 转 A 及 极 化 v 上 均 会 表现 出 来 . 这 种 中 心 频率 与 旁 频 振荡 间 的 
相互 作用 ， 也 极 易 导致 不 稳 ， 至 少 定性 上 可 以 预期 在 原子 谱 线 非 均 名 加 宽 情 况 下 实现 
向 混沌 过 渡 要 比 均匀 加 宽 情 况 下 容易 得 多 . 虽然 解析 上 更 复杂 , 但 数值 模拟 计算 与 实验 
观测 均 证 实 了 这 一 点 Gasperson[49| 最 早 做 了 这 方面 的 实验 . 他 是 用 低 气 压 放电 激励 的 
He-Xe 激光 ， 波 长 3.515 小 信号 增益 go ~ lem~! Doppler 加 宽 vp 之 100MHz. h FÆ 
均匀 加 宽 的 影响 ， 使 得 激光 振荡 不 稳 的 阔 值 大 为 降低 ， 如 图 10.32 所 示 ， 当 放电 电流 为 
40mA, 50mA 时 ， 激 光 为 自 脉动 输出 ， 称 之 为 自 脉动 不 稳 . 但 当 放 电 电 流 为 70mA 时 ， 
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便 是 具有 很 宽 的 光谱 的 混沌 输出 了 . 

关于 单 模 激光 振荡 还 要 提 到 Gioggia 与 Abraham 的 实验 71. 实验 也 是 用 的 坏 腔 、 非 
均匀 加 宽 、 单 模 He-Xe 激光 ， 波 长 3.51jm, 通过 改变 失 谐 量 ， 已 观察 到 双 频 率 及 倍 周 期 
分 贫 通 向 混沌 ( 见 图 10.33). 这 些 要 从 理论 上 进行 分 析 还 是 很 困难 的 . 下 面 只 就 均匀 加 帘 
情形 失 谐 的 影响 进行 讨论 . 


(a) 


0 20 4 0 20 40 0 20 40 0 20 40 o 20 40 


频率 /(MHz) 
(b) 


图 10.33 3.51, He-Xe 激光 通过 (a) WAF (b) 们 半期， 向 混沌 过 湾 
(参照 Gioggia, Abrahan [47]) 


10.8.4 失 谐 对 激光 振荡 第 二 阐 值 的 彩 响 [48| 

通过 激光 单 模 振荡 实验 检验 Lorenz 模型 ， 虽 已 得 到 实验 与 理论 相符 的 结果 ， 但 实 
验 条 件 较 苛刻 ， 主 要 因为 要 满足 第 二 阔 值 > rc, 对 超 贱 值 要 求 太 高 A» 9, 一 般 激光 
器 均 不 满足 此 要 求 .但 这 一 结 论 是 在 激光 振荡 频率 忆 与 原子 跃迁 频率 wo 为 共振 情况 下 
5 = wo 一 二 0 得 到 的 如果 有 失 谐 ，6 = wo -ww 关 0, 影 响 又 会 怎样 呢 ? 文献 [48] 中 详 
细 研 究 了 这 个 问题 ， 结 果 是 在 5 = DS = 工 情 况 下 ， 第 二 阔 信 为 


1 
a(o 4- 4) ~ o?6? 


R= | (10.3.17) 


很 明显 ， 随 着 失 谐 6 的 增加 ， Re 下 降 到 与 第 一 阔 值 I+ 人 2 相等 时 ， 稳 定 振荡 亦 随 之 消 
k. 由 R21 R (10.3.17) 式 得 


alo +4)— e?&? 
o — 


R, = 21-46 (10.3.18) 


现 讨 论 (10.3.18) 式 的 物理 意义 . 
(1) 坏 腔 c > 2. 由 (10.3.18) 式 易 得 


0? - 3e 4-2 c 1 
< -一 ”一 一 一 一 一 "d. 
6€ a /= (10.3.19) 


36có 时， 存在 稳定 振东 区. 136-60 时， 稳定 振荡 区 消失 . 
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(2) RES 1 «o0 « 2. IB] FÉ E (10.3.18) 4 -Ẹ HE 7 E ta E dis do MEA 6 2 6. 

(3) 理想 腔 c « 1. 由 (10.3.19) RAH, 050 9 L5, 61 一 o0, 故 要 求 6 > 61, 越过 第 
二 益 值 已 不 可 能 . 当 o <1 时 ，6 为 虚数 ， 即 不 存在 这 样 的 Re 能 使 得 (10.3.18) REA 
满足 ， 也 不 存在 ”> 越过 R 进入 混沌 区 问题 . 意 即 在 理想 腔 情 况 下 ,振荡 总 是 稳定 的 . 
图 10.34 为 数值 求解 有 失 谐 情 况 下 单 模 激 光 振 荡 的 动力 学 方程 的 结果 (Wo = vbuo/us 
为 原子 极 化 的 实 部 ).(a),(b) 二 图 参数 分 别 为 o = 4, b= 1, r = 10.64, 6 = 0.8; c = 
4, b —1, r= 10.64, 6 = 0.9. 由 这 两 组 参数 计算 得 的 第 二 阅 值 7。 分 别 为 10.88, 9.52, 而 因 
r — R. = —0.24, 1.29, 故 图 10.34 (a) 为 稳定 输出 ， 图 (b) 已 经 是 混沌 输出 了 . 


20 


N toj- 


图 10.34 (a) 单 模 激光 振荡 相 图 Z- X( 初 值 Xo = Yo = Wo = 3.01, Zo = 9.01); 
(b) 单 模 激 光 振荡 相 图 2 ~ X(W Xo = Yo = Wo = 3.01, Zo = 9.01) 
(参照 谭 维 翰 [48]) 


10.4 光学 双 稳 态 中 的 混沌 现象 


10.4.1 BRE 83 3e EX ER S 


光学 双 稳 态 是 指 输入 一 个 光 强 ， 输 出 却 可 能 有 两 个 光 强 的 光学 系统 如 图 10.35 所 
示 ， 在 工作 物质 中 原子 与 光 场 的 相互 作用 可 通过 (10.3.1) 式 来 描写 . 又 设 光 场 频率 与 原 
子 中 心 频率 为 共振 ， 于 是 用 6w = 0, 参照 图 10.30, 在 中 心 频率 处 ， 原 子 色散 为 0, 故 称 为 
豚 收 型 ， 显 然 $ 二 w= 二 0 是 方程 (10.3.1) 的 解 ， 又 略 去 场 的 损耗 项 vE, 于 是 有 


a7 4m ut (10.4.1) 
1 
0 coE  mwoNu _ g 
98 nag n 773 
OE ðA ð 
HL (10.4.1) RH EAR, MRL — 二 = 5-0, peH 05 


8t Ot ð 
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v l'a v 2uE 
A = 一 一 -一 一 -一 一 ， F 一 
nPE yF RY 
h 
20 ha fa E (10.4.2) 
2HE r ya V14F? 


h 2uE[h 


Hi 10.35 ”环行 腔 光 路 男 图 10.36 ”输入 y 与 输出 ~ 的 变化 曲线 
aF _ F B nAg H 
az T OT Ea a= coy (10.4.3) 
这 里 考虑 吸收 介质 a 0, Ag < 0. MARA 10.35 写 出 环行 腔 的 边界 条 件 
E(l) 2 E T 
(D) = Er/ VT (10.4.4) 


E(0) = VTE; + RE() 


式 中 ， Er Ep 分 别 为 入 射 与 透射 光 ， 已 了 为 反射 率 与 透射 率 ， 由 (10.44) 式 的 第 二 式 
得 


WEO) _ 7, 24Er | Q2uEQ) 

hy Rh yy yo A ^na 

即 5 | 

F(0)- Ty Rz | (10.4.5) 
积分 (10.13) 式 得 


l 
F(ì) 一 F(0) 一 -a | Fd x -i (10.4.6) 


为 了 得 到 一 简洁 表示 ， 在 上 式 中 做 积分 时 取 了 平均 场 近似 ， 由 (10.4.5),(10.4.6) 式 消 去 


2uE; ZU 2uE(l) . 
2c. al 
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(10.4.3) 式 可 分 离 变量 准确 求解 ， 图 10.36 (a)~ (c) BI (10.4.3) 式 的 准确 解 及 边界 条 件 
(10.4.5) 式 计算 的 入 射 光 > 及 透射 光 y 的 变化 曲线 591. 图 10.36(d) 为 取 平 均 场 近似 后 的 
(104.7) RM z 与 y 的 变化 曲线 ，c = Š = 10 可 见 当 了 与 of 均 很 小 时 ， 其 极限 便 是 
平均 场 近似 (10.4.6) 式 . 由 图 10.36 (c), (d) 还 能 看 出 ， 当 给 定 输入 y, 就 有 3 个 z 与 之 
对 应 . 除了 中 间 那 个 不 稳 的 外 ， 环 行 腔 会 给 出 两 个 可 能 的 输出 ， 究 竟 是 高 的 还 是 低 的 输 
出 ， 这 要 看 它 的 发 展 历史 了 . WE y 由 0 逐 浙 变 大 ,， 则 应 取 低 输出 ; 相反 则 应 取 高 输出 . 
为 了 分 析 输 出 c 的 稳定 性 ， 现 对 (10.4.1) 式 进行 变 分 ， 得 
ð nð ung 
Že = Vh 6A + A6F) — yv (10.4.8) 


9 
at 


64A = —/nwv(F6v + vóF) - 5364 


2 ld k= (10.4.9) 


式 中 ， 工 十 ! 为 环形 腔 的 周 长 . 将 (10.49) 式 代 入 (10.4.8) REH 


| VTI72A6F -NVE 
so —VmwvavóéF — At 
入 十 加 -vr 

y/myaF | ^ctm 


将 (10.4.10) WARA (10.4.8) 式 的 第 一 式 ， 并 考虑 到 环形 腔 在 z = 上 处 输出 的 边界 条 件 
6 本 4- = RéF|z., 818 


ð nð ug 

(s * c x) hc / ^2 ? (2-0 

_ |o» tm - HPR IF) 1 
(A m) t 92) - moms F? 14 F? 


A+- h PF AF 


二 10.4.10 
(A - 54)(À o 59) - mm F? 143 F? ( 


(10.4.11) 


+ Té(z —1)| 6F 


若 将 输出 损耗 均 布 在 整个 环形 腔 内 ， 则 将 了 6(z — L) 写 为 TYL, X t (10.4.10) 式 应 用 于 
(10.4.11) 式 ， 于 是 得 出 


nA T anl tn — yy F?) 1 


mn 0 10.4.12 
' c l OE m) v2) - mmy F? 1+4 F? ( 
仍 采 用 记号 z Fo, = kne/n, k= CL, C= £, WA 

nl 2n 


2C tm -n n a) 


(A +k + ian)[(A + 55) 2) + moo] + 1l. 


0 (10.4.13) 
对 (10.413) 的 不 稳定 性 进行 分 析 ， 得 出 不 稳 条 件 为 C > 20 + v2)091. 
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由 上 而 的 讨论 可 看 出 ， AIRES "I P 其 输出 可 能 基 现 出 双 稳 访 
但 还 没有 呈现 出 分 命 与 混沌 ; m - "UO T B zn uds.  ERAARE. eu 
能 是 不 稳定 的 ， 主 要 决定 于 参数 C 的 取 值 是 否 > 2(1 十 V2)， 

10.4.2 含 色散 吸收 介质 的 环形 腔 系 统 


仍 从 (10.3.1) 式 由 发 ， 介 质 为 吸收 介质 ， 但 含有 色散 ， 为 简单 计 可 取 Ao = -1 又 将 
次 量 换 为 7 二 + 一 z 与 zn 为 介质 的 折射 率 ， 故 有 


€ — (10.4.14) 
已 21 
ps 二 一 ?20 + wu 十 TA 
DA 2u& 
DA. 1) E 10.4.15 
37 n(A +t) z ( ) 
Or — Nmuwo 90 Nn üuwo 
一 = 一 一 一 一 VU， u 
Oz nc v 7) nc 
" , du Ov 
Wd ER Ys 是 够 大 ， DA I NE TERDI, 于 是 有 
6 ó 2us 
Uy vo Zup EA (10.4.16) 
Y2 ya tah 


代入 (10.4.15) 第 二 式 、 第 三 式 ， 得 


BA | qub n? 
58," ^(At*U-5 i zle Pa 
3E _ L (10.4.17) 
: id 2x N u? ug 
T = ee? 8 = 一 一 一 一 10.4.18 
E = ee, hnc ( ) 
Hr (00.4.17) Ñ, 4 
o E 
ET + nz/fe, z) = E(r, 0) exp EI T i6w )W (m, 2 (10.4.19) 


o—V uu r 
aWn z) = 一 1[W (7,2) 十 z] 一 El, 0)? x i" PELO 一 1} (10.4.20) 


Or xNhk bw? 十 y2 
W(r,z) = / dz Alr 4 nz' fe, z') (10.4.21) 
腔 的 边界 条 件 为 
E(t,0) = V/TEj(z) + Roxp (ik(nl + D)) E(t — Lje, t) (10.4.22) 
输出 为 
Er(t) = VTE, D (10.4.23) 


参照 Ikeda?! 换 成 无 量 纲 变 数 


: 368 - 


re 


Wa ni + L py 
dui - uE(t, z)/h | 
v/mas(1 + 6o? /52) (10.4.24) 
ent) = EErle- Lofy nnl 8/81) 
e(t) = E Er(0/ Vl + ôw? [A2) 


则 边界 条 件 (10.4.22) 及 (10.4.19),(10.4.20) 式 可 写 为 
e(t,0) = VTer(t) + Re(t — to, 0) exp(o.Lo(t)) exp {ilaLA(G(t) + 1/2) — 60]} 


É — AlE 1/2] ale(t — toO (expe OO -1)/(0D) —— Q0425) 
An 
A pa "tt (10.4.26) 
p. € 
^ || aLéw 
ARI 5X (10.4.27) 
o 为 吸收 系数 . 


d 
BALIE aL! < BEREIT PURI RI (mi 十 万 /c, 则 (10.4.25) 式 中 的 SE s 0, 
TREE IO CP RERO E HIER DR : 
em = V Tey + Remi exp(aLó,.) expli(o.G A (m + 1/2) — o] 


(Ta » » (10.4.28) 
$m + 27 are [1 — exp(aL$m)) 


式 中 
Em = Elto + Mtr, 0) i (10.4.29) 
Ikeda Hj (10.4.28) 式 进行 迭代 ,参数 取 为 aAL=6, aL=4, &= 0, R= 0.95. 4 |E 在 
ARRA RRA S Ri IR 2-2 38 BE T on 901. 
B2 E xe SLE ge de n8 — SE ER RCYOR We. 由 于 光 吸 政 对 反 转 粒子 数 的 改变 不 大 ， 6 
A E MEE -1/2.(10.4.25) 式 的 吸收 项 因子 en P0 ~ ez/2 但 相位 因子 仍 要 准确 计 
Sf. 4 d(t) - aLA(Q(t) 4 1/2), 则 (10.4.25) 式 可 写 为 
di | 
x! T = y(i) iet - to (104.30) 
式 中 
e(t — tr) = V2A(l — et) e(t -- tr, 0) (10.4.31) 
同样 (10.4.25) 3538 — 3C RE 23 28 
e(t) = A + Be(t — tg)e' 0-59) 
A= V2TA(i ~ eo/L)er , B= Reet? 


(10.4.30),(10.4.32) 式 也 称 为 色散 型 双 稳 态 系统 方程 . 车 绕 环 行 腔 -- 周 的 时 间 tn 远大 于 原 
TODA ÉL vi, BI ntr > 1, UTR (10.4.30) EWT E, 于 是 有 Wt) e lelt- tr), 


(10.4.32) 
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而 (10.4.32) 式 可 写 为 
e(t) = A + Be(t — tg)exp(i[|e(t — tg)]? — 6o]) (10.4.33) 
写成 迭代 形式 便 是 
em = A + Bem exptilles il? — 60)} 
Em 一 elto t mta) 


上 式 的 不 动 点 5 需要 用 数值 计算 方法 求 得 . Wr 4 为 实数 ， 则 = 的 绝对 值 Je] 由 下 面 方程 
确定 : 


(10.4.34) 


A = lelli + B? — 2B cos(|&l? — 69)] 1? (10.4.35) 


图 10.37 4 tH. B = 0.5, ĉo = 0, [e| BE A 
的 变化 曲线 BY, 由 4 = 0 1.24775 解 是 稳定 
= i W A> 1.24775 将 失 稳 ,并 出 现 二 分 贫 . 例 如 ， 
3.00 7 1 A-15,(104.34) RŽ IJE IE 2 分 贫 为 |em| = 
| eU | 1.807953, 0.6226517, 1.807953, 0.6226517,.... 


x 471511525 将 出 现 4 分 贫 、.…. 为 看 出 


Epid E 
n 


| ”进入 混沌 后 的 奇异 吸引 子 性 质 ， 可 将 5000 次 
"a 一 一 一 不 稳定 区 | ERE em 的 实 部 Re em 对 虚 部 Im em FE 
j 


10.385, 参数 取 为 B = 0.4, A = 439,99 = 

0 将 图 10.38 (a) 方 框 部 分 进行 放大 得 图 

入 射 场 振幅 A 10.38 (b). 已 看 出 奇异 吸引 子 自 相似 结构 的 

特点 ， | 

实验 上 Nakatsuba 等 53! 采用 具有 非 线 性 

折射 率 no 的 单 模 光 纤 作 为 环形 腔 的 色散 媒 

质 , 参数 BB 取 为 0.4 ~ 0.5,4 可 通过 提高 输入 光 的 功率 而 增 大 . 当 输 入 功率 在 50 ~ 160W, 

便 观察 到 倍 周 期 分 贫 输 出. 当 输 入 功率 达到 300W 时 ， 便 观察 到 混沌 输出 ， 实 验 结果 与 

理论 模型 符合 . 另外 Gibbs 等 在 “ 杂 化 ”光学 双 稳 系统 观察 到 混沌 现象 P Harrison 等 在 
Ses TIIT PEA COS 脉冲 激光 也 观察 到 混沌 651. 


10.37 | 引 随 4 变化 曲线 
(参照 Carmichall 等 [51]) 


图 10.38 在 e 复 平面 内 对 en 进行 5000 次 迭代 图 
(b) 是 (a) 中 和 矩形 部 分 的 扩大 - 
(SM Ikeda 等 [52]) 
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10.4.3 ”增益 介质 的 分 岔 与 混沌 S ST 


不 引进 色散 的 话 ， 纯 吸收 介质 未 表现 出 分 从 与 混沌 . 但 增益 介质 却 是 有 分 岔 与 混沌 
的 . 参照 (10.4.21) 式 ， 对 于 增益 介质 W (t) > 0, 考虑 共振 情形 bw = 0, 对 于 (10.4.19) R 
引进 辐射 损耗 T; 对 于 (10.4.20) 第 二 式 因子 [e — 1) 之 aW, 而 且 对 于 增益 介质 ， 应 将 
(10.3.1) 式 中 的 Ao 取 为 Ao = 1, 将 导致 饱和 增益 ， 于 是 有 


E(t + tg) = E(t)e W- 


W 2, o (10.4.36) 
aa = -yı (W(t) — 1) — S LE(t, 0) W (2) 
式 中 右 端 第 一 项 括号 内 的 寺 即 泰 示 饱 和 增益 . 现 采 用 规 一 化 
2 
(mit — t, £r) = I(t) (10.4.37) 

2.5 (a) 
0.5 
80 | 


250 (e) 


US) 
图 10.39 光 场 随 o 增加 经 历 连续 2" Ap XE IR US 
(a) a = 5.3, — 53 ERR. AWT œ 2.2tR; (b) a — 13, WHER, HWT ~ 4.2tr (t) 波形 下 平台 并 不 等 商 ， 约 为 
0.85, 0.62 交替 出 现 ; (cja = 14.6, ADAR, AHT ~ 84r, I(t) f FOE 8 862 0.68, 1.6, 0.75, 1.3 交替 出 
3; (d) (e) a = 16.5, E, I(t) 4) femi 35 (A 0.01, 0.012), 但 波形 差别 很 大 
(b EEAE RE, 、 陆 伟 平 [56]) 


并 令 W =T, FES 


- 3TL. 


I(t4- tr) = (t)e(9W( T) 


y (10.4.38) 

W = 1- W(t) -AWE 

dW x 1 
取 稳 态 解 d: W(t) = irm 则 有 
C 

迭代 式 为 

Lac Ip exp (iz 一 r) (10.4.40) 

根据 na nnn] > 1, 得 出 不 稳定 性 条 件 
1rd-r/a)|l>1 (10.4.41) 


图 10.39 为 取 定 工 = 4, ir — 10 对 方程 (10.4.38) 进行 数值 计算 的 结果 . o 超过 8， 
解 由 稳 区 过 渡 到 不 稳 区 . 随 a 进一步 增加 ， 经 历 连 续 的 2n 分 贫 后 在 a = 14.8 附近 进入 
混沌 . 


10.5 含 非 线 性 介质 Fabry-Perot E BJ 4r 22 53 混沌 158) 


10.5.1 含 非 线性 介质 Fabry-Perot f$ 


上 面 已 经 讨论 了 含 二 能 级 原子 非 线 性 介质 的 

IO ”环行 腔 的 不 稳定 性 , DA, 混沌 行为 ,得 出 环行 腔 
的 延 射 输出 经 历 2" 周期 分 贫 趋 向 混沌 . 这 些 已 经 

在 实验 及 计算 机 模拟 得 到 证 实 . 文献 [59| 对 含 非 

Gu T) 线性 介质 Fabry - Perot( 简 称 NEP E) 的 双 稳 态 性 
— 质 进行 了 研究 , 但 没有 考虑 改变 介质 的 响应 时 间 对 
Hru NFP 腔 分 岔 与 混沌 的 影响 显然 NEP 腔 要 比 环行 
腔 复 杂 ， 经 仔细 研究 ， 就 会 发 现 NFP 腔 向 混沌 过 

图 10.40 观察 NFP 及 混沌 行为 的 实验 装置 ” 渡 有 一 些 区 别 于 环行 腔 的 新 特点 . 环行 腔 一 般 经 历 


Ar RE 


放大 器 


g TER | 27 周期 分 贫 趋 向 混沌 ;而 NFP 则 主要 通过 阵 发 混 
如 图 10.40 Bros, AG Io 经 NFP Ja BE St O69 I(0) 为 


1) = 1+ Fsin?($(t)) 
I(t) 经 过 分 束 镜 分 出 一 部 分 , 经 放大 ,延迟 后 斜 入 到 NFP JS, 延迟 时 间 为 工 . 设 GI(t-T) > 
lo. 又 设 非 线性 介质 对 光 强 的 响应 时 间 为 人 则 参照 (10.4.30) 式 可 得 50545980] 


at) 
dt 


(10.5.1) 


T, 9 4 ọ(t) = (GI T) + Io) 


c: o GI(t — T) (10.5.2) 
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土 式 已 将 非 线性 介质 产生 的 相位 ot) 与 光 强 I-T) 联系 起 来 , T o9 T 则 7, 
TEE, ERISA ot) 之 GI(t 一 7 了 ), 代入 (10.5.1) $, 得 
Ío 


I(t) = 10.5.3 
W 1+ F sin? (a GIG -- T)) (10.5.3) 
采用 记号 
, I(t) i I(t — T) 
ntl = Tm n= 
"o I/F Io/F (10.5.4) 
1 ado 
B 一 F Q — Gy 
则 (10.5.3) 式 为 
1 
iny = (10.5.5) 


B 4- sin? ain 
该 式 给 出 了 透射 光 强 各 +1 的 和 迭代 式 ， 通 
过 选 代 ， 我 们 计算 出 图 10.41 所 示 的 透 过 曲 
g. 
由 图 10.41 (a) 看 出 ， 当 a < 0.229(ai = 
0.517) 及 0.909(@i = 1.001) < e < 2.082(ai = 
1.884) 时 ， 输 出 是 稳定 的 ; 当 0.229 < a < 
0.3 0.6 0.9 1 i.5 1.8 2.1 2.4 a 0.909 时 ， 发 生 分 贫 ， M4 a 2.082 时 ， 便 发 生 
混沌 ， 这 样 一 个 由 分 岔 至 混 祁 的 方式 与 环行 
腔 中 的 经 历 2” 周期 分 岔 至 混沌 很 不 一 样 . 当 
改变 参数 o 使 之 逐渐 增 大 ， 输 出 将 经 过 由 稳 
So 分 贫 一 稳 态 一 混沌 . 从 图 10.41 xr fit 
Eh. OAKEN, 分 岔 区域 缩 小 以 臻 消失. 
分 倪 区 消失 时 的 8 s SE E 2g 0.2858, 这 可 由 
Ji (10.5.5) H. 在 分 贫 点 B., Bo 附近 


| (b) sin(2od) = sin2z > 0, t 3k SJ; fi (10.5.5) 得 
| bint1| _ — esin2z zsin27 — 
in | i (8 + sin? z)? BTsin2z 


~ SoFi, S z zsin2z — sin? x = f 
zop ox 5 (10.5.6) 
ropp Se ma A B 给 定 后 , 解 方程 (10.5.6) 得 出 分 贫 点 z= oi 
ol 2 a a 的 值 ; 反 过 来 ，f 也 可 看 成 z WRN I 
03 0.6 0.9 1.2 1.5 18 21 2.4 «a d P 
(c) 界 点 处 ， di 0, 于 是 由 (10.5.6) 式 得 
图 10.41 透射 光 强 各 +1 随 a 变化 的 透 过 曲线 ?rcos2m — 0, zr=2 
(a) B= 0.2; (b) 8 = 0.25; (c) B=0.3 4 (10.5.7 
B= Č sin Z — sin? Z = 0.2858 ) 
( 取 自 [58]) 4 2 4 


在 分 项 点 BBa) 附近 的 Ph Puis 点， 经 过 计算 可 证 明 
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6i —asin(2ai4) 


一 二 一 一 了 bint1 = fin =€ 
6i. (B + sin? (œin))? melt TA 
于 是 、 142 — dde, in 一 1 一 (10.5.8) 
而 , 
1 1 
PES = 10.5.9 
t B + sin? (ain) 2 a 2 ( ) 
B -- sin 一 一 一 一 一 
B T sin Qintl 
由 (10.5.8),(10.5.9) 式 得 
TTE i cos(2at) 1 
一 10.5.10 
ĝa sin? (2ai) + 2024? ae ( ) 


Bose 0 时 ， Tett D oo, Pa, Pr BREF o 轴 的 切线 方向 趋 近 B (B2). 
10.5.0 X r% 不 略 去 时 的 相位 4 与 透 过 强度 7 的 微分 差分 方程 解 


当 1052) AM T E kpaa, WEDER TA Money 
则 (10.5.2) 式 为 


TOM 


di yolt) = vo'GI(t — 1) (10.5.11) 


方程 的 解 为 
t 
(t) = e f e yo' GI(t' — 1)dt (10.5.12) 
0 
将 (10.5.12) 式 代 入 (10.5.1) 式 ， 并 经 变量 变换 ， 得 


I(t) = E (10.5.13) 
B+ sin? lexp(-10) f exp(qt^)yoI(t' — 1)dt!] 


4.0 ”二 10 4.0 
OO EE 一 0.0 Jod | Ld — 
4.0. &0 12.0 16.0 20.0 4.0 RO 12.0 16.0 20.0 
a-—u,6 
(a) (bi 


图 10.42 透 过 光 强 I(£) 在 不 同 ^y 时 随时 间 变 化 的 关系 曲线 (00.6) 
( 取 自 [58]) 
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4.0 d= 1.0 


Ooo 一 一- 


0.0 4,0 80 12.0 16.0 20.0 — 


Tm TEMERE 
) LECT, gi) iusti 
u ~ bel 
i ut n 


—ád37 3373896397 


0.0. 4.0 8.0 12.0 16.0 20.6 0.0 4.0 80 12.0 16.0 20.0 
l ! 
y=5 
10.43 EIRA I(t) 对 不 同 oc 时 随时 间 变 化 的 关系 曲线 (y=5) 


( 取 自 [58]) 


对 该 式 进行 数值 计算 ， 研究 输出 光 强 与 时 间 的 关系 ， 结 果 如 图 10.42,10.43 所 示 . 从 图 
10.42 可 以 看 出 ， 在 ca = 0.6, 透射 输出 光 强 表现 为 双 稳 性 质 ， 并 随 Y 值 的 增 大 ， 即 响应 
时 间 下 的 减 小 ， 激光 输出 波形 由 正弦 波 过 渡 到 方 波 . 这 与 上 节 a = 0.6 时 ,输出 为 二 
4 fh 3k — SEU. 24 y = 10, 50 时 ， 正 弦 波 周期 分 别 为 1.05, 102, 即 向 T= 1 趋 近 ， 从 图 
1043 可 见 ， 随 着 a 值 的 增 大 ， 和 给 出 光 强 由 二 分 贫 进 入 稳 态 ， 并 由 稳 态 直接 进入 混沌 ， 与 
J 10.41 由 二 分 贫 进 入 稳 态 的 临界 点 B 的 位 置 a = 0.91 相 比 ， 儿 乎 没有 很 大 的 改变 . 
图 因 10 4 中 必 一 1 输出 是 稳定 的 ， 但 由 稳 态 进入 混沌 状态 的 临界 点 已 由 Bs = 2.08 前 移 
到 a=1516; 当 w=15 为 稳定 输出 ,但 “= 1.6 便 是 混沌 输出 . 


10.6 NEP Jf Bs ~ Bs 点 邻近 混沌 性 质 分 析 四 


上 节 研 究 了 非 线 性 了 .P. 腔 的 分 岔 与 混沌 现象 ， 且 指明 在 Bs 点 的 左 邻 是 稳定 的 ， 在 
Bs 点 的 右 邻 是 不 稳定 的 混沌 区 ， 由 稳 区 至 混沌 未 经 历 2" 周期 分 岔 的 过 渡 ， 在 这 一 节 我 
们 将 进一步 证 明 在 Bs 点 的 右 邻 是 不 稳定 的 ， 而 且 不 可 能 存在 倍 周 期 分 盆 ， Bs 点 右 邻 
的 混沌 是 属于 切 分 岔 的 阵 发 混沌 ;最 后 讨论 Ba ~ Bs 为 亚 稳 区 ， Bs 点 为 亚 稳 混沌 区 ， 
即 只 在 一 较 小 范 国内 存在 的 混沌 区 . 


10.6.1 不 具有 们 周期 分 岔 的 抛物 线 近 似 


现 从 前 节 的 非 线 性 F.P. 腔 和 迭代 方程 
1 


ii- (10.6.1) 
B + sin? ain 
. D 
H z — oi = ——— 10.6.2 
或 n-Fl n-Fl B 4 sin? T. ( ) 


(375 ， 


出 发 ， 在 分 贫 点 (Bi, Ba, B3) 附近 满足 


Ó2541 zsin 2g 


B+sinz 


bint1 


fin 


(10.6.3) 


Tn 


34 8 — 0.2 时， Bi, Bo 点 对 应 的 ao(zoi 值 分 别 为 0.229(0.517), 0.909(1.001).B; 左 邻 为 
fd. AL: BEWA 4r. ch ES. Bs 点 的 ao = 2.08195087, zo = 
1.8841413.B3 点 左 邻 是 稳定 的 ， 其 右 邻 是 不 稳 欧 . FARDA. Mikam (10.2 节 10.2.3) 
的 方法 ， 应 有 抛物 线 近 似 ， 实际 计算 证 明了 在 Bs 的 右 邻 不 存在 抛物 线 近 似 CH. 


10.6.2 Bs 右 邻 的 迭代 输出 
按 Liapunov 指数 入 的 定义 


n—1 


= lim Ki, 
A- lm = » (35) (10.6.4) 


XB. FG) ARRA gp = fj XT y 的 导数 ， 按 (10.6.1) 式 的 Fi), 得 
» —a sin(201;) 
f i) — 一 一 一 一 天 一 

(i) [8 + sin?(ai;)]? 

Liapunov 指数 理论 表明 ,如 果 存 在 稳定 的 于 周期 分 贫 ，Liapunorv 指数 入 应 是 负 的 ， 
A«0; 如果 入 >0, 就 意味 着 不 存在 周期 分 岔 ， 预 示 着 混沌 的 到 来 . 现 用 此 方法 检验 
Bs 点 右 邻 的 状况 . HX a= 2.08196, io = 1, 3E [XN = 10002432 次 ， 由 (10.6.4) 式 计算 A, 
作 入 与 VN 的 变化 曲线 如 图 10.44 所 示 . 入 最 后 趋 近 于 0.0278. 这 表明 虽然 我 们 取 的 a 


非常 靠近 Bs 点 ， 但 给 出 的 Lyapunov 指数 已 为 正 ， 表 明 系 统 已 进入 混沌 状态 - 
| . 


0.8 


Lyapunov $i Ex 2) 


0 640 1280 1920 2560 3200 
N ce t7 


图 10.44 Lyapunov 指数 A 随 迁 代 次 数 N 的 变化 曲线 
( 取 自 Renhong Liu 等 [61]) 


图 10.45 给 出 迭代 六 = 10002432 次 取 最 后 4096 个 输出 inyi B N 变化 的 曲线 及 快 


Xi Fourier i£ Fk 


N-—1 
Fk — V fje", — N = 4096 (10.6.5) 
j=0 
图 10.45(a) 中 的 友 代 输出 曲线 表现 出 几 个 峰 ， 其 高 度 与 结构 及 它 的 微细 结构 均 表 现 出 
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复杂 的 无 规 性 .图 10.45 (b) 的 Fourier 谱 ， 表 现 的 也 不 规则 ， 且 很 宽 . 


9995 336 


10000384 
N 


10002432 


图 10.45 (a) 迭代 N = 10002432 X, HUS 4096 个 


输出 Ou 变化 曲线 ; 


. 10.6.3 B5 右 邻 的 切 分 岔 混沌 性 质 


为 了 更 好 地 了 解 Bs 右 邻 的 混沌 性 质 ， 对 各 种 不 同 的 o (TE HEAR y = 


( 取 自 [61]) 


a 

10.46 ~ fF J = 一 -一 一 一 一 一 

图 a 取 不 同 值 时 y BJ sinta 
(a) a = 2.08195;(b) o = 0.909; 

(c) œ = 0.6251;(d) œ = 0.517 


( 取 自 [61]) 


(b)Fourier 谱 曲 线 FK 


8 . 

B 4 sin? z' 

10.46. 这 些 曲 线 与 直线 yy =z 的 交 

点 便 是 Bi, B3, Bs, Ba 等 分 分 点 . 在 
d 

B, B RZ=- ; Æ Ba, Bala = 


0.6251) 点 E: = 1, 亦 即 曲线 与 直线 
y rjEA T Bı, Bo A, UF Bz, B4 
Ai. 故 对 Ba(o = 2.08195087) 点 ， 当 a 
稍 大 于 2.08195087, 曲线 与 直线 分 离 ， 
JE RIRE R9 I BR ( 见 图 10.46 Zr E ff), 
进入 阵 发 混沌 向 . 对 于 Ba 点 ， 情 况 恰 
好 相反 ， 当 a 增 大 时 , 便 进 入 稳 区 ( 见 
图 10.46 右上 和 角 ). 

图 10.47 (a) 给 出 迭代 输出 Enpa 
随 a 的 变化 曲线 ; 图 (b) 给 出 相应 的 
Aa Ea 的 变化 关系 , BAR, ERK 
区 和 二 分 岔 区 ， 入 为 负 值 ; 当 入 为 正 
时 ， 系 统 便 进入 混沌 区 . l 
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(b) 


R 10.47 (a) 迭代 和 输出 enyi Bl o 变化 曲线 ; (b)Lyapunov 指数 A M a 的 变化 直线 
(到 自 [61]) 


10.6.4 BB ~ Bs 亚 稳 区 ， Bs 后 的 亚 稳 混沌 区 


Ba(z = 3.1092, zu = 1) ~ Bs(z = 3.173, = -1) 为 亚 稳 区 ， Bs 点 后 又 进入 二 


分 个， 并 经 过 倍 周期 分 岔 发 展 为 混沌 ， 但 也 带 有 亚 稳 性 质 ， 这 里 的 亚 稳 是 指 若 迭代 初 什 
偏离 稳 态 值 稍 大 时 ， 选 代 结果 便 跳 到 图 10.47 (a) 所 示 Bi ~ Bz 的 二 分 岔 区. HA 10.46 
HÀ, Ba, Bs 所 对 应 的 ra = 3.1092，z5 = 3.173(a = 0.6377) 值 均 在 二 分 分 区 Bi ~ B3 
之 上 . Pim s 为 Bs ~ Bs 中 的 一 Ho APERA zo =z+0 当 5 稍 大 时 ， 则 和 迭代 结果 


qq 三 一 一 一 7 一，2n 二 1 一 -二 便 回 到 Bi ~ B2 4p. 只 有 当 4 很 小 才 进 入 
B+ sin? zo’ B + sin? zn 
Bs ~ Bs 的 稳 态 区 ， 迄 代 结果 收 合 到 x = yir MAZA ER. 同样 ， Bs 点 右 邻 


的 倍 周期 分 盆 与 混沌 ， 也 只 有 在 选 代 初 值 zo = z+6 的 6 较 小 时 才 会 表现 出 来 ; 当 5 大 
时 ， 便 跳 到 二 分 贫 Bi ~ Bz 区 ， 并 不 表现 出 倍 周期 分 岔 与 混沌 . 

图 10.48 给 出 z = 2.9 ~ 3.5, 对 应 的 @ = z(8+sin2z) 为 0.746 ~ 1.131, 迭代 初 值 
zo = x —ó6,Hx 8 = 0.2, = 0.001 的 迭代 结果 . 可 以 看 出 开始 a 点 (o — 0.746) 为 二 分 贫 
点 ， 当 a 变化 到 a = 0.625(B4 点 ) 时 跳 到 亚 稳 区 ， 按 亚 稳 态 变化 到 a = 0.6377(Bs 点 ), 再 
由 倍 周期 分 贫 进 入 混 涉 . 当 a 变化 到 0.6551(z = 3.207), 即 图 中 点 处 时 ， 又 跳 回 到 二 分 
AX. BEA CHOR. 若 5 取 较 大 (0.1), 迭代 结果 就 不 出 现 稳 倍 周期 分 岔 与 混沌 区 ， 而 是 
由 二 分 贫 进 入 单 稳 . 


x 2 
b 
| 
a 
0 NEN IRE METRE ES EET QN 
一 2.5 2.25 2.00 1.75 1.50 1.25 1.00 —0,75 —0.5 一 0.25 


lgla 一 aoj (æg — 0.62) 
图 10.48 ”迭代 输出 tni Bl oc 变化 的 曲线 
(图 中 Ba ~ Bs ~ 混沌 的 纵向 坐标 放大 了 五 倍 ) 
GR B. [61]) 
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10.7. 光学 传输 横向 效应 


对 时 间 、 空 间 、 时 空 现象 的 分 析 与 研究 力 非 线性 动力 学 的 中 心 问题 ,在 非 线性 光学 
领域 中 ， 近 年 对 非 线性 光学 的 分 贫 、 混 沌 现象 已 有 较 多 研究 ， 且 在 实验 上 已 观察 到 远 红 
外 激光 中 的 Lorenz 混沌 51: 491, 还 观察 到 双 稳 态 环形 激光 腔 的 混沌 现象 53~5 引 . 但 这 些 
均 属 于 时 间 方 面 的 .因为 我 们 的 模型 中 ， 一 般 地 均 采 用 平面 波 近 似 ， 光 场 在 垂直 于 传播 
方向 的 平面 内 是 均匀 分 布 的 . 这 就 使 得 描述 光 与 物质 相互 作用 的 方程 大 为 简化 ,因而 有 
关 空 间 横 向 模式 的 形成 ， 对 称 性 的 自发 破 缺 等 现象 也 从 讨论 中 消失 了 . 直到 最 近 才 逐渐 
有 文章 62~68] 论 及 光学 模式 的 横向 弛 和 豫 以 及 时 空 混 沌 现象 . 这 比 单一 时 间 混 沌 现象 要 复 
杂 得 多 ,首先 需要 推广 Maxwell - Blech 方程 ， 使 之 包括 有 限 光束 截面 引起 的 衍射 损耗 ， 
在 传播 过 程 中 波 面 曲率 的 变化 以 及 模式 的 跳 变 等 . 


10.7.1 模式 对 称 的 自发 破 缺 
参照 (10.4.17) 式 ， 并 定义 无 量 纲 变量 


24E 1 w 
= ó = — 10.7.1 
° ^ Jm Y2 ( ) 
则 放大 介质 的 Maxwell - Bloch 7j f nf 5 A 
OA 
8. ^ mA -A9- qile? A/Q  &) 
Ben A Npk (10.7.2) 
3z 1-8 二 站)eA， = hyo 
注意 到 沿 z 方 向 传播 的 波 可 表示 为 慢 变 振幅 避 与 平面 波 e**-ivt 之 积 , 即 Elx, y, z t)e* 
O^E E 
kanara des TD, CE yg 
18 ikz—iw 9? 9? ð ð w? ikz—tw 
(v - sa) i BI +2iw -k++ JDD t 


故 考 虑 到 横向 效应 后 ， (10.3.1) 式 的 左边 应 写 为 
248 LA n 1 0 e key 
2k (Ər? y] Oz emt' c 


同样 (10.7.2) 式 推广 到 包括 横向 效应 后 应 为 


DA . 
z 一 n(A — âo) — yle A/( + &?) 

i (8 9? 8 ce 一心 (10.7.3) 
E (t)i peg ie - eti! t 


(10.7.3) 式 即 推广 了 的 Maxwell - Bloch 方程 . 新 增 的 项 ， 就 是 由 衍射 而 引起 的 扩散 项 . 
除了 虚数 i 外， (10.7.3) 式 就 是 相 变 理论 中 的 Ginzburg - Landau 方程 (531.(10.7.3) 式 中 
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-"e guae, 655 "Ae 如 何 求解 推广 的 Maxwell - Bloch 方程 (10.7.3) 是 重 
要 的 ， 最 简单 的 是 先 求 A MEER DO ~ 0 


Ao 
1+ |el2/(1 + 6?) 


将 (10.7.4) 式 代入 (10.7.3) 式 的 第 二 式 消去 A, 并 将 c 用 空 腔 的 本 征 模式 Apm(z,y,z) 展 
开 为 9l 


A= (10.7.4) 


e= 2 ARETAN G2) (10.7.5) 
Ajo, 满足 n 
9 i 
(zs ^ "Rr 55 t iky p 


| ded (10.7.6) 
i £ 
EG z) AUD (a, y, 2)—5 y 一 = ÓppÓmm'Óii 
又 考虑 到 激光 频率 w 的 牵引 关系 
Q — We — (wo 一 MD We 一 kc (10.7.7) 
故 有 
we — w = (wo — w) = Ze bw = -ve6 (10.7.8) 
Í Y2 y2 7 
(10.7.3) 式 的 第 二 式 可 写 为 
i . G) A 
Of atij ug a) J AG) AG) Ao dzdy 
z ^ 7 Vefom — uu fs I TT o (10.7.9) 


A 
对 于 国 柱 形 对 称 腔 ,可取 o = ČE, A AEK, NIRALI, p= CL n n= 
xe. 文献 [63] 给 出 Ap (os P, 0) 如 下 解析 解 ， 


AG) (p, p, n) = BO (yg)Cpm(p, 7)exp(igom(p, 7)) 


1 
B m 一 0, 一 1, 2 
V2 
加 1 
B% = Nd in mg, m0, i-l (10.7.10) 
1 . 
go eme, m0, 1-2. 
/2 1/2 2 2 
Cp, n) = —— — P 0| re( < | exp] -2 10.7.11 
monelo) ea egel CUm 
bpm(P, n n) = ds - pe m+ 1)tan- P p=0, 1, 2,.….， m = 0, 1, 2,- 


v(q) = TO + (n/m), wn) = zn +7) 


- ite Dose p - n 
2 got f —1 


(10.7.12) 
; f- 
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参见 图 10.49, 5; A (1) G^ S E 46, RIS SR TEL nl SE SE 46. 而 (2) DEBE RUNE 
半径 为 a, 并 有 


1 2 
Th — Ep jn (1— f —po)' + 了 (oa +P- f) "| (10.7.13) 


环行 腔 的 共振 频率 wnpm 为 


Ire 2c afil-f l — f 
‘rm 一 一 一 2 i t 1 -一 一 ti L 一 一 10.7.14 
pm = n+ (P+tmt+t ) lian EE an (去)| ( ) 
当 po = f = 1/2, BERBE, m =n = 1/4, 有 
2nc 
wnpm = —L (n p) 4 m +1] (10.7.15) 


n= 


l 
2 
图 1049 ”环行 腔 结构 (参照 Lugiato 等 [63]) 


对 于 多 模 情形 ， 求 解 方程 (10.7.5),(10.7.9) 显然 仍 是 很 困难 的 . 但 这 两 个 方程 毕竟 提 
供 了 进行 数值 计算 的 依据 .而 且 依 据 (10.7.9) 式 还 容易 得 出 单 模 振荡 的 阐 值 . 设 激活 媒 
质 增益 沿 光 轴 尺 度 为 少 的 区 域 分 布 ， 当 远离 光 轴 时 增益 按 Gauss 波形 下 降 ， 故 可 令 


27 Ao = 2C exp(—2p2/¥) 


ve 2n (10.7.16) 
Vn 
由 (10.7.9),(10.7.10),(10.7.16) 式 得 单 维 模 振 葛 的 稳 态 解 为 
B [7 o, Ae — vo)exp( 2p /v?) 
l= z f 4e | pdp 14 Alloy — ej) fi (10.7.17) 


RP, A AD. 的 简写 . 4e (10.7.17) 式 中 的 | 天 | 9 0, 便 得 出 激发 AOL, ami 8. QC)u.- 
由 (10.7.15) 式 看 出 ， 当 纵 模 指标 n 给 定 后 ， E npo, 就 有 赖 于 模 模 指标 2 + m. 
现 分 为 几 种 情形 加 以 讨论 . 
(1) 2p-- m — 1 情形， 有 两 重 简 并 的 非 对 称 解 


A} = [Zepp cos y 
2 (10.7.18) 
Aj; = [erpe sin yw 
将 Al, 或 Aj, 代入 (10.7.17) 式 中 的 hi, 并 令 [fi] 9 0, (ERE SURE SRL LA 


oo 2pe-29 e 26 A? 
1 = (2C)^ 4 10.7.19 
Ca [Ae rsen (10.7.19) 
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2 
(2C). = (Z3 =) (10.7.20) 


Al, A2 这 一 对 定 态 解 ， 可 证 明 是 稳定 的 ， 也 可 看 成 是 双 稳 态 
(2) 2p 十 m ==2 情形 . 解 是 三 重 简 并 的 ， 其 中 一 个 为 对 称 解 (用 “s ”标志 ): 


Aio = yia — 29?)e- (10.7.21) 
另 两 个 为 非 对 称 解 (用 “4 ”来 标志 
Aon = ire cos2p, Ao22 = "E sin 2% (10.7.22) 
对 称 解 及 非 对 称 解 的 国 值 分 别 为 
(2C)à,. = a RCO = G a (10.7.23) 
EER E LE (2C) BH I EE AE T REL E QC), 低 ， 因 
(2C)in yt 


3j HÉAUE. xX C HEDEGECE 1. 而 且 当 满足 条 件 


Aja (o, p) e 20/9 
l= cy (f 2 pd PIJA ATA p)lfiol? (10.7.24) 
对 称 解 41o 已 不 稳定 , 将 要 出 现 非 对 称 解 A021 与 A02, 最 后 发 展 为 多 模 . (10.7.24) 式 的 物 
理 意义 是 由 于 对 称 模 Ao 的 存在 , 使 得 非 对 称 模 Aoz 获得 的 增益 足以 克服 Aoz 起 振 时 的 损 
PE- 这 一 由 旋转 对 称 的 模 Aao 出 发 最 后 发 展 为 非 旋 转 对 称 的 多 模 (包括 Ao, Aoz, A022) 
称 之 为 模式 对 称 性 自发 破 缺 . 当 取 定 2C > (20)! 时 ,对称 模 振荡 幅度 fio 可 按 定 态 方程 


E v Ado(p, v) exp(- 2p? /v?) 
1- 2c f a f pio A e E (10.7.25) 


确定 . ERE BERNE fozil? = |foza? 的 影响 当 fo 给 定 后 ， 便 可 解 多 模 定 态 方 


E 0:79) 59 0, 以 确定 fon, fonn, 3E (10.7.10) Xt Bc iE RARE SR AL A M 


z 
|F (p,p)? F(p, v) = fioAio(p, v) + foi Aon(e; v) + foz2 Ao22(p, v). 
10.7.2 ” 光 场 中 的 相 人 性 育 异 点 [65， 98 


由 上 面 的 讨论 , 我 们 已 认识 到 当 泵 浦 参量 2C 较 大 时 , 最 先 激发 的 单 模 简 并 分 量 Ao 
是 不 稳 的 ， 会 演化 为 包含 其 他 两 个 简 并 分 量 的 多 模 . 对 2p 十 m — 2 情形 ， 一般 的 可 写 为 


E({p, p) = Aio(p, p)gi + Bozi(p, )ga + Boz2(P, v)9s 
式 中 ， gog 为 复数 ， 不 失去 一 般 性 ， 取 gi 为 实数 ， 则 上 式 可 写 为 


E(p, p) = Aio(p, Pp)91 + Bozi (p, p)lg2le'® + Boz2(p, v)1gs|e*** 
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2 
Aio = ^(-2p?)e-^ 
T 
Boa = 1/ lagte gite (10.7.26) 
T 
1 
Boy; = 4| - 29e" e 1e 
T 


注意 到 对 (10.7.26) 式 施 以 坐标 转动 变换 p — y ++ vo, 则 得 

E(p, v) = Aog  Bozi|ga|e 92299 十 Bosa|gs |e 6579) (10.7.27) 
但 新 的 辐 角 05 = 02 + 29o, 0$ = 93 — 2yo fI 05 4-05 = 05 +b RETRE. 下 面 将 研究 
05 十 0 二 7 情形 场 的 结构 ， 首 先 参照 (10.7.24) 式 ， 单 模 Ao 8 BESSER ES CHE Ap LOS 


27 —2p? y? 
Ato(p, )e ?^ 
1— zc f do [ pap 10 =0 10.7.28 

PI + A2(p.v)|fiol? ( ) 


o [Boni (P, e)??? d 
1—-2C d dp 0 10.7.29 

[ ef Pep 1+ Al 9) fio? < ( ) 
将 (10.7.26) 式 代入 (10.7.28),(10.7.29) 式 ， 二 式 相 减 便 得 Ao 模 的 不 稳 条 件 为 


2 2 2 
oo (一 4p4 十 8p? — l)e-2e —2p [v 9 . 
d 20 一 1/ 一 10.7.: 
| P 1r(1-2p)]R&-29,?  — 4 z fiol (10.7.30) 


同样 可 计算 出 Bo21，Boz2 模 不 稳 条 件 为 


2 
1+2p4 ER 


T2 一 "i T3 = m 


图 10.50055) 曲线 1 为 模 Aio AOPE Mte ( 按 (10.7.28) 计算 fio? 很 小 ， 可 略 去 ), 曲线 2 和 
4 为 按 (10.7.30),(10.7.31) 式 计算 的 不 稳 曲线 . S 为 模 Aio 稳定 存在 的 对 称 模 区 . AH 与 
O-4 为 三 个 定 态 解 同时 存在 但 不 稳 的 区 域 ，D-4H 区 Aio 模 不 稳 ， 但 Bon, Boo 是 稳 
定 的 . 设 初始 在 S 区 ， 当 C 增加 后 便 越过 曲线 2 进入 有 4 个 黑 点 的 4 区. 图 10.51 (a) 
为 光 强 x Alo 的 空间 分 布 ， 具 有 旋转 对 称 . 图 10.51 (b) 也 是 光 强 分 布 ， 因 为 是 Au 与 
Bon, Bozz 的 混合 ， 不 再 具有 旋转 对 称 ， 这 就 是 上 面 提 到 的 对 称 性 的 破坏 . 又 设 初始 在 
DAH 的 圈 形 区 ， 中心 有 一 强度 为 0 的 暗 点 ， 当 增 大 C 越过 曲线 4 就 进入 OAH 卵 形 区 
( 见 图 10.51 (c),(d)). 圈 形 区 为 纯粹 的 Bozi 或 Bozz, 也 是 旋转 对 称 的 . 但 在 OAH MER 
中 ， 由 于 混合 了 小 量 的 Ao 已 失去 旋转 对 称 了 . 

现在 让 我 们 回 到 具有 4 个 暗 点 的 4- H 区 . 在 这 些 暗 点 , 5538 E(p,v) = 0. 参照 
(10.7.26) 式 ， 并 注意 到 05 = 0, 05 =r — 0, 便 得 出 上 暗 点 的 坐标 为 


(10.7.31) 


2 _ al 
2p}. = | + Jig, ; 2p+0=kr, k=0, 1, 2,3 (10.7.32) 
联系 暗 点 的 等 位 相 线 由 下 式 确定 : 
tand > ImE(p, p) _ V2p2(|ga| + |gs]) sin(2 + 8) 常数 (10.7.33) 


HReE(p, f= (1— 292) + 29? ([g;| 一 les) cos(2p - 0) — - 
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图 10.50 2p-F m -— 2 NOEL, Eri S BS C, v. FE S, 4H, O 与 D (各 字母 标明 产生 的 稳定 花样 ) 分 别 标志 
“对 称 ”、“ 4 个 黑洞 "、“ 孵 形 ”、“ 轿 形 ” 区 ， 对 应 于 图 10.51 中 (a), (b), (c), (d) 
(参照 Bramlilla 等 [65]) 


图 10.51 2p 十 m — 2 情形 各 稳定 花样 的 横向 强度 分 布 
(a) 柱 形 对 称 的 Gauss - Laguerre Bi, p —1, m = 0; 
(b)4 黑洞 形 ; (c) SUE; (d) BE 
(参照 [65]) 


10.52 给 出 jgz| = |gs| 时 的 暗 点 及 等 相位 曲线 . 圈 绕 着 这 些 瞳 点 的 闭路 积分 ， 相 位 
将 改变 mrm ZEE. 流体 力学 速度 场 中 的 涡流 点 也 有 这 种 性 质 ， 因 而 称 这 些 瞳 点 为 
光 场 的 相位 奇异 点 . 十 分 有 意义 的 是 , 用 氨 离 子 激光 泵 浦 的 钠 二 聚 物 (Naz) 蒸气 (三 能 级 
系统 ) 作为 增益 介质 已 经 观察 到 与 图 10.51 (a)~(d) 相对 应 的 光 强 分 布 如 图 10.53 (a) (d) 
Bros. 图 10.54 还 显示 出 当 纱 固定， 逐渐 增加 泵 浦 功率 p, Rh S 至 4H 、 EPA O 
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-4H 发展 过 程 9], n BEES] y — 2.1 ~ 2.4, 存在 双 稳 态 O SO, 光 场 分 布 就 在 这 两 个 
状态 间 跳 动 着 ， 圈 态 D - 4H, HO, 只 
能 在 I, 很 小 而 多 > 3.7 WIPE BE 
到 . 

如 果 流 体 作 涡流 运动 ， 则 速度 也 
沿 闭 路 的 线 积 分 ， 亦 即 涡 度 


C, = js di 7 0 (10.7.34) 
J 


设 点 zo = £o + iyo 为 场 的 相位 奇 点 ， 
则 在 奇 点 附近 的 场 强 


E(z,y) = q(z — zo)" = gp eie 
(10.7.35) 


W 10.52 当 |g2| = |gal 时 的 辜 点 与 等 相位 曲线 
(1—7/4, 3—37 /4, 5—5m/4, T— Tm [4) 
(AW [65]) 


Æ 10.53 2p 十 {= 二 2 情形 的 输出 场 图 花样 
(a) P/Pin = 1.5, % =1.0; (b) P/Pn, = 4.0, s = 1.0; 
(c) P/Pin = 2.3, $ = 24, RE; (d) P/Pin = 2.0,  — 3.0, BEBE 
(参照 [65]) 


绕 奇 点 一 周 ， v 将 增加 2me""” 将 增加 因子 em. (10.7.35) 式 中 的 9 为 实数 ， 
zcgcody 场 强 E(r,y) 的 单 值 性 质 决 定 了 m 只 能 是 正 、 负 整数 .又 由 (10.7.35) 式 ， 场 
强 的 位 相生 为 


更 = Im(lIn E(z,y)) = me = m tan`! son (10.7.36) 
— zo 
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J;(QW/mm?) 


图 10.54 由 实验 确定 的 ， 由 控制 参数 泵 浦 峰 值 强度 Ip 和 
S MERO V 决定 的 2p 十 ! = 2 情形 稳定 花样 图 
(参照 [65]) 


现 定义 速度 矢量 了 为 垂直 于 等 位 相 面 瑞 的 矢量 ， 则 涡 度 Cy 为 


C, = jrd-bvea 
Y Y 
mf V (i 2m di = 2m7 
了 ' T — To 
这 就 证 明了 沿 瞳 点 的 闭路 积分 场 强 的 相位 将 改变 2mx, 亦 即 速度 场 的 涡 度 . 
10.7.3 ”光学 中 的 混沌 邀 游 与 时 空 混沌 现象 的 实验 观察 57~63] 


考虑 到 模式 竞争 ， 横 模 对 称 破 缺 以 及 光 场 位 相 奇 异 点 的 形成 后 ， 光 学 的 分 岔 与 混沌 
现象 变 得 愈 来 愈 复杂 了 ， 通 向 混沌 的 道路 也 您 不 明确 了 . 这 节 将 给 出 从 实验 上 探求 一 种 
遂 向 混沌 的 道路 ， 这 就 是 单 模 混 沌 邀 游 与 多 模 同 时 存在 的 时 空 混沌 单 模 道 游 是 指 激 光 
fr HL EE Ie d UE. (lf E to 时 为 TEMoo Si, Æ ti 时 又 跳 到 TEMo 模 ， 
cost, 时 跳 到 TEMo, Bi. fH34 t — TE to(T — tot t t tatt, 为 所 有 模式 均 停 止 
d d EHI), 又 回 到 了 EMoo 模 . 在 文献 [07] 中 ， 系 统 的 控制 参量 为 Fresnel 数 F. 4 F% 
M (F =2 ~ 5), 单 模 邀 游 基 本 上 是 周期 的 ; 当 五 增 大 到 超过 8, 周期 性 渐 破 坏 ， 便 进 
AWET; 了 再 增 大 ， 便 是 多 模 同 时 激发 的 时 间 混 沌 了 . 

实验 装置 主要 是 包含 增益 介质 BSO(Bismuth Silicon Oxide) 与 小 孔 A 的 环形 腔 ， 如 
图 10.55 所 示 . A 的 孔径 为 $3004, 可 沿 光 轴 移动 以 控制 五 数 . 图 10.56 给 出 摄 象 机 摄 得 
的 横 借 光 强 分 布 ( 左 ) 及 空间 自 相关 函数 C). 这 后 一 结果 是 通过 200 次 测量 的 统计 平均 
得 到 的 . 24 Fe 5, 每 一 时 刻 只 有 一 个 模式 振 葛 ， 整 个 波 面 是 相干 的 ， 这 就 是 图 10.56 (a) 
的 情形 . 但 当 F o 70, 有 许多 模式 同时 振荡 ， 便 产生 了 类 Specke 场 图 (c), 而 相干 长 度 
6 之 0.1D, 分 幅 尺 度 DD 与 图 10.56 (a) 光斑 大 小 相近 ， 图 10.57 为 下 = 5 时， 周期 地 交替 
变换 的 各 种 单 模 . 亦 即 横 模 TEMo, f 3 ds. 


(10.7.37) 
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图 10.55 Sakera o a E37: 
(R Areechi 等 [67]) 


(a) 


图 10.56” 波 前 的 强度 分 布 ( 左 ) 及 自 相关 序数 C). (aF 一 5, UR RUPEE E RUE D Zie E/D x Y; 
(b) F = 20, £ /D-0.25; (c) F=70, £/D ~ 0.1 
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图 10.57 ” 光 强 花样 出 现 的 顺序 《参照 [67]) 
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